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Vorrede. 


Die  erste   Veranlassung  zu  einer  anhaltende- 
ren Beschäftigung  mit   der  Statik  und  damit  zur 
Abfassung   der  vorliegenden  Schrift  gab   mir  das 
Studium  des  zwar  kleinen,  aber  gehaltreichen  und 
elegant  geschriebenen  Werkes  von  Poinsot  über 
die  Statik  *).     Ich  lernte  daraus,  wie  die  Bedin- 
gUDgsgleichungen  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
Kräften,    welche   auf  einen  frei   beweglichen   fe- 
sten  Körper  wirken,    einfacher a    als    auf  irgend 
einem   andern   der  bisher   bekannten    Wege,   mit 
Hälfe  der  Theorie  der  von  ihm  sogenannten  cou- 
ples  (Paare  von  einander  gleichen  und  nach  par- 
allelen aber  entgegengesetzten  Richtungen  wirken- 
den Kräften)  entwickelt  werden  können ;  >  und  die 
dem     Ende    des    Werks    beigefügte    Abhandlung 
{Memoire  sur    la   composition    des    momens  et 
des  aircs),  worin  die  Theorie  dieser  Kräftepaare 
noch   weiter  verfolgt   wird,    und  mehrere,    zum 
Theil  neue,    Sätze,    die   Eigenschaften   der    Mo- 
mente von  Kräften  betreffend ,  aus  dieser  Theorie 
höchst    einfach    hergeleitet    werden,    nahm    mein 
ganzes  Interesse  in  Anspruch. 

Da  ich  nun  bei  fortgesetzter  Beschäftigung  mit 
diesen  Gegenständen  mehrere  eigene  Untersuchdn- 
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Vorrede. 


gen  anstellte  und  Ansichten  gewann,  nach  denen, 
wie  es  mir  schien,  die  einzelnen  Lehren  der  Sta- 
tik theils  vervollständigt,  theils  auf  eine  etwas 
systematischere  Weise,  als  in  den  bisherigen  Lehr- 
büchern, geordnet  werden  könnten,  so  fühlte  ich 
mich  bewogen,  meine  zum  Theil  schon  in  Cr  ei- 
le's mathematischem  Journal  hekannt  gemachten 
Untersuchungen  im  Zusammenhange  zu  veröffent- 
lichen und  damit  ein  für  sich  bestehendes  Lehr- 
buch der  reinen  Statik  abzufassen,  in  welchem 
die  Lehren  dieser  Wissenschaft  möglichst  voll- 
ständig und  in  systematischer  Folge  auseinander- 
gesetzt sind 

Die  Methode,  deren  ich  mich  in  diesem  Lehr- 
buche bedient  habe,  ist  ausschliesslich  weder  die 
synthetische  noch  die  analytische«  Doch  habe  ich 
in  der  Regel  der  erstem  den  Vorzug  gegeben, 
wenn  eine  einfache  geometrische  Construction  zur 
Führung  eines  Beweises  oder  zur  Lösung  einer 
Aufgabe  hinreichend  war,  so  wie  ich  auch  nicht 
selten  die  schon  durch  Analysis  gefundenen  Sät^e 
durch  geometrische  Betrachtungen  noch  zu  erläu- 
tern gesacht  habe:  beides  aus  dem  Grunde,  Weil 
bei  Untersuchungen,  welche  räumliche  Gegen- 
stände betreffen,  die  geometrische  Betrachtung  eine 
Betrachtung  der  Sache  an  sich  selbst  und  daher 
die  natürlichste  ist,  während  bei  einer  analyti- 
schen Behandlung,  so  elegant  diese  auch  seyn 
mag,  der  Gegenstand  sich  hinter  fremdartigen  Zei- 
chen verbirgt  und  damit  unserem  Auge  mehr  oder 
weniger  verloren  geht. 

Ueberhaupt  findet  zwischen  der  Statik  und  der 
Geometrie  ein  sehr  inniger  Zusammenhang  statt, 
indem  nicht  allein  erstere  Wissenschaft  der  Hülfe 
der  letztern   unumgänglich   bedarf,   sondern  weil 


tmdk  umgekehrt,  gleichsam  zum  Lohne  für  diu 
Mf  Hülfe,  die  Stutik  der  Geometrie  neue 
Sotjr  zufuhrt.  Satze,  die  nicht  selten  wiederum, 
zum  Toriheile  der  Statik  verwendet  werden  kön- 
nen. Der  Belege  hierzu  wird  mim  nicht  wenige 
■  diesem  Buche  linden.  Zuweilen  haben  Statik 
ud  Geometrie  Bogst  einen  gemeinschaftlichen 
Zweck  und  weichen  nur  in  Hinsicht  der  zu  die- 
sem Zu  ecke  führenden  Mittel  Von  einander  ab. 
Ein  Betspiel  hierzu  ist  die  Untersuchung,  in  wie 
cid  Punkten  zwei  oder  mehrere  Körper  einnnder 
berühren  müssen ,  wenn  ihre  gegenseitige  Lage 
unveränderlich  seyn  soll.  Denn  diese  und  ähn- 
liche Untersuchungen  können  eben  sowohl  mit 
Hülfe  statischer  l'rincipien,  als  rein  geometrisch 
angestellt  werden.  Möge  es  daher  dem  Leser 
nicht  unangenehm  auffallen,  wenn  er  hier  in  Fäl- 
len, wo  eine  Reihe  geometrischer  Sätze  mir  ent- 
weder an  sich  merkwürdig,  oder  wegen  ihres  Ein- 
Nim  auf  andere  Untersuchungen  der  Beachtung 
werth  schien,  von  dem  Gebiete  der  Statik  auf 
das  der  reinen  Geometrie  geführt  wird. 

Dm  Werk  zerfällt  in  zwei  Theile,  von  denen 
der  erste  das  Gleichgewicht  an  einem  einzigen 
Körner,  der  zweite  das  Gleichgewicht  an  meh- 
rera  mit  einander  verbundenen  Körpern  behandelt. 
Jedem  der  beiden  Theile  ist  eine  Anzeige  des 
Inhalt«  vorangesetzt,  woraus  die  Aufeinanderfolge 
der  behandelten  Gegenstände  zur  Genfige  erkannt 
werden  kann.  Es  durfte  aber  nicht  überflüssig 
itra.  hier  Einiges  über  ihren  gegenseitigen  Zu- 
sammenhang noch  vorauszuschicken,  wobei  sich 
xiftHeich  Gelegenheit  zu  einigen  Bemerkungen  lin- 
de« wird,  für  welche  im  Buche  selbst  kein  pas- 
■  Ort  wnr. 


Vi  Vorrede. 

Die  ersten  Elemente  habe  ich  eben  so,  wie 
Poinsot,  durch  die  schon  erwähnte  Theorie  der 
Kräftepaare  zu  vereinfachen  gesucht  -  Doch  bin 
ich  hierift  einen  Schritt  weiter  gegangen.  Poin- 
sot nämlich  trägt  diese  Theorie  erst  dann  vor, 
nachdem  er  parallele  Kräfte  und  auf  einen  Punkt 
wirkende  Kräfte  zusammenzusetzen  -.  gelehrt  hat 
Dagegen  folgt  hier  die  Theorie  der  Paare  unmit- 
telbar auf,  die  allgemeinsten  Sätze  vom  Gleich^ 
gewichte ,  und  dann  erst  die  Theorie  von  der  Zu- 
sammensetzung von  Kräften,  welche  nicht  Paare 
bilden.  Denn  nicht  nur  lässt  sich  die  letztere 
Theorie,  nachdem  die  ersten  vorausgegangen, 
ungleich  einlacher ?  als  ohnedem, •  eotowickeln,  son- 
dern es  ist  auch,  wie  man  sieh  übettcugen  wird, 
die  erstere  Theorie  ganz  unabhängige  Ton  der*  letz- 
tern darstellbar«     •  •"  >        ■     " 

Bereits  ineinem  in  Cr  eile's  math.  Journal*) 
befindlichen  Aufsatze  habe  ich, gezeigt,  wie  die 
Theorie  der  Paare  selbstständig"  entwickelt  •  und. 
aus  ihr  ohne  weiteres  die  seclis  Bedingungsgleichun** 
gen  für  das  Gleichgewicht  zwischen?  Kräften,  die 
nach  beliebigen  Richtungen  im  .Räume  auf  einen 
frei  beweglichen  Körper  wirken,  hergeleitet  wer- 
den köhnen,  woraus  sich  zuletzt 'die  ärjei  Bedin- 
gungsgleichungen für  das  Gleichgewicht  'zwischen'. 
Kräften  in  einer  Ebene,  als  für  einen  speciellen 
Fall,  ergeben.  Wiewohl  nun  die  grosse  Kürze 
dieses  Wegs  ihm  zur  Empfehlung  gereichen  möchfe, 
so  dürfte  doch  der  unmittelbare  Fortgang  zu  dem 
allgemeinsten  Falle  Manchem  fiir  das  erste  Stu- 
dium zu  überraschend  scheinen,  üntf  ich  habe  es 
daher  7m  Gegenwärtigen  vorgezogen,  die  auf  die- 
selbe   Weise    behandelte  Theorie    des  '  Gleichgc* 
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wichta  in  einer  Ebene  vorauszuschicken  und  dn- 
•lurch  den  Leser  zum  Verständniss  der  Theorie 
•  Gleichgewichts  im  Räume  vorzubereiten. 
Die  im  Wen  Kapitel  des  ersten  Theils  folgende 
Ausfuhrung  der  Theorie  der  Momente 
■Ith  mit  der  Beantwortung  der  zwei 
mens,  nach  welchen  Gesetzen  d<is  Mo- 
Des  Systems  von  Kräften  im  Räume,  wel- 
oicht  im  Gleichgewichte  sind,  von  einer  Axe 
andern,  nul  welche  das  Moment  bezogen  wird, 
nderlich  i*t ;  und  zweitens,  unter  welchen  Be- 
nnd  auf  welche  Weise  aus  den  Mo- 
ig  Systems  für  eine  Anzahl  von  A\eu 
M— eote  für  noch  andere  Axen  gefunden  wer- 
können.  Die  Untersuchungen,  zn  welchen 
erste  dieser  Fragen  veranlasst]  sind  —  die 
Stellung  der  Momente  durch  Kugclschnen,  den 
auf  gegründeten  Beweis  für  das  Parallelogramm 
'  Knute  und  die  Theorie  der  Nulteheneu  und 
((punkte  aufgenommen  —  schon  von  Poinsot 
Andern  geführt  worden.  Die  zweite  Frage 
ick  in  grosster  Allgemeinheit  zu  beantworten 
»■cht  und  Resultate  erhalten,  von  denen  bisher 
einige  specielle  Fülle  bekannt  waren. 
In  den  noch  übrigen  Kapiteln  des  ersten  Theils 
i  itngeuommen,  d;iss  ein  frei  beweglicher  Kör- 
i  auf  welchen  Kräfte  wirken,  auf  irgend  eine 
aas  seiner  Lage  verrückt  wird,  während 
die  Kräfte  auf  ihre  Angriffspunkte  mit  unverän- 
derlicher Stärke  und  parallel  mit  ihren  anfängli- 
chen Richtungen  zu  wirken  fortfuhren,  und  es 
«inl  nun  untersucht,  wie  durch  diese  Lageände- 
nutg  de«  Körpers  die  Wirkung  der  Kräfte  ge- 
«odert  wird.  Der  einfachste  hierbei  mögliche  Fall 
Kl  der,   wenn  die  Kräfte  parallele  Richtungen  ha- 
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ben  und  auf  eine  einzelne  Kraft  zurftekgefthrt 
werden  können.  Denn  alsdann  bleiben  sie  auch 
bei  jeder  Yerrttckung  des  Körpers  auf  eine  ein- 
zelne Kraft  reducirbar,  und  diese  Kraft  trifft  im- 
mer auf  einen  Punkt,  welcher  gegen  die  Angriffs- 
punkte der  erstem  Kräfte  eine  unveränderliche 
Lage  hat  und  unter  dem  Namen  des  Mittelpunkts 
paralleler  Kräfte  bekannt  ist  '  Aehnliche  Unter- 
suchungen habe  ich  hier  auch  in  Bezug  auf  Systeme 
nicht  paralleler  Kräfte  angestellt  und  glaube,  dass 
die  gewonnenen  Resultate  nicht  bloss  ihrer  Neu- 
heit willen  *),  sondern  auch  wegen  ihrer  ver- 
hältnissmässigen  Einfachheit  und  weil  sie  zu  viel- 
leicht noch  fruchtreichern  Forschungen  Aber  die- 
sen Gegenstand  Veranlassung  geben  können,  der 
Beachtung  nicht  unwerth  sind. 

Genau  mit  diesen  Untersuchungen  hängt  die 
Lehre  von  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts  zu- 
sammen. Denn  halten  sich  die  Kräfte  anfänglich 
das  Gleichgewicht,  so  wird  dasselbe  bei  einer 
auch  noch  so  geringen  Lageänderung  des  Kör- 
pers im  Allgemeinen  aufgehoben,  und  jenachdem 
die  Kräfte  den  Körper  in  die  anfängliche  Lage 
zurückzubringen  oder  noch  weiter  davon  zu  ent- 
fernen suchen,  wird  das  Gleichgewicht  sicher  oder 
unsicher  genannt  Ich  habe  daher  nicht  ange- 
standen, auch  die  Lehre  von  der  Sicherheit,  so 
weit  es  ohne  Einmischung  der  Dynamik^  gesche- 
hen  konnte,    hier   vorzutragen    und,    unterstützt 


•)  Neu  bis  auf  die  erst  kürzlich  tob  Minding  ober  denselben 
Gegenstand,  jedoch  auf  eine  tob  der  meinigen  ganz  Terschiedene 
Weise  angestellten  und  mit  zum  Theil  merkwürdigen  Ergebnissen  be- 
gleiteten Untersuchungen.  Man  findet  dieselben  in  Crelle's  Journal 
14.  Band  S.  380,  15.  Band ,  8.  27  und  313.  —  Eine  Uebcnicbt  der 
Ton  mir  gefundenen  and  in  gegenwartiger  Schrift  dargelegten  Resul- 
tate siehe  im  l(k  Bande  8.  1.  desselben  Journals. 


durch  die  vorhergehenden  Ergebnisse,  die  Function 
zu  entwickeln,  aus  deren  Vorzeichen  erkannt  wird, 
ob  eui  gegebenes  Gleichgewicht  sicher  oder  un- 
■itbrr  tst.  Die  Umständlichkeit,  mit  welcher  ich 
diesen  Gegenstand  hehandett  habe,  durfte  dadurch, 
d«M  ungeachtet  der  elementaren  Behandlung,  de- 
ren er  fihig  ist,  sich  über  ihn  iu  den  bisherigen 
bu ehern  der  Stntik  nur  weniges  oder  nichts 
miei.  hinlänglich  gerechtfertigt  werden. 
Zwischen  dem  Zustande  des  Gleichgewichts 
Bezug  auf  Sicherheit  und  den  Eigenschaften 
grössten  oder  kleinsten  "Werthes  einer  ver- 
dtrlichcn  Grösse  findet  eine  grosse  Achnlich- 
'  -  statt.  Dies  leitet  auf  die  Vcrmnlüung,  dass 
eine  Function  der  die  Kräfte  und  deren  An- 
funkle bestimmenden  Grössen  gebe,  welche 
Gleichgewichte  ein  Maximum  oder  ein  Mi- 
11  ist.  Die  Knlwiekeltmg  dieser  Function, 
(weites  Differential  die  Merkmale  für  die 
herhrit  oder  Unsicherheit  abgiebt,  ist  in  dem 
rleii  Kapitel  des  ersten  Thciles  enthalten.  Das 
He  Differential  derselbe»  Function  muss  zu  Folge 
irr  Nutur  der  Grössten  und  Kleinsten  null  seyn,  Wei- 
bes xu  dem  in  diesem  Kapitel  gleichfalls  behan- 
delten Frincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
lührt.  Die  Uerlcitung  einer  noch  andern  Function, 
die  beim  Gleichgewichte  ebenfalls  ein  Maximum 
«der  ein  Minimum  ist,  und  die  für  den  Fall,  dass 
die  Kräfte  durch  unendlich  kleine  Linien  ausge- 
drückt werden ,  bereits  von  Gauss  aufgestellt 
worden,  macht  den  Beschluss  des  ersten  Thcils. 

Im  zweiten  Theilc  wird  das  Gleichgewicht  an 
mhrern  mit  einander  verbundenen  Körpern  bc- 
rächtet.  Hier  suchte  ich  zuerst  mit  möglichster 
■»Wurfe  and  Allgemeinheit  die  Bedingungen  eim-s 


auch  für  Krftfte  au  den  Körpern  angebracht  wer- 
den, «loch  keine  Bedingungen  tut's  Gleichgewicht 
hervorgehen. 

Wenn  aber  auch  die  Lage  von  Ki»[icrn  oder 
der  Theüe  einer  Figur  hu  veränderlich  ist,  so  lafe* 
M  siili  doch  immer  specielle  Bedingungen  für 
das  Verhallen  der  Theilc  zu  einander  ausfindig 
machen ,  unter  denen  die  Uubeweglichkeit  in  eine 
anendlich  kleine  Beweglichkeit  übergeht.  Wie 
dies«  Bedingungen  statisch  gefunden  werden  köu- 
,  und  wie  damit  zugleich  Maxinia  und  Minima 
Figur  bestimmt  werden,  dies  habe  ich  im 
äten  Kapitel  gezeigt  and  die  dazu  angegebene 
hode  durch  mehrere  Beispiele  erläutert.  Irr« 
mich  nicht,  so  ist  dies«  Methode  noch  einer 
Ausbildung  fähig  und  wegen  ihres  Nu- 
llit die  Geometrie  dieser  Ausbildung  nicht 
un  erth. 

Die  einfachste  Art,  auf  welche  mehrere  Kör- 
■  mii  eftntttder  verbanden  seyn  könne»,  b'esfent 
keiner  mit  mehr  als  zwei  der  übrigen 
rrlmuden  i«t.  Kin  solelies  System  wird*  im  AH- 
r  meinen  eine  Kette  genannt,  und,  wenn  die  Kor- 
njtrsdjich  klein  sind,  ein  Faden.  Die  Lehrt 
Gleichgewichte  nn  Fäden  wird  im  Oten, 
und  Ölen  Kapitel  behandelt.  Nnrhdeiri  in 
Oteu  die  Theorie  des  Gleichgewichts  an  ei 
rollkommen  biegsamen  Faden  uuseiniUiderge- 
:rt  worden,  wird  im  7ten  auf  die,  wie  es  scheint, 
>ch  nicht  beachtete  vollkommene  Adalogie  auf- 
gemacht ,  die  zwischen  dem  Gleicbge- 
hie  an  einem  solchen  Faden  und  der  Uewe- 
eincs  materiellen  Punktes  statt  findet,  und 
i  jedes  Fadengleichgewicht  als  das  Abbild 
ung  eines  Puuktes,  und  umgekehrt,  an- 


XII  Vorrede« 

gesehen  werden  kann,  und  jedem  Satze  in  der 
Theorie  des  einen  ein  Satz  in  der  Theorie  des 
andern  entspricht.  Insbesondere  habe  ich  hier- 
nach das  Princip  der  Flachen,  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte  und  das  Princip  der  kleinsten* 
Wirkung,  insofern  diese  Sätze  die  Bewegung  nur 
eines  Punktes  betreffen,  aus  der  Dynamik  auf 
das  Fadengleichgewicht  Übergetragen  qnd  damit 
drei  entsprechende  Sätze  erhalten,  von  denen  der 
dritte  neu  und  merkwürdig  zugleich  seyn  dürfte. 

In  Betreff  des  8ten  und  letzten  Kapitels,  welches, 
das  Gleichgewicht  an  elastischen  Fäden  untersucht, 
werde  noch  bemerkt, .  dass  die  der  Natur  der  Sache 
sehr  angemessene  Eintheilung  elastischer  Fäden  in 
elastisch  dehnbare,  biegsame  und  drehbare  aus  einer 
im  Journal  de  lecole  polytechnique ,  Tome  X. 
jp.  418,  befindlichen  Abhandlung  von  Binet  Aber, 
diesen  Gegenstand  entlehnt  worden,  und  dass,  ob* 
schon  .zwischen  dem  Gleichgewichte  an  einem  ela- 
stischen Faden  und  der  Bewegung  eines  Punktes 
keine  Analogie  herrscht,  es  mir  doch  gelungen 
ist,  in.  Bezug  auf  das  Gleichgewicht  an  einem 
elastisch  biegsamen  Faden  Sätze  aufzufinden»  wel- 
che dem  zweiten  und  dritten  der  eben  gedachten 
drei  S^tze  rücksichtlich  des  Gleichgewichts  an  ei- 
nem ypllkommen  biegsamen  Faden  und  damit  dem 
Princip  der  lebendigen  Kräfte  und  dem  Princip 
der  kleinsten  Wirkung,  entsprechen. 


des  Gleichgewichts  zwischen  Kräften,  wel- 
che auf  einen  einzigen  festen  Körper  wirken. 


Erstes  Kapitel. 
Allgemeine  Säfu  vom  Gleich  gewiebte. 

(h  1.  Begrillsbeilirmnirng  von  Kraft,  Gleich  gewicht  und  Statik.  — 
"  "  ■  Vorliegende»  sollen  die  Bedingungen  d.s  Gleichgewicht«  nur 
.  m  in  Untersuchung  gezogen  werden.  —  §.  3.  Bei 
kBgritbptlDkt,  Iure  Richtung  und  ihre  Intenti- 
irke  in  Betracht.  —  §.  i.  Grund  sülze.  —  *}.  5.  Cnmittel- 
_  raac»  ■"•  denselben.  —  §.  ß-  Begriff  gleich  wirkender 
•  ton  Kräften;  Eigenschaften  derselben.  —  $.  7.  Begrill'  der 
"•  eine*  Systems  von  Kräften ;  Eigenschaften  der  Kcsul- 
i.  S.  Diu  Statik  laut  sics  als  die  Wissenschaft  der  Bedin- 
k  betrachten,  unter  welchen  zwei  Systeme  von  Kräften  gleiche 
.  na.  bahrn ;  hieraus  iliessen*  Beziehung  der  Statik  zur  Dyna- 
k.  —  W-  *■  10-  v°i  der  Hesultante  von  Kräften,  di<:  auf  einen 
J  <leat*rllwn  funkt  wirken.  —  $■  11.  Bestimmung  de*  Tinliiiifnhm 
■  den  Intensitäten  zwtier  Kräfte.  —  §.  12.  Wie  Kräfte  durch 
t  Linie*  »usgedriiikt  werden  können.  —  5-13.  Bestimmung 
on  Krallet!  welche  auf  einen  und  denselben  funkt 
i  wirken,  die  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen.  — 
.  U.  Ei»«  Kraft  kann  ohne  Aendcrung  ihrer  Wirkung  auf  jeden 
"wer  KicLlung  terlegt  werden.  Bedingung  dt»  Gleichgewichts 
in  einer  und  derselben  Geraden  wirken. 

Zweites   Kapitel. 
Vnta  Glcirntreiskhle  cwlicheo   Kraft  epnt 


in  einer  Ehei 


4.  li.  Gleichgewicht  zwischen  vier  einander  gleichen  Kräften,  de- 
i  KietUagen  einen  Hbombus  bilden.  —  $.  10.  Erklärung  eines 
,  ir-ner  Breite  und  seines  Sinnes.  —  §.  17.  Ein  Paar 
1  bene,  ohne  Aenderang  seiner  Wirkung,  wohin  man 
,  rrriret  werden.  —  §.  18.  Mit  einem  l'aare  kann  eine  einfache 
I  »fcbt  im  Gleichgewichte  seyn.  —  t).  1Ü.  Zusammensetzung  iiieh- 
_r  Paar«  in  einer  Ebene,  die  einander  gleiche  Kräfte,  oder  einan- 
tr  ylssrn«  Breiten  haben,  zu  einem  einzigen  Paare.  —  5$.  10.  21. 
Zwei  Paaro  in  einer  Ebene,  die  einerlei  Nmii  haben,  und  deren  Kräfte 
•Üb  MWebelirt,  wie  Ihre  Breiten,  verhalten,  sind  gleich« irkend.  — 
».  22.  Zusamnienieuung  mehrerer  beliehiger  Paare  in  einer  Ebene  zu 
eiasn  mit  ihnen  gleich  wirkr-nden.  —  §.  23.  Erklärung  dei  Moment* 
aiew  Pures.  Zwei  Paare  in  einer  Ebene,  welche  einander  gleiche 
Momente  heben ,  sind  gleich  wirkend,  und  umgekehrt.  Die  Bedingung 
ile«  GkirKgrwirhtj  zwischen  zwei  oder  mehrern  Paaren  in  einer  Ebene. 
Anwendung  der  Theorie  der  Paare  auf  das  G  leidige  w  ich  t 
i.i.cb.  :  1»   einer  Ebene.     *-$.  24.  25.  Bedin- 

fangest,  unter  denen  zwischen  drei  einander  parallelen  Kräften  in 
etner  Kbaaie  GJeicIige wicht  statt  findet,  —  $.  36-  Znaammeniettung 
■  ■aet  parallelen  Kräfte;  Zerlegung  einer  kralt  in  zwei  mit  ihr  iwral- 
tate.  —  *;.  2".  ZuaanuDenietzung  zweier  oieht  uarallelen  Kräfte  in  ei- 


xiv  Inhalt  des  *ntjan  TMIes, 

ner  Ebene /'das  Parallelogramm  der  Kräfte«  —   6.  28.  Das  Dreieck 
der  Kräfte. 

Gleichgewicht  zwischen  vier  Kräften  inetner  Ebene. 
§.  29.  Darstella  ng  der  Bedingungen  dieses  Gleichgewichts  durch  zwei 
Vierecke,  von  denen  das  eine  die  Richtungen,  das  andere  die, Inten- 
sitäten der  Kräfte  bestimmt 

Drittes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräften   io  einer  Bbene 

überhaupt« 

J.  30.  Erklärung  des  Moments  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  ei- 
unkt.  —  "§.  31.  Erklärung  des  Moments  eines  Systems  yon  Kräf- 
ten m  Beziehung  auf  einen  Punkt  Das  Moment  zweier  Kräfte,  wel- 
che ein  Paar  bilden,  ist  für  alle  Punkte  der  Ebene  des  Paares  von 
gleicher  Grösse«  —  §.  32.  Ein  System  von,  Kräften  4&  einer  Ebene 
ist  entweder  im  Gleichgewichte,  oder  auf  ein  Paar,  oder  auf  eine 
einfaclie  Kraft  reducirbar.  —  §.  33.  Die  Bedingungen,  unter  denen 
diese  3  Fälle  einzeln  statt  finden,  durch  Relationen  zwischen  Momen- 
ten des  Systems  ausgedruckt  —  V  34.  Anwendung  hiervon  auf  das 
Parallelogramm  der  Kräfte.  Wie  mii  der  Bezeichnung  eines  Dreiecks 
durch  drei  an  die  Ecken  gesetzte  Bicbstaben  zugleich  der  positfre 
oder  negative  Werth  des  Dreiecks  ausgedruckt  werden  kann«  —  §.35. 
Ausdruck  des  Inhalts  eines  Dreiecks  durch  die  Coordinaten  seiner 
Ecken.  —  §.  36.*  Bestimmung  einer  In  eher  Ebene  wirkenden  Kraft 
durch  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  ihrer  Richtung  und  durch 
die  Projektionen  der  Kraft  auf  die  zwei  Coordinatenaxen.  —  §•  37. 
Analytischer  Ausdruck  für  das  Moment  eines  Systems  von  Kräften  in 
einer  Ebene,  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene.  — 
'§.  38.  Die  Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht  des  Systems. 
—  §.  39.  Die  Bedingungsgleichnngen,  wenn  das  System  sich  auf 
ein. Paar  reducirt;  Werth* des  Moments  das  resuhirenden  Paares.  — 
6.  40.  Im  Allgemeinen  reducirt  sich  das  System  auf  eine  einfache 
Kraft;  Bestimmung  der  Grösse  und  Richtung  dieser  Kraft.  —  44«  41. 
42.  Untersuchung  der  speziellen  Fälle,  wenn  die  Richtungen  der  Kräfte 
des  Systems  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  und  —  $.  43«  wenn  sie 
einander  parallel  sind. 

Geometrische  Folgerungen.  £.  44.  Eigenschaften  der  ' 
Summe  von  Dreiecken  in  einer  Ebene,  welche  unveränderliche  Grund- 
linien und  eine  gemeinschaftliche  aber  veränderliche  Spitze  haben.  — 
$.  45.  Lehnsätze,  die  Flächen  ebener  Vielecke  betreffend.  —  §  46.  Geo- 
metrischer Beweis  des  Satzes  in  $•  44.  —  §.  47.  Folgerungen  ans 
diesem  Beweise  für  die  Statik.  Erläuterungen  statischer  Sätze  durch 
Geometrie.  —  $.  48.  Aus  den  Momenten  eines  Systems  von  Kräften 
in  Bezng  auf  3  JPunkte  der  Ebene  das  Moment  für  irgend  einen  4ten 
Punkt  der  Ebene  und  die  Resultante  des  Systems  zu  finden.  —  §.49. 
Hieraus  fliessende  geometrische  Relationen. 

Viertes  Kapitel. 

Von  Gleichgewichte  zwischen  Kräftepaaren  im  Räume. 

,.  50.  Ein  Paar  kann  nicht  nur  in  seiner  Ebene,  sondern  auch 
...  ,,Ipt  damit  parallelen  Ebene,  wohin  man  will,  verlegt  werden.  — 
§.  51.  Znsammensetzung  zweier  Paare,  welche  sieht  in  einer  Ebene 


in  jede 


I  de»  eralon   Tl  teile*. 


in   i--i    ^nra'lelen    Rhenen  Rogen,    ui   einen)  dritten.   —  $.  ,12. 

nrfirere  Paare  im  Kmimc  »ich  das  Gleichgewicht  hsl- 

.  arJ  ah*  Bbcncn  lifli  in  einem  Punkte  aehneiden  ,    so  ist  dl«  il 

wcaa   Summe   der   Pyramiden  .    wcltiie    die  durch   die  Paare  be- 

;  :■—     hnM^mtlC    '■"    Grundflächen    und    irgend    einen   Punkt 

■     häßlichen  Spftte  hiben,  null.  —  §.  M.   nie 

MMMHMIIg    ton    Paaren    im    Kniimo    las»!    >bh    aul   die    Zumm- 

Liiwg  eiatacher  Kräfte  xuriickfiÜiren ,    die   »ich  in   einem  Punkte 

auf  den  Mienen  der  Paare  normal  atehen  nn<!  den  Moment«! 

*»»  Pur*  proj-orlional  aind.  —  %.  M.  Znaamneaaetnag  von  Paaren 
im  Raimc  rittreK  Protection  derselben  anf  drei  »ich  in  einem  Punkte 
ii*m in* riilt  Kbeti«n.  —  $.55.  Ein  System  von  Kräften,  welche  durch 
*a  Antra  ein™  Polygon*  dargeateltt  norden,  bl  mit  einem  fmn 
l*khM\tktt>A.  Kin  Sjatrm  von  Paaren,  welche  durch  ilic  Flächen 
oaw»  Polveiier»  ehrgeafellt  werden,  iat  im  Gleichgewichte,  llanpt- 
4m|  tinri  SjKrni»  **>n  Paaren,  fügen schaffen  derselben.  ~  $.  6ri. 
Dir  Rtfnaduiften  der  ftaopttbenc  rein  geometrisch  amged rückt. 

FiiiiftcH  Kapitel. 

V««  Gleirbgmirlite   »wischen    Kräften   im    Rnuiiic.   überhaupt. 

$.  57.  Zwei  Kräfte,    deren    Rirhtnngen    nicht   in   einer   Kbene   lie- 

na,  afair   nickt    anf  eine  ein/ige  Kraft   rtJncirtir.     Min  Svitcin    von 

Kräften   im  Räume   iat  entweder   im   Gteietifewfcbtft,    oder  laut  aieb 

(  r*n   Paar.   «Her  anf  eine   einMine,    der   auf  rwri   nicht  in  einer 

«m  rwJaaltrne  Kräfte  zurückbringen.  —  $.58.  BefmOM 

■    Krallen    tm     Hautne-   lit    ilie    tilgt  hr.   Summe    Her   Pwuwiden, 

:  ir-„— rd    eine    Gerade    icir   gemein ichaftlieli eti    Kante    nnd    die 

ili erliegenden    Kanten  haben,   null.  —    $.  !■*.'.    I"rki:i 

It*    Mimtrnt»    einer  Kr.ift    und  des  Moment»   einen  Myalema  von 

i  In  Bezug    auf  eine  Ave,     Ist  du  System    im  Gleichgewichte, 

•  Moment  in  Bezog  anf  jede  Axe  null.  —  *.  60.  Beweis  de* 

■ten  Slatte*.  —  $.  (it.  .Ann  den  Sätren  der  zwei  Torigen  t}6. 

a  atdi  rärkwärta  die  entsprechenden  SuUe  für Syatene  von  Kraf- 

iii-    nnd   tu   einer   geraden   Linie  herleiten.  —  $.  67. 

(  Bratlmmung   einer   Kraft  im  Ranne   durch  ihre  Projrctin- 

■rf  ruordinirtc  A.»*n  und  ilurth  die  Coordinatrn  emui  Punk- 

r  Richtung.   —  tJ.fiS.  Lrhnaätle,  den  Inhalt  ctntr  P;  tun  He  OBd 

i    VaneMirn    betreffend.    —   §.  *>*■    I*fu   Inhalt    einer    Pyramide 

....  .tm    ihrer  Reken    ainiudrüeken.  —  ^.  65.    .\naljti- 

r  Aaalnirk  de»  Moment«  eine«  Syatefni  von  Kräften  Im  Räume.— 

.    Oateh    Nnllaet/iiui:   dieaei  Anatlrncki    erpeben    aieb  unmittelbar 

~     anpiKlric lumpen    für    da»    Gleichgewicht    des    Sjxfema.    — 

IT"  ilorleirong  dicaer  Gteächongen.     BedfriKungagleleliungen 

t*,    wenn    die    RrHitun^en    der   Kratte    >iih   in   einem 

t  laegegnen.    -    ft.  S«.   Ist   ein   Kiatem  iopi  Krüflen  im  !  i 

•  GreiraajrewieMe,  ao  ist  ea  aurh  die  Projeetion  dea  Kvttettat  auf  eine 
' '      gelecle  Khene  oder  gerade  Linie.  —  #y.  rjtf,   An:d;tiichc  Be- 
"  :r    iwd    Krade,    auf   welche  lieh   ein   Kratern   «in   Kräften 
n  Alltemrincn  reHnelrefl  lüaat.   Merkwürdige  Beaii 
■  den  Hkiitungen  der  Leiden  Kräfte.    —   ^.  70.    DoteraMbow 
b,  wenn  die  awei  Kräfte  ein  Vam   bilden.         $$.  71.72.  Rnt- 
g  der  Bodingiingigleichung .  bei  welcher  das  St  Stent  auf  eine 
'   "  ifi.t.  Meik-  "inler^rvonClnaleaenldeokterSal/ 


.,;;;  ast 


r  Kräfte.  .«  'S**«  Kimito  rododri  iieli  ent- 

ouubr  f     jM-SSPAV***?.  *- ■« >  0***- 

iP*  JZitf  **  Tlwoite  der  Bfoneote. 


f£se«"*fc3*"  Momenten,  deTen  Axu  ■ 


.,,.;.:  i-aden  Dntersncjiungen. 


/.-,  n.    }■  75.  Jota  dieaei  Momente  irt  dem 
....,■!,  <ler  von  der  Axe  mit  einer  dem  Punkte 
,  ii  ],  oder,  wm  daaaelbe  ist:  —  6.  76. 
'"J^J &**W  »icl1  eine  Kugelhache  beschreiben,  -    ■»■■■ 


SSe&rtffSä  derl  pmÜLt  i«hende«i  Axe  dam  tob  dieaer 
ffitC*  ^niß»<e*  Tlleito  det  Axe  proportional  ist.  —  $.  77. 
jfjgiitif,'^fdtf  gröMten  Momrnta.  —  f.  78.   Eigenschaft  die- 

^i*''"     ... 

'  Krt"'"'",\(..'riindeter  Beweis 
r^'/?*en  dergrS.il 


tsÄ^/fiTdie  Hanptli 

s»«**"?  MNseuten  zu  fii 

s**^,,  Je»  Ax.cn,  deren  Momente  null  lind. 

i  erä«3  Pank*  Seiende  Axen,  für  welche  du  Mon 
*"**  nD||  ist,  liegen  in  einer  Ebene:  Mullebene  des  P 
•JL  ia  efcsr  Bber.e  liegende  Axen ,  für  welche  d»  Hob. 


^':"i;.i-'':'r';^'u^'  foliead-  Zus. 

*•*?/»"'-  "  Ji*J<*  der  Zutamnienaetanng  voa  Kräften.   —  8.  SO. 

*f  .««'*■     -n*d«t«  Btrwen   für  -las  Panik  i  «gram  nt   -Vr  Kraft. 

'   iiten  Momente.    6.  81.  Vorläufige 

»""«.en,  -~  V*  M-   ■«"■«ckelung   der  Gesetzt,    naah   welchen 

mB**.. 3tt  grauten  Momenta  von  einem  Punkte  dts  Raomea  zum 

«rrJaw  .  .—lieh  j,(.    Haoptlinio  eines  Systems.  —  4.83.  DieGlei- 

>   Hauptliniu   und   den    Werth   des  Ueinatan  unter  den 

— -  j-  B«»— ten  »n  finden. 

r*57„  den  Ax.cn,  deren  Momente  null  aind.    6.  84.  Alle 

'  "'*      -'-  -J     ■"'  '  '-    '    i  Moment  dea  Sy- 

dea  Punkte*;   und 
a  Moment  null  iat, 

_,, a Punkte:  Nullpunkt  der  Ebene.  Folgerung  dieaei 

gatzea  aus  6,.  82.  —  4>  85.  Einfacherer  Beweis  dieaei  Satzes,  nachdem 
y^^  durch  elementare  Betrachtungen  gezeigt  worden,  d&ss  in  Bezug  auf 
(jB  System  von  Kräften  jedem  Punkte  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und 
u&er  Ebene  ein  in  ihr  liegender  Punkt  entspricht  etc.  —  66.  86.  87. 
Weitere  Eni  Wickelung  der  Gesetze  dieaer  Rcciprocitit  zwischen  Punk- 
ten und  Ebenen.  —  f.  88.  Anwendung  der  vorhergebenden  Theorie 
auf  um  und  in  einander  beschriebene  Polyeder.  Ein  und  dasselbe  Po- 
lyeder kann  zugleich  um  und  in  ein  anderes  beschrieben  aeyn. 

Relationen  zwischen  Momenten,  deren  Axen  belie- 
bige Hichtongen  haben.  $.  89.  Aus  den  Momenten  für  drei 
Axen,  welche  sich  in  einem  Punkte  achneiden,  das  Moment  für  jede 
vierte  denselben  Punkt  treffende  Axe  zu  linden,  Lösung  dieaer  Auf- 
gabe durch  Conttruction.  —  6.  90.  Lösung  durch  Rechnung  für  den 
Fall,  wi'nn  die  drei  Axen,  für  welche  die  Momente  gegeben  sind, 
rechte  Winkel  mit  einander  machen.  —  §(j.  91.  97.  Gleichung  »wi- 
ichin  den  vier  Momenten  für  beliebige  Winkel  zwischen  den  Axen 
derselben.  —  6,.  93.  Gleichung  zwischen  den  Momenten  einea  Syatema, 
die  aich  auf  beliebige  Axen  bezieben;  nur  mÜKicn  die  Axen  eine  sol- 
che Lage  gegen  einander  haben,  dass  sich  Kräfte  angeben  lassen, 
welche,  nach  den  Richtungen  der  Axen  wirkend,  aich  das  Gleichge- 
wicht hallen.  —  6.  94.  Beispiele.  —  §.95.  Verhalten  zwischen  den 
Momenten  für  Axen,  die  in  einer  Ebene  liegen,  und  für  Axen,  die 
einander    parallel  sind.    —    6.  96.   Verschiedene;  Methoden,    aus  den 
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Momenten  dreier  in  einer  Ebene  liegenden  Axen  das  Moment  für  jede 
vierte  Axe  der  Ebene  zu  finden.  —  §.  97.  Je  nachdem  sich  für  die 
JÜcharsgen  gegebener  Axen  Kräfte,  die  im  Gleichgewichte  mit  einan- 
der f»d,  angeben  lassen  oder  nicht«  'findet  auch  zwischen  den  Mo« 
meacea  eines  Systems  in  Bezug  auf  diese  Axen  Abhängigkeit  oder 
käme  stall.  Gesetz  dieser,  Abhängigkeit.  — *§•  98.  Entwickelang  der 
Aufgaben:  zu  3,  4,  5  gegebenen  Richtungen  resp.  eine  4te,  6te,  6te 
a  finden.,  welche  resp.  1,  2,  3  andere  gegebene  Gerade  schneidet, 
dergestalt ,  dass  sich  Kräfte  angeben  lassen,  welche,  nach  diesen  4, 
&,  6  Richtungen  wirkend ,  sich  das  Gleichgewicht  halten.  Zu  7  ge- 
gebenen Richtungen  lassen  sich  im  Allgemeinen  immer  sich  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  finden.  —  §.  99.  Bemerkungen  zu  diesen 
Astgaben.  Von  vier  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräften  müssen 
die  Richtungen,  wenn  sie  nicht  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  eine 
bvperbaloidische  Lage  gegen  einander  haben.  —  §.  100.  Aus  dem 
vorigen  fliessende  Bedingungen  für  die  gegenseitige  Lage  von  2,  3,  4, 
&»  6  Axen,  wenn  zwischen  den  auf  sie  bezogenen  Momenten  eines 
Systems  eine  Relation  statt  finden  soll.  —  §.  101.  Zusätze.  Ein  Sy- 
stem int  im  Gleichgewichte,  wenn  seine  Momente  in  Bezug  auf  sechs 
vom  einander  unabhängige  Axen  einzeln  null  sind.  —  §§.  102.  103. 
Wach  ein  anderes  Verfahren,  die  Bedingungen  für  die  gegenseitige 
Richtungen  von  4,  5  oder  6  sich  das  Gleichgewicht  halten 
Kräften  und  die  Verhältnisse  zwischen  diesen  Kräften  zu 
Erläuterung  dieses  Verfahrens  an  einem  Systeme  von  4  Kräften. 


Siebentes  Kapitel. 
Von  den  Mittelpunkten  der  Kräfte« 

$.  UM.  Allgemeiner  Begriff  des  Mittelpunkts  von  Kräften. 
L  V#n  dem  Mittelpunkte  paralleler  Kräfte.  §.  105.  Jedes 
System  paralleler  Kräfte,  welche  eine  einfache  Resultante  Itaben,  hat 
esne*  Mittelpunkt.  Bestimmung  desselben  durch  Construction.  — 
t»  106.  Lage  des  Mittelpunktes  von  2.  3,  4  parallelen  Kräften  gegen 
die  AaghSspuakte  derselben.  —  §.  107.  Betrachtung  der  Fälle,  wenn 
das  System  da  Paar  zur  Resultante  hat,  oder  im  Gleichgewichte  ist. 
—  $.  108.  Analytische  Bestimmung  des  Mittelpunkts.  —  §.  109.  Fol- 


Vom  Schwerpunkte.  §.  110.  Erklärung  von  Schwerpunkt, 
Schwerkraft,  Gewicht,  Masse ,  Dichtigkeit.  —  §.  111.  Allgemeine 
Aasdrücke  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  eines  Körpers,  ei- 
ner Flache  und  einer  Linie.  —  §.  112.  Kleinentare  Bestimmung  des 
Schwerpunkts  einer  geraden  Linie,  eines  Parallelogramms,  eines  Parai- 
leknipedums ,  eines  Dreiecks,  eines  dreiseitigen  Prisma  und  .iner 
*  "'""""•  en  Pyramide  mit  Hülfe  des  Archimedischen  Grundsatzes,  dass 
Figuren  ahnlich  liegende  Schwerpunkte  haben.  —  §.  113. 
des  Schwerpunkts  eines  ebenen  Vierecks;  merkwürdige 

i  desselben. 

IL  Ton  dem  Mittelpunkte  nicht  paralleler  in  einer 
Ebene  wirkender  Kräfte.  §.  114.  Es  wird  hierbei  vorausge- 
setzt ,  daas  hei  der  Verrückung  des  Körpers  die  Ebene  der  Kräfte  nur 
hi  sich  seihat  gedreht  oder  verschoben  wird.  —  §.  115.  Jedes  System 
van   Kräften  in  einer  Ebene,  welches  auf  eine  Kraft  reducirbar  ist, 


lat  tiaea  Mittelpunkt.    Bestimmung  desselben  durch  Construction.  — 
M»  lsnV  U7*  *"*  Ordnung,  in  welcher  man  bei  dieser  Construction 
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Vom  Gleichgewichte  zwischen  parallelen  Kräften 
iniRiome.  $.73.  Bin  System  paralleler  Kräfte  redncirt  sich  ent- 
weder auf  eine  einlache  Kran,  oder  auf  ein  Paar,  oder  ist  im  Gleich- 
gewichte.   Analytische  Betrachtung  dieser  Fälle. 


Sechstes  Kapitel. 
Weitere  Aufführung  der  Theorie  der  Momente. 

S.  74.  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungen, 
elationen  zwischen  Momenten,  deren  Axen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  §.  75.  Jedes  dieser  Momente  ist  dem 
Sinns  des  Winkels  proportional,  der  von  der  Axe  mit  einer  dem  Pnnkte 
zugehörigen  Ebene  gebildet  wird;  oder,  was  dasselbe  ist:  —  §.  76« 
Durch  jeden  Punkt  lasst  sich  eine  Kugelhache  beschreiben,  so»  dass 
das  Moment  jeder  durch  den  Punkt  gehenden  Axe  dem  von  dieser 
Kugelllache  abgeschnittenen  Theile  der  Axe  proportional  ist*  —  §•  77. 
Begriff  der  Linie  des  grössten  Moments.  —  $.  78«  Eigenschaft  die- 
ser Linie.  —  §.  79.  Hieraus  folgende  Zusammensetzung  von  Kugeln 
und  Kreisen,  analog  der  Zusammensetzung  von  Kräften.  —  6.  80. 
Neuer  darauf  gegründeter  Beweis  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte. 

Von  den  Axen  der  grössten  Momente.  §•  81.  Vorläufige 
Betrachtungen.  —  $.  82.  Entwickelung  der  Gesetzt,  nach  welchen 
die  Linie  des  grössten  Moments  von  einem  Punkte  des  Raumes  zum 
andern  veränderlich  ist.  Hauptlinie  eines  Systems.  — -  $.83.  Die  Glei- 
chungen für  die  Hauptlinie  und  den  Werth  des  kleinstin  unter  den 
grössten  Momenten  zu  linden. 

Von  den  Axen,  deren  Momente  null  sind.  §.84.  Alle 
durch  einen  Punkt  gehende  Axen,  für  welche  das  Moment  des  Sy- 
stems null  ist,  liegen  in  einer  Ebene:  Nullebene  des  Punktes;  und 
alle  in  einer  Ebene  liegende  Axen,  für  welche  das  Moment  null  ist, 
schneiden  sich  in  einem  Punkte :  Nullpunkt  der  Ebene.  Folgerung  dieses 
Satzes  aus  §.  82.  —  $.85.  Einfacherer  Beweis  dieses  Satzes,  nachdem 
vorher  durch  elementare  Betrachtungen  gezeigt  worden,  dass  in  Bezug  auf 
ein  System  von  Kräften  jedem  Punkte  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und 
jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender  Punkt  entspricht  etc.  —  §§.  86.  87. 
Weitere  Entwickelung  der  Gesetze  dieser  Reciprocitat  zwischen  Punk, 
ten  und  Ebenen.  —  $.  88.  Anwendung  der  vorhergebenden  Theorie 
auf  um  und  in  einander  beschriebene  Polyeder.  Ein  und  dasselbe  Po- 
lyeder kann  zugleich  um  und  in  ein  anderes  beschrieben  seyn. 

Relationen  zwischen  Momenten,  deren  Axen  belie- 
bige Richtungen  haben.  §.  89.  Aus  den  Momenten  für  drei 
Axen ,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden ,  das  Moment  für  jede 
vierte  denselben  Punkt  treffende  Axe  zu  finden.  Lösung  dieser  Auf- 
gabe durch  Construction.  —  $.  90.  Lösung  durch  Rechnung  für  den 
Fall,  wenn  die  drei  Axen,  für  welche  die  Momente  gegeben  sind, 
rechte  Winkel  mit  einander  machen.  —  $§.  91.  92.  Gleichung  zwi- 
schen den  vier  Momenten  für  beliebige  Winkel  zwischen  den  Axen 
derselben.  —  §•  93.  Gleichung  zwischen  den  Momenten  eines  Systems, 
die  sich  auf  beliebige  Axen  beziehen;  nur  müssen  die  Axen  eine  sol- 
che Lage  gegen  einander  haben,  dass  sich  Kräfte  angeben  lassen, 
welche,  nach  den  Richtungen  der  Axen  wirkend,  sich  das  Gleichge- 
wicht halten.  —  $•  94.  Beispiele.  —  §.  96.  Verhalten  zwischen  den 
Momenten  für  Axen,  die  in  einer  Ebene  liegen,  und  für  Axen,  die 
einander  parallel  sind.  —    $.  96.  Verschiedene  Methoden,   aus  den 
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Mnutei  dreier  in  einer  Bbene  Hegenden  Axen  das  Moment  für  jede 
vierte  Axe  der  Bbene  su  finden.  —    §.  97»  Je  nachdem  aich  für  die 
lücatoagen  gegebener  Axen  Kräfte,  die  im  Gleichgewichte  mit  einan- 
der sind,  angeben   lasten  oder  nicht,  'findet  auch  zwischen  den  Mo- 
ssenfra  eines  Systems  in  Bezog:  auf  diese  Axen  Abhängigkeit  oder 
leine  statt.    Gesetz  dieser,  Abhängigkeit.  —  *$.  98.  Bntwickeleng  der 
Aufgaben:  zn  3,  4,  5  gegebenen  Richtungen  resp.  eine  4te,  6te,  6te 
tn  finden,   welche  resp.  1,  2,  3  andere  gegebene  Gerade  schneidet, 
dergestalt.,  dass  sich  Kräfte  angeben  lassen ,,  welche,  nach  diesen  4, 
&,  6  Richtungen  wirkend,  sich  das  Gleichgewicht  halten.    Zu  7 ge- 
gebenen Richtungen  lassen  sich  im  Allgemeinen  immer  sich  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  finden.  —  $.  99.    Bemerkungen  za  diesen 
Aufgaben.    Von  Tier  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräften  müssen 
die  Richtungen,  wenn  sie  nicht  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  eine 
brperbnloidische  Lage  gegen  einander  haben.  —    §.   100.    Aus  dem 
Vorigem  fliessende  Bedingungen  fiir  die  gegenseitige  Lage  von  2,  3,  4, 
&,  6  Axen ,   wenn  zwischen  den  auf  sie  bezogenen  Momenten  eines 
Systeme  eine  Relation  statt  finden  soll.  —  §.  101.  Zusätze.    Ein  Sy- 
stem int  im  Gleichgewichte«  wenn  seine  Momente  in  Bezug  auf  sechs 
vom  einander  unabhängige  Axen  einzeln  null  sind.  —  §§•  102.  103. 
Noch  ein  anderes  Verfahren,  die  Bedingungen  fiir  die   gegenseitige 
Lage  der  Richtungen  von  4,  5  oder  6  sich  das  Gleichgewicht  halten 
sollenden  Kräften  und  die   Verhältnisse  zwischen  diesen  Kräften  zu 
finden.  Erläuterung  dieses  Verfahrens  an  einem  Systeme  von  4  Kräften. 

Siebentes  Kapitel. 
Von  den  Mittelpunkten  der  Kräfte* 

$.  104.  AUgemeiner  Begriff  des  Mittelpunkts  von  Kräften. 
L  Von  de»  Mittelpunkte  paralleler  Kräfte.  §.  105.  Jedes 
System  paralleler  Kräfte,  welche  eine  einfache  Resultante  haben,  hat 
einen  Mittelpunkt.  Bestimmung  desselben  durch  Construction.  — 
§.  106.  Lage  des  Mittelpunktes  von  2,  3,  4  parallelen  Kräften  gegen 
das  AngriÜspunkte  derselben.  —  §.  107.  Betrachtung  der  Fälle,  wenn 
das  System  ein  Paar  zur  Resultante  hat»  oder  im  Gleichgewichte  ist. 
—  f.  108.  Analytische  Bestimmung  des  Mittelpunkts.  —  §.  109.  Fol- 


Vom  Schwerpunkte.  §.  110.  Erklärung  von  Schwerpunkt, 
Schwerkraft,  Gewicht,  Masse ,  Dichtigkeit.  —  §.111.  Allgemeine 
Ausdrucke  für  die  Coordinsten  des  Schwerpunkts  eines  Körpers,  ei- 
ner Fläche  und  einer  Linie.  —  §.  112.  Kleinentare  Bestimmung  des 
Schwerpunkts  einer  geraden  Linie,  eines  Parallelogramms,  eines  Paral- 
lelepipedums ,  eines  Dreiecks,  eines  dreiseitigen  Prisma  und  »iner 
dreiseitigen  Pyramide  mit  Hülfe  des  Archimedischen  Grundsatzes,  dass 
ähaMche  Figuren  ähnlich  liegende  Schwerpunkte  haben.  —  §.  113. 
Bestjnunnng  des  Schwerpunkts  eines  ebenen  Vierecks;  merkwürdige 
Kigtnicliiften  desselben. 

IL  Von  dem  Mittelpunkte  nicht  paralleler  in  einer 
Ebene  wirkender  Kräfte.  §.  114.  Es  wird  hierbei  vorausge- 
setzt, dass  bei  der  Verrückung  des  Körpers  die  Ebene  der  Kräfte  nur 
in  sich  selbst  gedreht  oder  verschoben  wird.  —  §.  115.  Jedes  System 
von  Kräften  in  einer  Ebene,  welches  auf  eine  Kraft  reduöirbar  ist, 
bat  tiaem  Mittelpunkt  Bestimmung  desselben  durch  Construction.  — 
ff.  116.  117«  Die  Ordnung,  in  welcher  man  bei  dieser  Construction 
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die  Kräfte  nach  und  nach  in  Betracht  zieht,  ist  wfllkiihrQch;  hieraus 
entspringende  geometrische  Sätze,  an  ein  Viereck  beschriebene  Kreise 
betreffend.  —  $§.  118.  119. .  Verallgemeinerung  dieser  Satze  durch 
Betrachtung  einet  Systems  von  Punkten  nnd  eines  Systems  ihnen  ent- 
sprechender Kreise.  —  $$•  130.  121.. Noch  eine  Methode»  den  Mittel- 
punkt durch  Constraction  zu  finden;  neue  daraus  abgeleitete  geome- 
trische Satze.  —  M«  122  —  125.  Analytische  Bestimmung  der  Art«  auf 
welche  sich  die  Wirkung  eines  in  einer  Ebene  enthaltenen  Systems 
von  Kräften  ändert,  wenn  die  Ebene  in  sich  seihst  gedreht  wird. 
Werthe  der  Coordinaten  des  Mittelpunkts. 

Achtes  Kapitel. 
Von  den  Axen  des  Gleichgewichts« 

§.  126.  Zweck  der  nächstfolgenden  Untersuchungen.  —  §.  127. 
Die  Bedingungsgleichungen,  bei  denen  zwischen  Kräften,  die»  auf  ei- 
nen Körper  nach  beliebigen  Richtungen  wirkend»  sich  das  Gleichge- 
wicht halten»  auch  dann  noch  Gleichgewicht  besteht,  wenn  die  Lage 
des  Körpers  geändert  wird,  und  die  Kräfte  auf  die  anfanglichen  An- 

gifispunkte  parallel  mit  ihren  anfanglichen  Richtungen  zu  wirken 
rtfanren.  —  $$.  128.  129.  Geometrische  Bedeutung  der  eingeführten 
HüUsgrÖssen.  —  §§.  130.  131.  Entwickelung  des  Begriffs  einer  Axe 
des  Gleichgewichts,  als  einer  Axe  von  der  Eigenschaft»  dass.  wenn 
der  Körper  um  sie  gedreht  wird,  das  anfängliche  Gleichgewicht  fort- 
dauert Bedingungsgleicbnng,  bei  welcher  einem  Systeme  von  Kräf- 
ten eine  Gleicbgewiätsaxe  zukömmt  —  f.  132.  Einfacher  Ausdruck 
der  Bedingungen»  unter  welchen  ein  System  eine  Gleichgewichtsaxe 
von  gegebener  Richtung  hat  —  $.  133.  Geometrischer  Beweis  dieser 
Bedingungen.  —  §.  134.  Giebt  es  bei  einem  Systeme  zwei  Gleichge- 
wiehtsaxen,  so  sind  es  auch  alle  diejenigen  Axen»  welche  mit  erstem 
beiden  einer  und  derselben  Ebene  parallel  laufen.  Ist  ein  Körper  in  vier 
verschiedenen  Lagen  im  Gleichgewichte,  so  ist  er  es  im  Allgemeinen 
auch  in  jeder  lunften. 

§.  135.  Wie  zu  einem  Systeme  von  Kräften»  das  im  Gleichge- 
wichte ist»  aber  keine  Axe  des  Gleichgewichts  besitzt  zwei  neue  das 
Gleichgewicht  nicht  störende  Kräfte  immer  hinzugefugt  werden  kön- 
nen, so  dass  das  System  eine  Gleichgewichtsaxe  von  gegebener  Rich- 
tung erhalt  —  §.  136.  Zusätze  und  geometrische  Erläuterungen. 

6.  137.  Wie  zu  einem  Systeme  von  Kräften,  welche  nicht  im 
Gleichgewichte  sind,  zwei  Kräfte  hinzugefugt  werden  können,  dass 
ein  auch  bei  der  Drehung  um  eine  gegebene  Axe  fortdauerndes  Gleich- 
gewicht entsteht  —  §.  138.  Statt  die  Axe  als  gegeben  anzunehmen, 
kann  man  die  Bedingung  hinzusetzen,  dass  die  Angriffspunkte  der  zwei 
hinzuzufugenden  Kräfte  in  der  Axe  liegen  sollen.  Eine  also  bestimmte 
Axe  heisse  eine  Hauptaxe  der  Drehung.  Eigenschaft  derselben.  — 
§.  139.  Jedes  System  von  Kräften,  das  weder  im  Gleichgewichte, 
noch  auf  ein  Paar  redudrbar  ist,  hat  im  Allgemeinen  entweder  zwei 
Hauptaxen  der  Drehung»  oder  keine.  —  6$.  140.  141.  Bestimmung 
der  zwei  Hauptaxen  bei  einem  nur  aus  zwei  Kräften  bestehenden  Sy- 
steme. —  6.  142.  Hiernach  können  auch  von  drei  oder  mehrern  Kräf- 
ten, die  mit  einer  Ebene  parallel  sind,  die  zwei  Hauptaxen  gefunden 
werden.  Es  wird  hieraus  gefolgert»  dass  wenn  von  Kräften,  die  derselben 
Ebene  parallel  sind,  jede  nach  denselben  zwei  mit  der  Ebene  pnralle- 
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len  Rsrataagen  zerlegt  wird,  die  zwei  Mittelpunkte  der  mit  der  einen 
«ad  mit  der  andern  Richtung  parallelen  Kräfte  immer  in  derselben 
Geraden  hegen,  wie  aneh  die  zwei  Richtungen  angenommen  werden. 

—  f.  J43.  Beweis  dieses  Salzet  für  Kräfte,  welche  in  einer  Bbene 
i siailrca  sind,  ohne  Anwendnng  der  Theorie  der  Hauptaxen.  — 
4.  144.  nnenVhnnng  des  Salzes  aaf  Kräfte»  die  nach  beliebigen  Rieb- 
t—gen im  Ranme  wirken.  —  $.  145-  Hieraas  entstehen  die  Begriffe 
von  Generallinie  und  Centralebene  eines  Systems;  —  §.  146.  Central- 
linie der  Centralebene,  Centralpunkt  der  Centrallinie.  —  §•  147.  Be- 
ziehangen,  die  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in  einer  Ebene  z  wi- 
der Centrallinie«  dem  Centralponkte  und  den  beiden  Hauptaxen 

finden.  —  §.  148.  Analoge  Beziehungen  bei  einem  Systeme  von 
int  Räume.  —  §$.  149.  160.  Merkwürdige  Beziehungen  in 
ciellen  Falle ,  wenn  das  System  im  Räume  sich  auf  eine  ein- 
zige Kraft  rednoiren  lässt  Ein  solches  System  bat  stets  zwei  Haupt- 
axen» Et  giebt  nämlich  in  der  Richtung  seiner  Resultante  zwei  Punkte 
and  zwei  durch  sie  gehende  Äsen  von  der  Eigenschaft,  dass  das  durch 
Dsnetigaag  des  einen  oder  andern  Punktes  entstehende  Gleichgewicht 
bei  Drehung  des  Korpers  um  die  dem  Punkte  zugehörige  Axe  fortdauert. 

§.  151.  bt  ein  System  nicht  anders ,  als  auf  zwei  Kräfte  reduchv 
ear,  so  kann  für  jede  Richtung  eine  ihr  parallele  Axe  gefunden  wer« 
den,  von  der  Beschaffenheit,  dass  durch  Befestigung  derselben  Gleich* 
gewicht  entstellt  und  bei  Drehung  de»  Körpers  um  dieselbe  fortdauert. 

—  f.  152.  Zusätze. 

tt-  153>  1&4»  Untersuchung  der  Bedingungen ,  unter  welchen  ei- 
Sy «tarne,  das  mit  einem  Paare  gleiche  Wirkung  bat,  Hauptaxen 
znkoi 


Neuntes  Kapitel. 

Ton  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts. 

V  155t  Begriff  der  Sicherheit   und  Unsicherheit   des    Glrichge- 
fehta.  —  M.  156.  157.  Das  Gleichgewicht  zwischen  nur  zwei  Kraf- 

•    *        •    a  a  •    a_  •  t_i  \9        wr    ^A         *i_  a  >***  *    . 


tea  ist  sicher  oder  unsicher,  jenachdem  die  Kräfte  ihre  AngrÜlspnnktc 
von  einander  zu  entfernen  oder  einander  zu  nähern  streben.    Dauern- 


des Gleichgewicht.  —  $6-  *&&  159  Bestimmung  der  Merkmale ,  bei 
welchen  das  Gleichgewicht  zwischen  parallelen  Kräften  sicher,  dauernd, 
unsicher  int.  —  $$.  160.  161.  Dieselbe  Untersuchung  für  da« 
igewieht  zwischen  Kräften  in  einer  Ebene  und  in  Bezug  ant* 
solche  Verruckung  de»  Körpers,-  bei  welcher  die  Ebene    sich 

bleibt. 
f.  102.  Dem  Gleichgewichte  eines  und  desselben  Systems  kann 
der  Verschiedenheit  der  Verruckung  des  Körpers  Sicherheit  und 
Cnmeciheit  zugleich  zukommen.  —  §.  163.  Analytische  Bestimmung 
der  Beschaffenheit  des  Gleichgewichts  zwischen  Kräften,  die  auf  einen 
Körper  nach  beliebigen  Richtungen  im  Räume  wirken,  bei  Drehung 
des  Körpers  am  eine  ihrer  Richtung  nach  gegebene  Axe.  —  §.  164. 
Deren  Genstruetien  geführter  Beweis,  dass  das  Gleichgewicht  von  ei- 
nerlei Beschaffenheit  mit  dem  Gleichgewichte  der  auf  eine  die  Dre- 
nangsnze  normal  sehneidende  Ebene  projichrten  Kräfte  ist.  —  §.  165. 
Vom  b* all  ah  n  Gleichgewichte.  —  §§.  166.  167.  Entwicklung  der 
unter  welchen  das  Gleichgewicht  für  alle  Axen  yon 
enhert  ist  —  §.  168.  Noch  einige  bemerkenswerthe 
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Relationen  zwischen  den  hierbei  eingeführten  Bulfsgrössen.  —  f.  169. 
Im  allgemeinen  Falle  werden  von  allen  durch  einen  Punkt  gehenden 
Axen  die  des  sichern  Gleichgewicht!  von  denen  des  unsiebern  durch 
eine  Kegelfläche  des  zweiten  Grades  abgesondert ;  für  diejenigen  Axen, 
welche 'die  Kegelflache  selbst  bilden,  ist  das  Gleichgewicht  neutral.— 
H*  170.  171.  Untersuchung  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts»  wenn 
das  System  der  Kräfte  Axen  des  Gleichgewichts  hat* 

Zehntes  Kapitel. 
Ton  den  Maximis  und  Minimis  beim  Gleichgewichte. 

6.  172.  Analogie  zwischen  der  Sicherheit  und  Unsicherheit  des 
Gleichgewichts  und  der  Natur  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  einer 
veränderlichen  Grösse.  —  §.  173.  Für  ein  System  von  zwei  Kräften 
wird  eine  Function  der  Coordinaten  der  Angriffspunkte  der  Kräfte 
entwickelt«  welche  beim  Gleichgewichte  des  Systems  ein  Maximum 
oder  Minimum  ist,  und  zwar  erstcres  beim  sichern,  letzteres  heim 
uhsichern  Gleichgewichte.  —  $.  174.  Knt Wickelung  der  analogen 
Functionen  für  ein  System  von  mehrern  Kräften  in  einer  Ebene  und  — 
§§.  175.  176.  für  ein  System  von  Kräften  im  Räume  überhaupt. 

DasPrincip  der  virtuellenGesch windigkeiten.  §.177. 
Folge  dieses  Princips  aus  der  Function,  welche  beim  Gleichgewichte 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist.  —  §.  178.  Elementarer  Beweis 
des  Princips.  —  §.  179.  Beweis  des  umgekehrten  Satzes,  das*,  wenn 
die  Gleichung  zwischen  den  virtuellen  Geschwindigkeiten  hei  jeder  Ver- 
rückung des  Körpers  erfüllt  wird,  Gleichgewicht  herrscht.  —  §.  180. 
Mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  können  alle 
Aufgaben  der  Statik  in  Rechnung  gesetzt  und  gelöst  werden.  Kurze 
Andeutung  des  hierbei  von  Lagrange  beobachteten  Verfahrens.  — 
§•  181.  Erläuterung  dieses  Verfahrens  durch  Entwickelung  der  Bedin- 
gungen für  das  Gleichgewicht  eines  einzigen  frei  beweglichen  Kör- 
pers. —  §.  182.  Es  wird  hieraus  umgekehrt  die  Function  in  §.  163. 
'  abgeleitet,  welche  durch  ihren  positiven  oder  negativen  Werth  zu  er- 
kennen gieht,  ob  das  Gleichgewicht  in  Bezog  auf  eine  gegebene 
Axendrehung  sicher  oder  unsicher  ist.  —  §.  183.  Aus  den  Formeln 
in  §.  181.  hergeleitete  Theorie  der  Zusammensetzung  unendlich  klei- 
ner Drehungen.  Diese  Zusammensetzung  geschieht  ganz  auf  dieselbe 
Weise,  auf  welche  Kräfte  zu  einer  Resultante  mit  einander  verbunden 
-werden.  Analogie  zwischen  Kräften  und  Drehungen  in  Bezug  auf 
Paare  und  Momente. 

Das  Princip  der  kleinsten  Quadrate.  §.  184.  Wird  zu 
dem  beweglichen  Systeme  der  Angriffspunkte  von  Kräften  ein  zweites 
System  von  eben  so  viel  unbeweglichen  Punkten  hinzugefügt,  so  dass 
die  Entfernungen  der  letztern  von  den  erstem  ihrer  Richtung  und 
Grösse  nach  die  Kräfte  ausdrücken,  so  ist  die  Summe  der  Quadrate 
dieser  Entfernungen  beim  Gleichgewichte  ein  Maximum  oder  Minimum. 
Der  umgekehrte  Satz.  —  §•  lfe.  Sind  die  gedachten  Entfernungen 
unendlich  klein,  so  ist  die  Summe  ihrer  Quadrate  stets  ein  Minimum. 
—  §.  186.  Diese  Summe  wächst  bei  einer  unendlich  kleinen  Ver- 
rückung des  beweglichen  Systems  um  die  Summe  der  Quadrate  der 
beschriebenen  Wege«  —  §.  187.  Anwendung  hiervon  auf  die  einfach- 
sten Fälle. 
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Gesetze  des  Gleichgewichts 

swiiehen  Kräften, 

t 

welche  auf  einen  einzigen  festen  Körper 

wirken. 


■     / 


Erstes  Kapitel. 

Allgemeine  S&tze  vom  Gleichgewichte. 

f  i. 

JCiin  ruhender  Körper  kann  nicht  von  selbst  sich  zu 
bewegen  anfangen.  Die  Ursaohe  der  Bewegung  eines 
Torher  ruhenden  Körpers  muss  daher  eine  äussere  seyn. 
Diese  äussere  Ursache  der  Bewegung  nennt  man  Kraft 

Nicht  immer  wird  duroh  die  Wirkungen  von  Kräf- 
ten auf  einen  oder  mehrere  in  Verbindung  mit  einander 
stehende  Körper  Bewegung  erzeugt.  Es  kann  auch 
geschehen,  dass  die  Wirkungen  der  Kräfte  sich  ge- 
genseitig aufheben.  Dieser  Zustand  der  Ruhe,  welcher 
unbeachtet  mehrfacher  Veranlassung  zur  Bewegung  statt 
findet,  heisst  Gleichgewicht,  rind  die  Wissenschaft 
der  Bedingungen,  unter  welchen  die  auf  einen,  oder 
mehrere  mit  einander  verbundene,  Körper  wirkenden 
Kräfte  im  Gleichgewichte  sind,  wird  die  Statik  genannt 

♦   2. 

Im  Vorliegenden  werden  wir  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  nur  bei  festen  Körpern,  d.h.  bei  denen 
in  Untersuchung  ziehen,  bei  welchen  die  gegenseitigen 
Entfernungen  ihrer  Theilchen  durch  keine  Kraft  geän- 
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dert  werden  können.  Allerdings  ist  dieser  Begriff  von 
Festigkeit  nur  ideal,  indem  es  keinen  Körper  in  der 
Natur  giebt,  dessen  Gestalt  durch  die  Einwirkung  von 
Kräften  nicht  in  etwas,  sei  es  auch  noch  so  unmerklich, 
geändert  würde.  Die  Resultate,  zu  denen  wir  unter  der 
Annahme  solch9  einer  idealen  Festigkeit  durch  die  Theorie 
gelangen,  werden  daher  durch  keine  Erfahrung  voll- 
>,  kommA  bestätiget  werden.  Indessen  wird  von  diesen 
Resultaten  die  Erfahrung  um  so  weniger  abweichen,  je 
weniger  die  dabei  angewendeten  Körper  von  jener  idealen 
Festigkeit  sich  entfernen. 

Uebrigens  werden  wir  in  diesem  ersten  Theile  der 
Statik  das  Gleichgewicht  nur  an  einem  einzigen,  mit 
keinem  andern  in  Berührung  stehenden  und  somit  frei 
beweglichen,  festen  Körper  betrachten.  Ein  solcher 
ist  daher  hadern  Nächstfolgenden,  auch  wenn  er  nicht 
besonders  erwähnt  wird,  stets  als  vorausgesetzt  an- 
zunehmen. 

■  f  3. 

« 

Derjenige  Punkt  eines  Körpers,  den  eintf  auf  den 
Körper  wirkende  Kraft  zunächst  in  Bewegung  zu  setzen 
strebt,  heisst  der  Angriffspunkt  der  Kraft.  Die 
Richtung  aber,  nach  welcher  sich  dieser  Punkt,  wäre 
er  ohne  Verbindung  mit  dem  Körper,  durch  die  Kraft 
getrieben,  bewegen  würde,  nennt  man  die  Richtung 
der  Kraft.  . 

Ausser  dem  Angriffspunkte  und  der  Richtung  ist  bei 
jeder  Kraft  noch  ihre  Intensität  oder  Stärke  zu 
berücksichtigen,  eine  Grösse,  deren  Begriff  hier  noch 
nicht  näher  bestimmt  werden  kann,  sondern  erst  im 
weitern  Fortgange  dieses  Kapitels  durch  die  Principien 
des  Gleichgewichts  selbst  seine  Bestimmung -erhalten  wird. 
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Allgemeine  BZtze  vom  Gleichgewichte.  y 

L  Grundsatz.  An  einem  frei  beweglichen 
Punkte,  auf  welohen  eine  Kraft  wirkt,  kann 
inner  eine  zweite,  der  erstem  das  Gleich- 
gewicht haltende,  Kraft  angebracht  werden, 
■  nd  diese  zweite  muss,  wenn  Gleichgewicht 
statt  finden  soll,  eine  der  erstem  entgegen- 
gesetzte Richtung  haben. 

Nicht  je  zwei  auf  einen  frei  beweglichen  Punkt 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirkende  Kräfte 
halten  einander  das  Gleichgewicht.  Gesohieht  dieses 
aber,  so  sollen  die  Kräfte  ihrer  Intensität  nach 
einander  gleich,  oder  schlechthin  einander  gleioh 
genannt  werden« 

Wenn  von  drei  Kräften  die  erste  und  zweite,  an 
einem  Punkte  nach  entgegengesetzten  Richtungen  ange- 
bracht, mit  einander  im  Gleichgewichte  sind,  und  wenn 
dasselbe  auch  von  der  zweiten  und  dritten  gilt,  so  gilt 
es  auch  von  der  ersten  und  dritten;  oder  kürzer: 

11.  Grundsatz.  Zwei  Kräfte,  deren  jede 
einer  dritten  gleioh  ist,  sind  einander  selbst 
gleich. 

IlL  Grundsatz.  Ist  von  zwei  oder  mehrern 
auf  einen  Körper  wirkenden  Systemen  von 
Kräften  jedes  für  sioh  im  Gleichgewichte,  so 
sind  es  auch  die  Kräfte  aller  Systeme  in  Ver- 
einigung« 

IV.   Grundsatz.     Wenn    zwischen   mehrern  . 
auf  einen  Körper  wirkenden  Kräften  Gleich- 
gewicht statt  findet,  und  eine  Anzahl   dersel- 
ben für  sioh  im  Gleichgewicht  ist,  so  herrscht 
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auoh   zwisohen   den  übrigen,    für  sich  genom- 
men, Gleichgewicht 

f.  5. 

Folgerungen,  a.  Hält  eine  Kraft  p  einem  Systeme 
S  zweier  oder  mehrerer  Kräfte  das  Gleichgewicht,  so 
ist  auoh  jede  andere  der  p  gleiche  Kraft  gy  wenn  sie 
an  dem  Angriffspunkte  A  von  p  und  nach  der  Richtung 
von  p  angebracht  wird,  mit  S  im  Gleichgewichte.  Denn 
sei  r  eine  zweite  der  p>  also  auch  (II.)  der  g,  gleiche 
Kraft  Man  bringe  g  in  A  nach  der  Richtung  von  /», 
und  r  ebendaselbst  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung, an.  Alsdann  ist  g  mit  r  im  Gleichgewicht,  und 
es  wird  folglioh  das  Gleichgewicht  zwisohen  p  und  S 
dadurch  nicht  gestört.  (III.).  Bei  dem  nunmehrigen 
Systeme  von  p9  gy  r,  S  sind  aber  auoh  p  und  r  im 
Gleiobgewiohte ;  folglioh  muss  auch  zwischen  g  und  S 
Gleichgewicht  statt  finden.  (IV.). 

6.  Halten  sich  mehrere  Kräfte/»,  g,  r,'...  das 
Gleichgewicht,  so  besteht  dasselbe  auoh  zwischen  Kräf- 
ten //,  /,  §*, ...,  die  den  ersteren  resp.  gleich  sind 
nnd  auf  die  Angriffspunkte  der  erstem  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  wirken.  Denn  läset  man  //,  /, 
r", ...  mit  p,  g,  r, ...  zugleich  wirken,  so  ist  //  mit  p, 
<f  mit  g>  u.  s.  w.  besonders  im  Gleiobgewiohte ;  folglioh 
sind  es  auoh  py  g9  r, ...  und  //,  g*,  fy ...  in  Vereini- 
gung (DD.).  Weil  aber  p9  g9  r, . . .  für  sich  im  Gleiob- 
gewiohte  sind,    so  herrscht   dasselbe    auoh    zwisohen 

tf,  /,•,...  (IV.) 

In  dem  System  von  //,  /,  r', ...  kann  nach  a.  für 
p'  die  ihr  gleiohe  Kraft  p  nach  der  Riohtnng  von  //, 
und  eben  so  g  für  /  naoh  der  Riohtnng  von  /,  u.  s.  w. 


Allgemeine  Sitze  v 
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Hiernach  lässt  sieb  der  voranstellende 
Satz  tiwh  also  ausdrücken: 

Dm*  Gleichgewicht  »wischen  mehrern  Kräften 
wird  wicht  unterbrochen ,  Kenn  man  jede  Kraft  an 
ihrem  Angriffepunkte  nach  einer,  ihrer  anfänglichen 
mlgegemgetetzten ,  Richtung  anbringt. 

e.  Bezeichne  /'  ein  System  von  Kräften,  und  /" 
ein  zweites,  in  welchem  die  Angriffspunkte  und  Intensi- 
titcu  der  Kräfte  dieselben  wie  im  ersten,  die  Richtun- 
gen aber  die  entgegengesetzten  sind.  In  der  derselben 
gegenseitigen  Beziehung  stehen  die  Systeme  Q  uud  ft', 
A'  uo<l  Ä".  Ist  nun  1)  /*  mit  //  und  2)  /'  mit  S  im 
Gleichgewichte,  so  ist  es  auch  (f  mit  .V.  Denn  wegen 
1)  i«t  nach  b,  P'mxiQ'  im  Gleichgewichte,  folglich  sind 
wegen  2)  nach  III.  f,  <?',  P,  S  zusammen  im  Gleich- 
gewichte. Es  sind  aber  die  Systeme  l*  und  /"  für  sich 
im  Gleichgewichte,  weil  sie  zusammen  aus  Paaren  von 
einander  gleichen  Kräften  bestehen,  die  auf  einerlei 
Punkt  einander  entgegen  wirken.  Mithin  müssen  nach 
IV.  auch  f/  und  £  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Da  endlich  nach  «.  statt  ff  die  Kräfte  des  Systems 
Q  »eltm,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  genom- 
men, gesetzt  werden  können,  so  lässt  sich  der  eben 
erwiesene  Satz  folgeudergestult  aussprechen :  Wenn 
ton  zwei  Syst  erneu  von  Kräften  (#  und  S)  jedes  mit 
entern  dritten  (/*)  im  Gleichgewicht  ist,  so  sind  sie  es 
auch  unter  sieh,  nachdem  die  Kräfte  des  einen  (Q) 
an  ihren  Angriffspunkten  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen angebracht  worden. 


Zwei  auf  einen  Körper  wirkende  Systeme  vou  Kräf- 
ten nenne  man  glcichwirkcuil,  weuudaseine,  nach- 
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dem  die  Richtungen  seiner  Kräfte  in  die  entgegenge- 
setzten verwandelt  worden,  dem  andern  das  Gleichge- 
wicht hält.  So  sind,  mit  Anwendung  der  vorigen  Be- 
zeichnung, die  Systeme  Pf  und  ö,  oder  P*  und  Sy  so 
wie  P  und  &,  gleiohwirkend,  wenn  P  mit  Q,  oder  P 
mit  S  im  Gleichgewicht  ist;  und  eben  so  sind  Q  und 
S  gleiohwirkend,  wenn  Q!  und  *S,  also  auch  Q  und  & 
sioh  das  Gleiohgewioht  halten. 

Mit  Hülfe  dieser  Benennung  lässt  sich  der  Satz  in 
§.  5.  e.  auf  mehrfache  Weise  ausdrücken: 

1)  Zwei  Systeme  von  Kräften  (Q  und  Ä),  deren 
mit  einem  dritten  (P)  im   Gleichgewicht   üt> 

von  gleicher  Wirkung ;  und  umgekehrt: 

2)  Sind  zwei  Systeme  (P  und  *¥)  gleiohwirkend^ 
so  ist  mit  jedem  dritten  Systeme  (Q),  mit  welchem 
das  eine  (P)  das  Gleichgewicht  hält,  auch  das  andere 
(SP)  im  Gleichgewichte;  d.i.:  Gleichwirkende  Systeme 
können  m  Bezug  auf  das  Gleichgewicht  für  einander 
gesetzt  werden. 

3)  Zwei  Systeme  (0  und  S) ,  deren  jedes  einem 
dritten  (P)  gleichwirkend  ist,  sind  es  auch  unter  sich* 


fr. 

Eben  so,  wie  ganze  Systeme,  können  auch  einzelne 
Kräfte  unter  sioh  und  mit  Systemen  einerlei  Wirkung 
haben.  Sollen  zwei  einzelne  Kräfte  gleiohwirkend  sein, 
so  mus8,  nach  der  vorhergehenden  Definition  gleich- 
wirkender  Systeme,  die  eine,  in  entgegengesetzter 
Richtung  genommen,  der  andern  das  Gleiohgewioht 
halten.  Es  müssen  folglich  beide,  wenn  sie  auf  einen 
und  denselben  Punkt  des  Körpers  wirken,  einerlei 
Richtung  und  gleiche  Intensität  haben. 


Allgemein!!  Sätft  »Oin  Gleichgewichte. 

Ejao  einzelne  Kraft,  welche  mit  einem  Systeme  von 
iwei  oder  mehrern  Kräften  gleiclmirkend  ist,  heisst  die 
Resultante  des  Systems. 

Hat  daher  ein  System  eine  Rcsultauto,  und  wird 
iie*e  mit  entgegengesetzter  Richtung  als  neue  Kraft 
4<iii  Systeme  hinzugefügt,  so  kommt  dadurch  das  Sy- 
rern in*  Gleichgewicht,  Und  umgekehrt:  ist  einSystetn 
ao  Gleichgewichte,  so  ist  jede  Kraft  desselben,  nach 
eügegengesetzter  Richtung  genommen,  die  Resultante 
ser  jedesmal  Übrigen. 

Ist  die  Kraft  /»  die  Resultaute  des  Systems  ,V,  und 
mU  anch  die  Kraft  y  als  Resultante  vou  .V  gelten  kön- 
seat ,  so  müssen  nach  $.  *>■  3.  /'  und  '/  gloichwirkend 
uia  und  folglich,  wenn  sie  auf  einerlei  Punkt  wirken, 
Richtung  uttd  gleiche  Intensität  haben.  Einem 
vom  Kräften  können  datier  nicht  zwei  He- 
nlianten  zukommen,  die,  auf  denselben  Punkt  wir- 
Lemi,  tut  Intensität  oder  Hichutng  verschieden  viiren. 
Csmi  eben  *9  mimen  zwei  Kräfte,  deren  jede  auf 
■swtfwi  funkt  wirkend  mit  demselben  Systeme  da» 
Gleichgewicht  hält,  gleiche  Intensität  und  einerlei 
Richtung  hohen. 

*.  8. 

Acut  jedem  Systeme  von  mehr  als  zwei  Kräften, 
welche  im  Gleichgewichte  sind,  lassen  sieb  immer  nuf 
atebffacbe  Weise  zwei  gleich« irkende  Systeme  bilden, 
■•lern  man  zu  dem  einen  System  einen  beliebigen  Tbeil 
acr  Kräfte  des  anfänglichen  Systems  nach  entgegen- 
crsetxteii  Richtungen  nimmt,  und  das  andere  System 
t»  dt.i  iibrigcn  Kräften  mit  nicht  veränderten  Rich- 
Issgcn  bestehen  lüsst.  Man  kann  daher  die  Statik 
wich  als  die  Wissenschaft   betrachten,    welche    lehrt, 
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unter  welohen  Bedingungen  zwei  Systeme  von  Kräften 
gleiehe  Wirkung  mit  einander  haben,  und  wie  ein  ge- 
gebenes System  in  ein  anderes  von  gleicher  Wirkung 
verwandelt  werden  kann,  —  auf  ähnliche  Art  wie  die 
mathematische  Analysis  in  Bezug  auf  Grössen  über* 
haupt  die  aus  ihnen  zusammengesetzten  Ausdrücke  mit 
einander  vergleichen  und  umformen  lehrt« 

Sind  aber  zwei  Systeme  in  statischer  Rüoksicht  von 
einerlei  Wirkung,  so  sind  sie  es  auch  in  dynamischer, 
d.  h.  sie  bringen  einerlei  Bewegung  hervor,  wie  dies 
ganz  leicht  mit  Zuziehung  des  Grundsatzes  erhellet, 
dass  die  Bewegung  eines  Korpers  durch  Hinzufügung 
oder  Wegnahme  von  Kräften,  die  unter  sich  im  Gleich- 
gewichte sind,  nioht  geändert  wird.  Die  Statik  ist  hier- 
nach die  nothwendige  Vorbereitungswissenschaft  zu  der 
Bewegungslehre  oder  Dynamik,  indem  sie  die  vorge* 
gegebenen  Kräfte  dergestalt  mit  einander  verbinden» 
oder  in  andere  verwandeln  lehrt,  dass  daraus  mittelst 
der  Principien  der  Dynamik  die  bewirkten  Bewegungen 
am  einfachsten  hergeleitet  werden  können. 

9 

f.  9. 

V.  Grundsatz.  Wenn  Kräfte  in  beliebiger 
Anzahl  einen  gemeinschaftlichen  Angriffs- 
punkt haben  und  nioht  im  Gleiohgewiohte  sind, 
so  kann  dieses  immer  durch Hinzufügung  einer 
neuen  .auf  denselben  Punkt  wirkenden  Kraft 
hergestellt  werden;  oder: 

Ein  System  von  Kräften,  die  auf  einen  und 
denselben  Punkt  wirken  und  nioht  im  Gleich- 
gewichte sind,  hat  eine  auf  denselben  Punkt 
wirkende  Resultante. 


Satz«  Toni  Gleichgewichte. 

Zu titie.  a.  Die  Richlting  und  Starke  jener  das 
flUJnseiiinlit  haltenden  Kraft  oder  dieser  Resultante 
kl  in  den  Kräften  des  Systems  nur  auf  eine  Weise 
•estiannbar  ($.  7.).  Fallen  daher  die  Richtungen  sümmt- 
aoVer  Kräfte  in  dieselbe  gerade  Linie,  so  ist  darin  auch 
«V  Richtung  ihrer  Resultante  enthalten,  indem  sonst, 
NU  die  Resultante  mit  dieser  Linie  einen  Winkel  bildete, 
,*de  andere  Gerade,  welche  mit  der  Linie  denselben 
Hinke!  macht,  die  Richtung  der  Resultante  seyn  könnte. 

4.  Ana  gleichem  Gründe  ist  von  zwei  Kräften  p 
asa  f,  die  einerlei  Angriffspunkt  A  (Fig.  1.1  haben 
aas!  mit  einander  einen  Winkel  bilden,  die  ihnen  dus 
filBJdbgeaiobt  haltende  Kraft  r,  folglich  auch  ihre  Rc- 
«ütaate,  iu  der  Ebene  des  Winkels  enthalten.  Denn 
wyea  All1,  AQ,  AH  die  Richtungen  von  />,  •/,  r,  so 
■MHa,  auch  nenn  diese  Linien  über  A  hinaus  nach 
f*  tf .  Jf  Verlängert  werden,  die  Kräfte  /',  </,  r  nach 
den  Richtungen  AI*,  Äff,  AK  im  Gleichgewichte 
*ejn  <£.  5.  6.).  Mun  drehe  nun  das  System  letzterer 
•rai  Richtungen  in  der  Ebene  dos  Winkels  I"  Äff.  um 
A  herum,  bis  AI"  in  AP  füllt,  so  fallt  Äff  in  AQ; 
A  IC  aber  muss  in  Alt  fallen,  indem,  wenn  „ZA' nicht 
die  Richtung  AR,  sondern  irgend  eitio  audere  AS 
crkielte,  die  nach  AP  und  AU  wirkenden  Kräfte  p 
and  f  sowohl  durch  eine  nach  AH  als  durch  eine  nach 
AS  gerichtete  Kraft  in's  Gleichgewicht  gebracht  «cr- 
em köosleu,  welches  nicht  möglich  ist.  (§.  7.).  Die 
Keulen  g,  A  IC  füllt  aber  nach  der  Drehung  ersichtlich 
nur  dann,  und  dann  immer,  mit  Ali  zusammen,  wenn 
AR  in  der  Ebene  PAQ  enthalten  ist. 

c.  Sind  zwei  auf  einen  Punkt  A  wirkende  Kräfte 
P  and  f  einander  gleich,  so  wird  der  Winkel  ihrer 
«jchtungtn  AP  und  AQ  vou  ihrer  Resultante  halbirt. 
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Denn  man  vertausche  die  Kräfte,  indem  man  p  naoh 
AQ  und  (f  naoh  AP  wirken  lässt,  so  wird  die  Resul- 
tante nunmehr  mit  AQ,  denselben  Winkel  machen,  den 
sie  vorher  mit  AP  bildete.  Da  aber  p  und  <j  einander 
gleich  sein  sollen ,  so  ist  durch  diese  Vertauschung  das 
System  der  beiden  Kräfte,  folglich  auch  ihre  Resul- 
tante, unverändert  geblieben.  Die  Resultante  muss 
daher  mit  AP  und  Ad  gleiche  Winkel  maohen,  d.  i. 
den  Winkel  PAQ  halbiren. 

$.  10. 

Tl.  Grundsatz.  Zwischen  Kräften,  die  auf 
einen  und  denselben  Punkt  nach  einerlei  Rich- 
tung wirken,  giebt  es  kein  Gleichgewicht.  — 
Die  ihnen  das  Gleichgewicht  haltende  Kraft  hat  daher 
die  entgegengesetzte  Riohtung,  und  ihre  Resultante 
mit  ihnen  selbst  einerlei  Richtung. 

VII.  Grundsatz.  Wenn  die  Richtungen 
zweier  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  ei- 
nen Winkel  bilden,  so  fällt  die  Richtung  der 
Kraft,  welche  zum  Gleichgewichte  erforder- 
lich ist,  in  den  Scheitelwinkel,  also  die  Rich- 
tung der  Resultante  in  den  Winkel  selbst. 

f.  11. 

Die  Intensität  einer  Kraft  nennt  man  das  Dop- 
pelte, Dreifaohe  u.  s.  w.  der  Intensität  einer 
andern  Kraft,  oder  geradezu  die  eine  Kraft  das  Dop- 
pelte, Dreifaohe  u.  s.  w.  der  andern,  wenn  sie  von 
zwei,  drei  u.  s.  w.  Kräften,  welche  einzeln  der  andern 
gleioh  sind  und  auf  einen  Punkt  naoh  einerlei  Richtung 
wirken,  die  Resultante  ist 

Zwei  Kräfte  P  und  0,  sagt  man  hiernach,  verhal- 
ten sich  wie  die  ganzen  Zahlen  p  und  ?,  wenn  es  eine 


Alltf  meine  H 


dritte  Kraft  triebt,  vou  welcher  /'  das  /»fache  und  f/ 
isa  f  fache  ist;  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 
«ran  das  «  fav.be  voll  P  dem  /» fachen  von  Q  gloich  ist 
W>Ü  aber  Kräfte  auch  iu  irrationalen  Verhältnisseu  zu 
ander  stehen  können ,  so  stellen  wir  noch  folgende 
Definition  des  Verhältnisses  zwischen  Kräften  auf,  die 
mit  bekannt cn  Kuklidisdien  Üjfinition  des  Verhältnisses 
rröcben  Grossen  überhaupt,  nach  gebildet  ist: 

Zw  ei  Kraft«  /'  und  (/  verhalten  sieh  wie 
die  Zahlen  p  und  y,  wenn  von  beliebigen  Glcicbvicl- 
facbea,  die  man  von  /'  und  p,  und  beliebigen  Gleich- 
tielfachrn,  die  man  von  Q  und  y  nimmt,  das  Vielfache 
**n  p  drin  Vielfachen  vou  '/  gleich,  oder  kleiner,  oder 
crTauer  als  dasselbe  ist,  je  nachdem  die  Vielfachen  von 
P  and  '/>  wenn  man  beide  dikIi  entgegen  gesetzten 
Bililiuji)  n  auf  einen  Punkt  wirken  läset,  sich  entweder 
da«  Gleichgewicht  halten,  oder  man  in  der  llioktung 
de«  Vielfachen  von  /*,  oder  des  Vielfachen  von  f/  eine 
Kraft  hinzuzufügen  uötbig   hat,   um  Gleichgewicht  her. 


Ilieruach  kanu  da»  Verhältnis»  zweier  Kräfte  P 
and  Q  ateti  durch  Zahlen,  und  dieses  so  genau,  als 
au  will,  bestimmt  werden.  Sei  nämlich  P=f£+Z, 
*•  (j  +  Z  einstweilen  noch  nicht  die  Summe,  sondern 
im  Resultante  zweier  nach  eiuerlei  Richtung  wirkender 
Kräfte  Q  und  Z  bezeichnen  soll,  so  dass  in  Folge  der 
aaaettuo  Gleichung  auf  der  Seite  von  ff  noch  eine 
Kraß  Z  angebracht  werden  uiuss,  um  der  Kraft  /* 
aaf  der  andern  Seile  das  Gleichgewicht  zu  halten. 
Ha«  nehme  \um  von  P  irgend  ein  Vielfaches  nP,  und 
ts»  tf,  wenn  es  möglich  ist,  ein  Vielfaches  mff,  weU 
des  dem  »/'  gleich  ist,  uud  es  werden  sich  die  Kräfte 
Pva&  Q.   wie  die  Zahlen  m  und  n  verhallen.    Gieht 
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es  aber  fein  dem  nP  gleiches  Vielfaches  von  Q,  so 
lässt  sich  doch  immer  von  Q  ein  solches  Vielfaches 
mQ  nehmen,  dass  mit  Anwendung  der  vorigen  Bezeich- 
nungsart 1)  nP—mQ+X  und  2)  nP+Y=(m+l)Q 
ist  Verhalten  sich  mm  P  und  ö,  wie  die  Zahlen  p 
and  y,  so  muss,  zufolge  der  Definition,  wegen  1), 
np  >  my,  und  wegen  2),  np  <  (m  + 1)  y  seyn.  Das 
gesnohte  Verhältniss  /* :  y  ist  daher  zwischen  den  zwei 
Verhältnissen  m  i  n  und  m  +  im  enthalten,  deren  Un- 
terschied desto  kleiner,  kleiner  als  jede  angebbare 
Grösse,  wird,  je  grosser  man  n>  und  folglich  auch 
m,  nimmt. 

f.  12. 

So  wie  auf  diese  Weise  das  Verhältniss  je  zweier 
Kräfte  numerisch  bestimmt  werden  kann,  so  ist  auch 
umgekehrt,  wenn  von  zwei  Kräften  ihr  numerisohes 
Verhältniss  und  die  eine  gegeben  ist,  auch  die  andere 
gegeben.  Von  zwei  o^er  mehrern  Kräften  werden  da- 
her alle  bestimmt  seyn,  wenn  es  nur  eine  derselben 
unmittelbar  ist,  für  jede  andere  aber  ihr  Verhältniss  zu 
jener  bestimmt  ist  Man  pflegt  hiernach  eine  gewisse 
Kraft  als  Einheit  anzunehmen  und  jede  andere  Kraft 
durch  die  Zahl  auszudrücken,  die  sich  eben  so  zu  der 
numerischen  Einheit,  wie  letztere  Kraft  zu  der  als 
Einheit  festgesetzten  Kraft  verhält. 

Wenn  daher  in  dem  Folgenden  von  der  Summe 
oder  dem  Unterschiede  zweier  Kräfte  die  Rede  seyn 
wird,  so  ist  darunter  nichts  anderes,  als  die  Kraft 
zu  verstehen,  deren  Zahl  der  Summe  oder  dem  Unter- 
schiede der  den  erstem  Kräften  zugehörigen  Zahle* 
gleioh  ist.  Eben  so  wird  eine  Kraft  kiemer,  als  eine 
andere,  genannt  werden,  wenn  die  Zahl  der  entern 


Angonein«  Satze  * 


i  Gleichgewichte. 


,  als  die  der  letztem  ist,  oder,  was  nach  obiger 
i  Verhältnisses  dasselbe  aussagt:  wenn  die 
in  Verbindung  mit  einer  andern  nach  der- 
■alfcea  Kiohtung  wirkenden  Kraft  mit  der  andern  gleiche 
Wirkung  erhält.  Denn  die  gewöhnliche  Erklärung, 
»—eh  eine  Grosse  kleiner,  als  eine  andere,  heisst, 
»ean  sie  einem  Theile  der  andern  gleich  ist,  kann  auf 
Kräfte  nicht  angewendet  werden,  da  Kräfte,  als  inten- 
»e  Grössen,  nicht,  gleich  den  extensiven,  aus  uuter- 
■cheiibaren  Theilen  zusammengesetzt  sind. 

Hehr  vortheilhaft  kann  man  in  der  Statik  dieKrilfte 
•ach,  «Weh  Linieu  ausdrücken.  Ist  nämlich  A  der  An- 
grifcpuakt  t'incr  Kraft,  so  trage  mau  nach  der  Itich- 
toajrxa,  in  welcher  sie  wirkt,  eine  ihrer  Intensität  pro- 
portionale Linie  Aß,  d.  t.  eine  Linie,  welche  in  dcni- 
■stben  Verhältnis«  zu  der  als  Linieneiubcit  angenom- 
■rnen  Lange  steht,  als  die  Kraft  zu  der  Einheit  der 
Krtft«;  und  auf  diese  Weise  wird  mit  der  Linie  AB 
im  Angrinspnukt,  die  Richtung  und  die  Intensität  der 
Kraft  taglcioh  vorgestellt. 

».  13. 

Lehriatz.  Die  Resultante  zweier  auf  einen  Punkt 
neb  einerlei  Richtung  wirkenden  Kräfte  /'  und  Q.  ist 
fcr  Saume  derselben  gleich. 

Beweis.  Verhalten  sieh  /'  und  Q.  wie  zwei  ganze 
Zahlen  p  und  y,  giebt  es  also  eine  Kraft  ü,  von  wel- 
■er  P  das  /»fache  und  Q  das  y  fache  ist,  so  kann  man 
•tat!  /*,  /»Kräfte,  und  statt  Q,  r/Kräfte,  deren  jede 
=  t'«t  und  nach  derselbed  Richtung  wie  /*  oder  // 
•wkt,  wetten.  Von  diesen  />  +  '/  Kräften  mit  einerlei 
fcobämg  ut  aber  die  Resultante  das  (p  +  y)  fache  von 
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U9  oder  die  Kraft  p  +  y,  wenn  P  und  Q  durch  die 
ihnen  proportionalen  Zahlen  p  und  (/  ausgedrückt  werden. 

Dasselbe  erhellet  auoh  daraus,  dass,*  wenn  sioh 
JPi  Q=p:y  verhält,  das  7  fache  von  P,  oder  yP,  mit  - 
pQ9  also  auoh  pP  und  qP  nach  einerlei  Richtung  mit 
pP  und  p  Q  nach  einerlei  Richtung,  d.  i.  das  (p+y)  fache 
von  P  mit  dem  /»fachen  der  Resultante  von  P  und  '. 
Q  ins  Gleichgewicht  gebraeht  werden  kann,  und  dass 
sich  daher  diese  Resultante  zu  der  Kraft  P  wie  p  +  g 
zu  p  verhält. 

Lässt  sich  das  Yerhältniss  zwischen  P  und  Q,  nicht 
durch  ganze  Zahlen  ausdrucken,  so  ist  der  Beweis 
mit  Anwendung  der  Grenzverhältnisse  zu  fuhren,  oder 
auf  ähnliche  Art,  wieEuklides  in  seiner  Lehre  von  den  .' 
Verhältnissen  zu  Werke  geht,  was  ich  aber,  um  Weit- 
läufigkeit zu  vermeiden,  hier  unterlasse. 

Zusatz.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  ergiebt  sich, 
dass  auch  von  drei  oder  mehrern  Kräften,  welche  auf  * 
einen  Punkt  nach  einerlei  Richtung  wirken,  die  Resul- 
tante ihrer  Summe  gleioh  ist;  dass  von  zwei  einander 
nicht  gleichen  Kräften,  welche  auf  einen  Punkt  naoh 
entgegengesetzten  Richtungen  wirken,  die  Resultante 
der  Unterschied  der  beiden  Kräfte  ist  und  die  Richtung 
der  grössern  hat;  dass  von  mehrern  an  einem  Punkte 
angebrachten  Kräften,  welche  in  derselben  Linie  zum 
Theil  nach  einerlei,  zum  Theil  naoh  entgegengesetzten 
Riohtungen  wirken,  und  deren  je  zwei,  wenn  sie  ent- 
gegengesetzte Richtungen  haben,  mit  entgegengesetzten 
Zeiohen  genommen  werden,  die  Resultante  der  algebrai- 
schen Summe  der  Kräfte  gleich  ist,  und  nach  der  Rich- 
tung derjenigen  Kräfte  wtfkt,  mit  denen  sie  einerlei  Zei- 
chen hat;  dass  endlich,  wenn  diese  älgebraisohe  Summe 
sieh  Null  findet,  Gleichgewicht  herrscht 


Aflgwuttae  Salt*  vum  Gleich gewichte. 


i.  lt. 

MII.  Grundsatz.  Zwei  Krüfte,  welche  auf 
i»ei  Puukte  eines  frei  bew  etlichen  festen  Kür- 
fers  wirken,  sind  nur  dann,  uud  dann  immer, 
ist  Gleichgewichte,  wenn  sie  gleiche  Intensi- 
täten und  einander  gerade  entgegengesetzte 
Richtungen  haben,  so  dass  letztere  in  die,  die 
beiden  Punkte  verbindende,  Gerade  selbst  lallen. 

Folgoruugou.  «.  Sind  zwei  Krüfte  auf  die  be- 
MgteArl  ins  Gleichgewichte,  und  wird  von  einer  dersel- 
be« die  Richtung  iu  die  entgegengesetzte  verwandelt, 
•o  bat  man  zwei  Kräfte,  die  gleiche  Intensität  und  einer- 
lei Richtung  haben  und  nach  §.  C.  gleichwirkeud  sind. 
Die  Wirkung  einer  Kraft  wird  daher  nicht  geändert, 
•  rtiu  man  zu  ihrem  Angriffspunkt  einen  beliebigen  andern 
Punkt  ihrer  Richtung  wühlt,  der  mit  dem  anfänglichen 
fest  Verbunden  ist;  oder,  wie  man  sich  kurz  auszudrücken 
pflegt:  «■/«*  Kraft  kann  ohne  Aenderung  ihrer  Wir- 
kumganfjitien  Punkt  ihrer  Itifhtung  verlegt  werden. 

i.  Es  wird  daher  mich  das  Gleichgewicht  eines 
Syriern*  von  Kräften  nicht  gestört  und  überhaupt  die 
Wirkung  eines  Systems  nicht  gelindert  werden,  wenn 
man  die  Intensität  uud  Kicbtung  jeder  Kraft  ungeün- 
dert  l&ut,  für  den  Angriffspunkt  aber  irgend  einen 
udern  mit  dem  erstem  fest  verbundenen  Punkt  ihrer 
[tickt uns  nimmt;  mit  andern  Worten:  die  Wirkung 
einer  Kraft  auf  einen  festen  Korper  ist  schon  genug- 
sam durch  die  Richtung  und  Intensität  der  Kraft  be- 
stimmt, indem  für  ihren  Angriff  jeder  Punkt  des  inner- 
halb de«  Ki'irpers  fallenden  Tbeiles  ihrer  Richtung  ge- 
Mtnmen  «erden  kann. 

e.  Der  Satz,  dass  auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte 
me  auf  denselben  Punkt  wirkende  Resultante  haben, 
2 


18  Kr*»  Tfaeü.    Zweit*  Kapitel. 

läset  sich  hiernach  allgemeiner  also  ausdrücken:  Zwei 
oder  mehrere  Kräfte,  deten  Richtungen  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  haben  eine  durch  denselben  Punkt 
gehende  Resultante» 

d.  Eben  so  gilt  Alles,  was  im  vorigen  $.  von 
Kräften  erwiesen  wurde,  die  einerlei  Angriffspunkt  und 
in  dieselbe  Gerade  fallende  Riohtungen  haben,  anoh  dann 
sohon,  wenn  bloss  die  letztere  Bedingung  erfüllt  ist. 
Unter  der  Voraussetzung  also,  da**  je  xwei  Kräfte, 
deren  Richtungen  einander  entgegengesetzt  sind,  mit 
entgegengesetzten  Zeichen  genommen  werdet* ,  ist 
von  wwei  oder  mehrern  Kräften,  von  denen  die  Rieh' 
tmngen  (und  mithin  auch  die  Angriffspunkte)  in  dieselbe 
Gerade  f aller? ,  die  Resultante  gleich  der  Summe  der 
Kräfte  und  die  Richtung  der  Resultante  einerlei 
mit  der  Richtung  derjenigen  Kräfte,  mit  denen  sie 
einerlei  Zeichen  hat;  ihr  Angriffspunkt  aber  kmm 
wUlkührlich  in  der  Geraden  genommen  werden,  fei 
die  Stumme  der  Kräfte  null,  so  sind  sie  im  Gleiöh- 
gewichte. 


Zweites  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kr&ftepaaren  in 

einer  Ebene. 

f  15. 

Sejen  p  und  q  twei  auf  einen  Punkt  A  (Fig.  2.) 
nach  den  Riohtungen  AP  und  AQ  wirkende  Kräfte, 
r  ihre  Resultante,  deren  Richtung  A  R  in  die  Ebene 
FAQ  f&ilt  (f.  9.  *.).    Die  Intensität  dieser  Resultante 
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I  die  Winkel  ihrer  Richtung  mit  den  Richtungen  von 
f  and  f  können  von  nichts  Anderem,  als  den  Intcusitii- 
taa  Bod  dem  Winkel  der  Kiohtuugen  vou  p  uud  y  ab- 
küung  wvü.  Dringt  in tm  daher  nn  irgend  einem  ande- 
ren Punkte  J?  zwei  den  p  und  y  res»,  gleiche  Kräfte 
f  und  7'  noch  Richtungen  A' I"  und  A'Q'  an,  die  mit 
f  /'  and  Af/  parallel  sind,  so  wird  die  Resultante  r  von 
■'  und  f"  der  r  gleich  seyn  und  eine  mit  _//£  parallele 
BithtDiig  A"  K  haben.  Ist  dabei  A'  ein  Punkt  devAJt 
Mutet,  wie  iu  der  Figur,  so  fallen  die  Richtungen  AH 
•ad  A"  IC  lummmco,  und  die  beiden  Resultanten  r  uod 
r'  »erden  gleieliwirkeud  ($.  **•  "•)>  a'so  aucu  /''  und/ 
gleichvirkcud  mit  /<  und  y.  Lassen  wir  folglich  die 
Kräfte  p'  und  /  nach  den  entgegengesetzten  Richtungen 
fA"  and  #',/'  wirke»,  so  sind  sie  mit//  und  '/  zu- 
uuaaten  iwrtJleichjiewichte.  Zwei  Kräfte,  deren  Hielt tun- 
Ktm  ach  schneiden  (verul.  $.1*. />.),  kommen  demnach  ins 
Gleichgewicht,  wenn  durch  einen  Punkt  ihrer  Resultante 
iwri  ihnen  renp.  gleiche,  parallele  und  entgegengesetzte 
Kräfte  gelegt  werden;  woraus  wir  weiter  schli  essen: 

1)  Zwei  sich  schneidende  Kräfte  (p,  •/)  und  eine 
dritte  ip't,  der  einen  (p)  von  ihneu  gleiche,  parallele 
and  entgegengesetzte  Kraft  können  nicht  im  (ileicbge- 
viebie  seyn,  indem  dieses  erst  dünn  entsteht,  nenn  durch 
den  Paukt,  in  welchem  die  dritte  (//)  die  Resultante 
<<-|  drr  beide»  erstem  schneidet,  eine  vierte,  der  andern 
If)  jener  beiden  gleiche,  parallele  und  entgegengesetzte 
Kraft  (y'l  gelegt  wird. 

Die  Richtungen  von  p,  </,  p',  </'  bilden  hierbei  ein 
Parallelogramm,  in  dessen  eine  Diagonale  die  Richtungen 
der  Resultanten  r  und  r  fallen.  Ist  nun  noch  />  =  '/, 
abw  auch  =/>'=?',  so  bulbirt  jene  diagonale  Richtung 
Üe  Winkel   von  f  mit  p  und    von  /  mit  //  (|.  9.  c.)t 
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und   das  Parallelogramm  wird  ein  Rhombus,  welches 
folgenden  Satz  giebt: 

2)  Sind  ji9  B>  C,  D  (Fig.  3.)  die  vier  auf  einan- 
der folgenden  Ecken  eines  Rhombus,  so  halten  sich 
vier  einander  gleiche  naoh  AD9  AB,  CB,  CD  ge- 
richtete Kräfte  das  Gleichgewicht. 

§.  16. 

Um  die  Ergebnisse  des  vorigen  $.  einfacher  aus- 
drucken und  damit  bequemer  benutzen  zu  können,  lienno 
man  zwei  einander  gleiche  naoh  parallelen,  abfcr  ent- 
gegengesetzten Richtungen  wirkende  Kräfte  ein  Kräf~ 
tepaar  oder  schlechthin  ein  Paar.  Der  gegenseitige 
Abstand  der  beiden  Richtungen,  oder  das  von  irgend 
einem  Punkte  der  einen  Richtung  auf  die  andere  ge- 
fällte Perpendikel,  heisse  die  Breite  des  Paares. 
Zwei  Paare  nenne  man  einander  gl  ei  oh,  wenn  die  zwei 
Kräfte  find  die  Breite  des  einen  Paares  den  zwei  Kräf- 
ten und  der  Breite  des  andern  gleich  Bind. 

Denkt  man  sich  auf  der  Ebene  des  Paares  zwisohea 
den  beiden  Kräften  stehend,  und  erscheint  dann  die 
eine  Kraft,  nach  welcher  man  das  Auge  gewendet  hat,  - 
von  der  Rechten  nach  der  Linken,  (oder  von  der  Lin- 
ken nach  der  Rechten)  gerichtet,  so  -wird  nach  einer 
halben  Drehung  des  Auges  umMBine  auf  der  Ebene 
normale  Axe  auch  die  andere  Kraft  in  dieser  Rich- 
tung erscheinen.  Jüan  sage  alsdann:  das  Kräftepaar 
habe  einen  Sinn  von  der  Rechten  nach  der  Linken 
(oder  von  der  Linken  nach  dfr  Rechten).  Auch  kann  . 
man  den  einen  Sinn,  etwa  den  von  rechts  naoh  links, 
den  positiven  und  den  andern  den  negativen  Sinn 
nennen.  Hiernach  verstehe  man  auch  den  Ausdruck: 
zwei  Paare  in  einer  Ebene,  —  oder  auch  in  zwei  par- 
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illelen  Ebenen,  —  haben  einerlei,  oder  sie  haben 
entgegengesetzten  Sinn.  —  Der  eo  erklärte  Sinn 
eine«  Paarca  ist  übrigens  zugleich  mit  demjenigen  ei- 
•erlri,  nach  welchem  jede  der  beiden  Krüfte  denKb'r- 
frr,  wwrauf  sie  wirken,  zn  drehen  strebt,  wenn  dieser 
u  einer  auf  der  Ebene  der  Kräfte  normalen  und  zwi- 
Btkca  innen  hindurch  gehenden  Axe  befestigt  ist 

f  17. 

Von  den  vier  einunder  gleichen  Kräften  in  dem  2. 
Satte  des  f.  tS.  bilden  demnach  die  nach  AD  und 
CB  (Fig.  3.)  gerichteten  ein  Paar,  und  die  nach  AB 
aaa  Cti  gerichteten  ein  zweites  von  entgegengesetztem 
Sa**.  Beide  Paare  aber  sind  einander  gleich,  da  die 
tiar  Kräfte  es  sind,  und  zwei  eiuunder  gegeniibertio* 
■udi  Seilen  eines  Rhombus  eben  so  weit  von  einander 
■und,  als  die  beiden  andern  Seiten.  Da  nun 
umgekehrt  die  Richtungen  der  vier  Krüfte  zweier 
gleichen  PiAirc  in  einer  Ebene,  den  einzigen 
Fall  ausgenommen,  wenn  snmmtliche  vier  Richtungen 
etaander  parallel  «sind,  einen  Khombus  bilden,  so  können 
wir  mit  einstweiliger  Beseitigung  dieses  Falles,  den 
•lugen  Satz  also  ausdrücken: 

Zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die  einander  gleioh 
mi  *ou  entgegen  gesetzt  ein  Sinne  sind,  halten  einander 
•ac  Gleichgewicht;  —  folglich  auch  nach  §.  6.,  wenn 
m«n  die  Richtungen  der  Kniffe  des  einen  Paares  in  die 
aatgegepgeaeUten  verwandelt: 

Zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die  einander  gleich 
tmi  von  einerlei  Sinne  sind,  haben  gteiche  Wirkung; 
—  oder  was  dasselbe  aussagt: 

Ein  Paar  X-arm  in  seiner  Ebene y  ohne  Aendenmg 
inner    ff'irA-twg,  wohin  man  will,  verlegt  werden. 
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Was  nooh  den  hierbei  beseitigten  Fall  anlangt, 
wenn  die  Kräfte  der  zwei  einander  gleichen  Paare  ein- 
ander parallele  Richtungen  haben,  so  denke  man  sich 
nooh  ein  drittes  Paar  hinzu,  das  mit  jenen  zweien  in 
einer  Ebene  liegt,  jedem  derselben  gleich  ist,  mit  ihnen 
einerlei  Sinn  hat,  und  dessen  Kräfte  die  Kräfte  der 
erstem  unter  einem  beliebigen  Winkel  schneiden*  Ver- 
möge des  vorhin  Erwiesenen  ist  nun  dieses  dritte  Paar 
mit  jedem  der  beiden  erstem  gleich  wirkend;  mithin  sind 
auch  die  beiden  erstem  selbst  von  gleicher  Wirkung, 
und  der  aufgestellte  Satz  gilt  daher  ohne  Beschränkung. 

§.  18. 

Aus  dem  1.  Satze  in  §•  15.  folgern  wir: 

Zwischen  drei  Kräften  (p,  //,  y)  in  einer  Ebene, 
von  denen  zwei  (p,  /?*)  ein  Paar  bilden,  kann  kein 
Gleichgewicht  bestehen.  Wohl  aber  kann  dieses  durch 
Hinzufügung  einer  vierten  Kraft  (/)  hergestellt  werden, 
welche  mit  derjenigen  (y)  der  drei  Kräfte,  die  nicht 
zum  Paare  gehört,  ein  zweites  in  derselben  Ebene  ge- 
legenes Paar,  mit  einem  dem  erstem  entgegengesetzten 
Sinne,  ausmacht;  oder  mit  Berücksichtigung  von  $.&: 

Sind  in  einer  Ebene  ein  Paar  und  eine  einzelne 
Kraft  gegeben,  so  lässt  sich  letztere  durch  eine  noch 
andere  Kraft  in  der  Ebene  zu  einem  Paare  ergän- 
zen, welches  mit  dem  gegebenen  Paare  einerlei  Wir* 
kung  hat.  Dieses  zweite  Paar  aber  tnuss  mit  dem 
gegebenen,  wenn  es  ihm  gleichwirkend  seyn  soll,  ei* 
nerlei  Sinn  haben. 

Dass,  wie  hier  hinzugesetzt  wurde,  zwei  sich  das 
Gleichgewicht  haltende  Paare  von  entgegengesetztem, 
und  folglioh  zwei  gleich  wirkende  von  einerlei,  Sinne 
seyn  müssen,  erhellet  leicht  mittelst  des  VII.  Grand« 


Vimi  kiüftefitareii  in  vinui   libcne.  23 

•■ties  in  f. 10.  Ist  Dümlich  ABCD  (Fig.  4.)  das  vou 
Jen  ««ei  Paaren  p,  p'  und  y,  /  gebildete  Parallelo- 
gramm, and  ^/Ä  die  Richtung  von  p,  so  ist  CD  die 
Richtung  von  /»';  und  die  zwei  Paare  sind  von  einerlei 
«der  entgegengesetztem  Sinne,  nachdem  DA  oder 
Jfl  die  Richtung  von  einer  der  beiden  Kräfte  ib?s  an- 
dern Paares,  etwa  von  //,  i^t-  Sollen  nun  die  Paare 
im  Gleichgewichte  seyn,  und  wäre  '/  nach  DA  oder 
AE  gerichtet,  wo  E  einen  Punkt  in  der  Verlängerung 
foa  DA  über  A  bezeichnet,  so  würde  nach  jenem 
Grundsätze  die  durch  A  gebende  Resultante  von  p  und 
*/ innerhalb  des  Winkels  BAE  liegen,  konnte  also  nicht 
den  innerhalb  des  Winkels  BAD  fallenden  Durch- 
schnitte C  von  //  uml  1/  begegnen,  wie  doch  zum  Gleich- 
f  rsicbi  erforderlich  ist  ($.  15.)-  Diese  Begegnung  wird 
«her  möglich,  sobald  AD  die  Richtung  von  1/  ist,  und 
mithin  die  Resultuule  von  p  und  y  iunerbolb  des  Win- 
kels BAD  fallt 

Noch  ist  zu  heuicrkon,  das*  zufolge  des  1.  Satzes  in 
\.  15.,  von  welchem  der  obige  uur  ein  anderer  Ausdruck 
ist,  die  gegebene  einzelne  Kraft  •/  die  Kräfte  /',  /'' 
des  gegebenen  Punres  jedenfalls  schneiden  -.olltc.  Statt 
dessen  ist  hier  bloss  gesetzt  worden,  dass  -/  mit  /<  und 
»■'in  einer  Ebene  liege,  indem  der  l'itll,  wenn  </  mit/»  und 
s1' parallel  ist,  durch  Verlegung  des  Paares^,  p'  in 
seiner  Ebene,  so  dass  es  eine  gegen  </  geneigte  Lage 
erhalt,  auf  deu  iu  f.  15.  vorausgesetzten  fall  zurück- 
geführt wird. 

Zusatz.  Dass  mit  zwei  Kräften  />,  //,  welche  ein 
Paar  ausinaclieu,  eine  dritte  in  der  Ebene  des  Paares 
ralhallenc  Kraft  y  nicht  im  Gleichgewichte  seyu  und 
foUlicb  auch  nickt  gleiche  Wirkung  habeu  kann,  dies 
«bellet  schon  daraus,  dass  jede  iu  der  Ebene  von  /',  p 
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enthaltene  mit  der  Richtung  von  q  parallele  Gerade 
gegen  p  und  //  vollkommen  dieselbe  Lage,  wie  q9  hat, 
und  dass  daher  eine  der  q  gleiche,  nach  irgend  einer 
dieser  Richtungen  wirkende  Kraft  mit  p  und  p'  eben- 
falls im  Gleichgewichte  seyn  miisste,  wenn  q  es  wäre. 
Eine  solche  Kraft  miisste  daher  mit  q  selbst  gleiche 
Wirkung  haben,  welches  nicht  möglich  ist  (§.  14.)/ 

Auf  eben  die  Weise  zeigt  sioh,  dass  auch  keine 
nicht  in  der  Ebene  eines  Paares  p,  p'  wirkende  und 
mit  dessen  Kräften  nicht  parallele  Kraft  q  mit  ihm  hn 
Gleichgewichte  seyn  kann.  Denn  jede  mit  q  parallele 
und  in  der  durch  q  mit  p  und  p'  parallel  gelegten  Ebene 
enthaltene  Richtung  hat  gegen  p  und  p'  vollfconrihen 
dieselbe  Lage,  welche  q  hat. 

Ist  endlich  q  mit  p  und  p'  parallel,  so  kann  man 
immer  noch  eine  Richtung  angeben,  die  gegen  p'  und 
p  ganz  dieselbe  Lage  hat,  welche  q  gegen  p  und  ff 
hat;  und  es  ist  daher  in  jedem  Falle  das  Gleichge- 
wicht oder  die  gleiche  Wirkung  einer  einzigen  Kraft 
mit  den  Kräften  eines  Paares  unmöglich. 

f  19. 

Aus  dem  Satze  von  der  Verlegung  eines  Paares 
(§.  fo)  lassen  sioh  mehrere  für  das  Folgende  sehr 
wichtige  Schlüsse  ziehen; 

a.  Indem  wir  Kräfte  ihrer  Intensität  und  Richtung 
nach  durch  gerade  Linien  darstellen  (§•  12.),  seyen 
AB,  CD  und  EF,  GH  (Fig.  5.)  zwei  Paare  in  eher 
Ebene,  die  einerlei  Sinn  haben,  und  deren  Kräfte 
sämmtlich  einander  gleich  sind.  Auf  der  Seite  Ten 
CD,  welche  derjenigen,  auf  weloher  AB  liegt,  entge- 
gengesetzt ist,  riebe  man  KL  gleich  und  parallel  mit 
QD  und  in  demselben  Abstände  von  CDy  welchen 
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2.1 


Uli  \on  FE  hat.  Alsdann  ist  das  Paar  EF,  GH 
gleichwtrkend  mit  dem  Paare  DC,  KL,  und  folglich 
die  Paare  AB,  CD  und  EF,  GH  zusammen  gleich- 
■irfccnd  mit  AB,  CD,  DC,  KL,  d.  i.  mit  dem  Paare 
tli,  KL.  Statt  zweier  Paare  in  einer  Ebene,  die 
einerlei  Siun  und  gleiche  Kräfte  hüben,  kann  man  da- 
Lcr  ein  einziges  Paar  mit  demselben  Sinne  nnd  densel- 
ben Kräften  setzen,  dessen  Breite  der  Summe  der 
Bretten  der  erstem  Paare,  gleich  ist. 

Es  erhellet  ohne  «eitere  Erörterung,  duss  sich  auf 
gldcbc  WeUe  drei  und  mehrere  in  einer  Ebene  gele- 
gene Paare  von  einerlei  Sinne  und  von  insgesammt 
einander  gleichen  Kräften  zu  einein  Paare  verbinden 
lassen,  dessen  Kriifte  und  Sinn  dieselben,  nie  bei  den 
■*  verbindenden  Paaren  sind,  uttd  dessen  Breite  der 
Saume  der  Breiten  dieser  Paare  gleich  ist. 

Siinl  von  deu  zu  verbindenden  Paaren  auch  die 
Breiten  einander  gleich,   so  habao  wir  folgenden  Satz: 

Ein  Paar,  dessen  Kräfte  denen  eines  andern  Paares 
gleich  sind,  nnd  dessen  Breite  irgend  ein  Vielfaches 
der  Breite  des  andern  ist,  hat  gleiche  Wirkung  mit 
eben  so  viel  in  seiner  Ebene  und  mit  ihm  nach  einerlei 
.Sinn  wirkenden  Paaren,  deren  jedes  dem  andern  gleich  ist. 

6.  Auf  ähnliche  Art,  ule  Paare  mit  gleichen  Kräf- 
ten, lutea  sich  auch  Paare,  die  einander  gleiche 
Breiten  haben,  zusammensetzen.  Seyen  .,/  //,  CD  und 
Eb\  f7//|Fig.6.|  zwei  dergleichen,  die  in  einer  Ebene 
netren  und  einerlei  Sinu  haben.  Man  mache  iu  deu 
Richtungen  von  AB  und  CD  resp.  BK  und  DL  den 
Kräften  des  andern  Paares  EF  und  GH  gleich,  so 
Bad  wegen  der  noch  hinzukommenden  gleichen  Breiten 
•w  Paare  BK,  DL  und  EF,  GH  gleichwirkend,  also 
te  Paare  AB,  CD  nnd  EF,  GH  zusammen  gleich- 
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wirkend  mit  AB,  BK,  CD,  DL,  d.i. mit  AK,  CL 
(§•  14.  d.),  also  mit  einem  Paare,  welches  denselben  Sinn 
und  dieselbe  Breite,  wie  die  beiden  erstem  Paare,  hat, 
qpd  dessen  Kräfte  der  Summe  der  Kräfte  der  erstem 
Paare  gleich  sind. 

Eben  so  sind  drei  und  mehrere  Paare,  die  in  einer 
Ebene  liegen  und  einerlei  Sinn  und  gleiche  Breiten 
haben,  gleich  wirkend  mit  einem  einzigen  Paare  von 
demselben  Sinne  und  derselben  Breite,  dessen  Kräfte 
die  Summen  der  Kräfte  der  erstem  Paare  sind. 

Wenn  daher  von  zwei  Paaren,  die  gleiche  Breiten 
haben,  die 'Kräfte  des,  einen  beliebige  Vielfache  der 
Kräfte  des  andern  sind,  so  ist  das  erstere  gleichwir- 
kend mit  eben  so  viel  dem  andern  gleichen  Paaren, 
die  in  der  Ebene  des  erstem  liegen  und  mit  ihm  einerlei 
Sinn  haben. 

f.  20. 

i  ■ 

Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C,  D  (Fig.  7.)  die  vier 
auf  einander  folgenden  Ecken  eines  Parallelogramms, 
so  haben  die  durch  AB,  CD  und  BC,  DA  darge- 
stellten Paare  gleiche  Wirkung. 

Beweis.  In  dem  besondern  Falle,  wenn  das  Par- 
allelogramm ein  Rhombus  ist,  folgt  der  Beweis  schon 
ans  §.  15.  2. 

Seyen  ferner  die  anliegenden  Seiten  AB,  AD 
überhaupt  in  einem  rationalen  Verhältnisse  zu  einan- 
der ,  und  m,  n  die  ganzen  Zahlen,  durch  welche  dieses 
Verhältnis«  ausgedrückt  werden  kann.  Man  nehme  in 
AB  von  A  nach  B  zu  einen  Abschnitt  AM=  dem 
mten  Theile  von  AB,  und  in  AD  von  A  nach  D  zu 
einen  Abschnitt  AN^*  dem  *ten  Theile  von  AD,  so 
iet  AJU^sAJV,  und  wen*  man  durch  Mf,  JV  Paralle- 
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In  nrit  -AD,  AB  zieht,  welch*  />£?,  BC  in  K,  £± 
sieh  mIWI  aber  in  0  sehneiden,  so  ist  AMON  ein 
Rbembns.  Hiernach  itt  die  Brette  des  Paare«;  AB, 
CD  da*  «fache  der  Breite  des  Paares  AB,  LN,  und 

im  Kräfte  des  letztem  sind  die  mfaohen  von  AM, 
ON.  Nach  $.  19.  a.  ist  folglieh  das  Paar  AB?  CD 
gleschwirkend  mit  dem  nfaehen  des  Paares  AB,  LN, 
d.  i.  mit  n  Paaren  ,  deren  jedes  dem  AB,  Z^iV  gleich 
ist  ond  mit  ihm  einerlei  Sinn  hat  Das  Paar  AB%  LN 
eher  ist  gleich  wirkend  mit  dem  mfaohen  des  Paares 
AM,  ON  (§.  19.  b.);  folglich  AB,  CD  gleichwir- 
ksnd  mit  dem  » .  »»fachen  von  AM,  ON.  Adf  gleiche 
Art  zeigt  sieh  durch  Vermittelang  des  Paar*s  MK, 
DA)  dass  das  Paar  BC,  DA  mit  dem  m. nfaehen 
des  Paares  MO,  NA  gleiche  Wirkung  hat.  Da  aber 
AMON  ein  Rhombus  ist,  so  sind  die  Paare  AM, 
ON  und  MO,  NA  selbst  von  gleicher  Wirkung, .  folg. 
Esh  auch  die  «*•  »fachen  derselben ,  d.  i.  die  Paare 
AB,  CD  und  BC>  DA. 

Ist  endlich  das  Verhältniss  AB :  AD  (Fig.  &)  i* 
rational,  und  wäre  nicht  AB,  CD  gleichwirkend  mit 
BC,  DA,  so  mfisste  sieh  AB  dnroh  eine  andere  Kraft 
sa  einem  Paare  ergänzen  lassen,  das  mit  BC,  DA 
gleiche  Wirkung  hätte  (§.  18.).  Diese  andere  Kraft 
wurde  daher  durch  eine  zwischen  den  Parallelen  BCr 
AD  enthaltene  und  mit  CD  parallele  Linie  EF  dar- 
gestellt werden  können,  die,  weil  das  Paar  AB,  EF, 
so  mm  AB,  CD,  mit  BC,  DA  einerlei  Sinn  he> 
(ebend.),  mit  CD  auf  einerlei  Seite  von  AB 
lüsste.  Sey  nun  G  ein  zwischen  C  und  E 
m  gelegener  Punkt,  dass  BO  zn  AB  in  einem  ra- 
eaeeJen  Verhältnisse  steht.  Man  siehe  dnroh  O  eine 
Parallele  mit  CD,  welche  AD  in  H  schneide,  so  sind 
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nach  dem  Vorigen  die  Paare  AB,  GH  und  BG,  HA 
mit  einander  gleiohwirkend,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Paare  AB,  EF  uui  FE,  SGH  zusammen  von  gleicher 
Wirkung  mit  den  Paaren  BC,  DA  und  CG,  BD  in 
.Vereinigung.  Nach  der  Voraussetzung  aber  soll  ABy 
EF  ikit  BC,  DA  gleichwirkend  seyn,  mithin  müsste 
es  auch  FE,  GH  mit  CG,  HD  seyn,  welches  nicht 
möglich  ist,  da  letztere  zwei  Paare  von  entgegenge- 
setztem Sinne  sind. 
. .    i  • 

1  I+ehrsätx.  Zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die 
einerlei  Sinn  haben,  und  deren  Kräfte  eich  umge- 
kehrt wie  ihre  Breiten  verhalten,  sind  von  gleicher 


Weil  ein  Paar  in  seiner  Ebene  beliebig  verlegt 
werden  kann,  so  lässt  sieh  immer  annehmen,  dass  die 
Kräfte  des  einen  der  beiden  Paare  die  des  andern 
schneiden,  und  dass  folglich  die  Richtungen  der  vier 
Kräfte  ein  Parallelogramm  ABCD  (Fig.  8.)  bilden. 
Seyen  demnach  AB,  CD  die  Richtungen  der  Kräfte 
des  einen  Paares,  und,  weil  beide  Paare  einerlei  Sinn 
haben  sollen,  BC,  DA  die  Richtungen  der  Kräfte  des 
andern.  Ans  der  Geometrie  ist  aber  bekannt,  dass 
sich  zwei  an  einander  stossende  Seiten  AB,  BC  eines 
Parallelogramms  umgekehrt  wie  ihre  Abstände  von  den 
gegenüberliegenden  Seiten,  also  umgekehrt  wie  die 
Breiten  der  Paare  AB,  CD  und  BC,  DA,  verhalten» 
Da  nun  in  demselben  Verhältnisse  die  Kräfte  der  bei- 
den Paare  stehen  sollen,  und  da  wegen  der  will- 
kflhrliohen  Annahme  der  Länge,  durch  welche  die 
Krafteinheit  ausgedrückt  wird,  die  Linien  AB,  CD 
die  Kräfte  des  einen  Paares  selbst  vorstellen  können, 
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m  sind  alsdann  die  Kräfte  des  andern  durch  BC>  DA 
anzudrucken.  Dass  aber  die  Kräfte  ABy  CD  mit  den 
Krftfteo  BC,DA  gleiohe  Wirkung  haben,  ist  in  $.20. 
torgelhan  werden. 

Zu  s mti.  Wenn  in  den  zwei  jn  einer  Ebene  lie- 
ftnden  Parallelogrammen  AC  und  Ol  (Fig.  9.)  eine 
Sehe  AB  des  einen  und  eine  Seite  OH  des  andern 
■eh  umgekehrt  wie  ihre  Abstände  von  den  gegenüber- 
legenden  Seiten  verhalten,  so  sind  naeh  dem  jettt  Er- 
wiesenen die  Paare  AB,  CD  und  OH9  IK  von  glei- 
cher Wirkung.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung 
■od  aber  die  Parallelogramme  AC  und  Ol  bekannt- 
lich von  gleichem  Inhalte,  und  umgekehrt ,  und  wir 
können  daher  den  jetzigen  Satz  sehr  einfaoh  auch  fol- 
gendergestalt  in  Worte  fassen: 

Sind  zwei  Paare  in  einer  Ebene  von  einerlei  Sinne, 
mk  haben  die  durch  sie  bestimmten  .Parallelogramme 
gleichen  Inhalt,  so  sind  die  Paare  gleichwirkend. 

m 

$.  22. 

Felgerungen.  Sind  AB,  CD  und  EF,  Off 
(Fig.  101)  zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die  einerlei  Sinn 
haben,  und  construirt  man  in  ihrer  Ebene  ein  Paralle- 
logramm IKLM9  dessen  Fläche  der  Summe  der  Flächen 
4er  Parallelogramme  AC  und  EO  gleioh  ist,  so  wird 
des  Paar  IK9LMy  von  dem  ioh  annehme,  dass  es  mit 
OTtera  Paaren  einerlei  Sinn  hat,  mit  ihnen  auoh  gleiohe 
Wirkung  haben.  Denn  theilt  man  das  Parallelogramm 
IL  durch  eine  mit  IK  gezogene  Parallele  ON  in  zwei 
Parallelogramme  IN  und  OL,  so  dass  IN '=  AC  und 
fdgBeh  OL  =  EG  ist,  so  sind  (§»  21.)  die  Paare 
Aßj  CD  and  EFy  OH  resp.  gleiohwirkend  mit  den 
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Paaren  /Ä,  NO  und  ON,  Litt,  d.  i.  mit  dem  Paare 
IKy  LM. 

Man  steht  nun  leioht,  dass  auf  gleiche  Weise  aaoh 
drei  und  mehrere  Paare  in  einer  Ebene,  die  reo  einer- 
ler Sinne  sind,  sich  zu  einem  Paare  vereinigen  lassen» 
Man  verzeichne  nämlich  in  ihrer  Ebene  ein  Parallelo- 
gramm ,  welches  der  Summe  der  Parallelogramme, 
die  von  den  zusammenzusetzenden  Paaren  gebildet  wer- 
deil, gleich  ist,  und  es  wird  das  durch  dieses  Parallelo- 
gramm bestimmte  Paar,  so  genommen,  dass  es  mit 
den  gegebenen  Paaren  einerlei  Sinn  hat,  das  resulti- 
rende  seyn. 

Sollen  zwei  Paare  //T,  LM  und    BA9  DC  von 

» 

entgegengesetztem  Sinne  verbunden  werden,  so  oon- 
Btruire  man  ein  Parallelogramm  EFGH,  welches  dem 
Unterschiede  der  Parallelogramme  IL  und  AC  gleieh 
ist,  und  das  durch  EG  so  bestimmte  Paar  EFf  GH> 
dass  sein  Sinn  mit  dem  Sinne  desjenigen  IKy  LM 
der  zwei  gegebenen  Paare  übereinkommt,  dessen  Par- 
allelogramm das  grössere  ist,  wird  gleiche  Wirkung 
mit  den  zwei  gegebenen  haben»  Denn  schneidet  man 
von  dem  grössern  Parallelogramme  IL  durch  eine  Par- 
allele ON  mit  IK  ein  Parallelogramm  IN  ab,  wel- 
ohes  dem  kleineren  AC  gleich  ist,  so  ist  der  Rest 
OL=EG  und  BA,  DC  gleichwirkend  mit  KI,  ON; 
folglich  IKy  LM  und  BA9  DC  zusammen  gleichwir- 
kend mit  ON,  LM,  d.  i.  mit  EF,  GS. 

Haben  zwei  Paare,  die  von  entgegengesetztem 
*  Sinne  sind,  einander  gleiche  Parallelogramme',  ist  also 
der  Unterschied  der  letztern  null,  so  sind  die  Paare 
im  Gleichgewichte,  wie  sogleich  aus  f.  21.  in  Verbin- 
dung mit  f.  6.  folgt  Aber  auch  umgekehrt  können  wir 
behaupten:    Halten   sich  zwei  Paare  in   einer   Ebene 
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•*■  Gleichgewicht,  so  sind  sie  von  entgegengesetztem 
San*  (f.  18.)  and  haben  einander  gleiche  Parallelen 
crunme.  Denn  fände  zwischen  letztem  ein  Unter- 
K&ied  *t»tt,  so  waren  die  Paare  gleiohwirkend  mit 
■nssa  einzigen  Paare,  dessen  Parallelogramm  diesem 
Intenchiede  gleich  wäre,  und  würden  mitbin  nicht  im 
Qttcfagowichtc  sejn.  Sind  folglich,  —  so  können  wir 
weh  f.  6.  noch  sebüessen,  —  zwei  Paare  in  einer 
Ebene  gleich«  irkend  mit  einander,  so  sind  sie  von  eiuer- 
M  Sinne  und  baten  einander  gleiclie  Parallelogramme. 

Wenn  endlich,  um  noch  den  allgemeinsten  Fall  zu 
Wroekncbtigcn,  drei  oder  mebrere  Paare  in  einer  Ebene, 
£«  nicht  von  einerlei  Sinne  sind,  zusammengesetzt 
■■Jen  sollen,  so  sondere  man  sie  in  zwei  Gruppen, 
scren  jede  aus  Paareu  von  einerlei  Sinne  besteht,  und 
U^iimnie  von  jeder  dieser  Gruppen  das  resultirende 
Paar.  Die  Zusammensetzung  dieser  zwei  Paare,  welche 
rat  entgegengesetztem  Sinne  sind,  giebt  alsdann  das 
rtanhirende  Paar  des  ganzen  Systems.  Falls  aber  die 
i«ri  Pure  sich  dus  Gleichgewicht  halten,  so  ist  auch 
c*s  ganxe  System  im  Gleiobgewichte. 

Eben  so  wenig,  als  ein  einziges  Paar,  kann  daher 
ach  «ein  System  von  Paaren  in  einer  Ebene  mit  einer 
Kraft  gleiche  Wirkung  haben. 


*.  23. 
Das  Product  aus  der  einen  der  beiden  Kräfte 
«■es  Paares  in  die  Urcile  desselben,  —  dieses  Pro* 
«et  positiv  oder  negativ  genommen,  nachdem  das  Paar 
aaea  positiven  oder  uegutiven  Sinn  bat  l§.  16.),  — 
•a-d  das  Moment  des  Paares  genannt.  Das  Moment 
at  daher  nichts  anderes,  als  der  arithmetisch  ausge- 
asjost«   Flächeninhalt    des   Parallelogramms,   welches 
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yon  den  geometrisch  dargestellten  Kräften  des  Paares 
gebildet  wird)  und  wir  können  nach  dem,  was  in  den 
zwei  vorigen  $§.  von  diesen  Parallelogrammen  .  wiesen 
worden,  sogleich  folgende  Sätze  aufstellen:  .-.■-■**'- 

Zwei  Paare   in  einer  Ebene,   welch*   einander % 
[auch  hinsichtlich  der  Zeichen)  gleiche  Momente  ha* 
ben,  sind  gleichwirkend  $  und  umgekehrt:  Sind  xwei 
Paare  in  einer  Ebene  von  gleicher  Wirkung,  so  ha*  * 
ben  sie  gleiche  Momente* 

Zwei  oder  mehrere  <-jv  e  in  einer  Ebene  haben  ' 
gleiche  Wirkung  mit  einem  einzigen  Paare  in  der-  - 
selben  Ebene,  dessen  Moment  der  (algebraischen) 
Summe  der  Momente  ersterer  Paare  gleich  ist.  Ist 
aber  diese  Summe  null,  so  halten  sich  die  Paare 
das  Oleichgewicht;  woraus  wir  noch,  in  Verbindung 
mit  dem  vorigen  Satze,  umgekehrt  schliessenz 

Sind  zwei  oder  mehrere  Paare  in  einer  Eben* 
gleichwirkend  mit  einem  Paare  in  derselben  Ebene, 
so  ist  die  Summe  der  Momente  der  erstem  gleich  ■> 
dem  Momente  des  letztem.    Sind  aber  die  Paare  im 
Oleichgewichte,  so  ist  die  Summe  ihrer  Momente  null. 

Die  Resultate,  zu  denen  die  Theorie  in  einer  Ebene 
wirkender  Kräftepaare  führt,  sind  hiernach  ganz  denen 
analog,  welche  hinsichtlich  einfacher  in  einer  Geraden 
wirkender  Kräfte  gelten.  Eben  so,  wie  eine  einfache  ' 
Kraft  in  der  Geraden,  worin  sie  wirkt,  nach  Belieben 
verlegt  werden  kann ,  so  bleibt  auoh  die  Wirkung  eines  ^ 
Paares  unverändert,  wenn  nur  seine  Ebene  und  sein 
Moment  sich  nicht  ändern;  und  eben  so,  wie  die  Summe 
der  Intensitäten  von  Kräften,  die  in  einer  Geraden 
wirken,  der  Intensität  der  Resultante  gleich  ist,  und 
letztere  in  derselben  Gäraden  wirkt,  so  ist  auch  die 
Summe  der  Momente  von  Paaren  in  einer  Ebene  dem 
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Momente  des  resultirenden  Paares  gleich,  und  die  Ebene 
desselben  einerlei  mit  der  Ebene  der  erstem.  Der  Ge- 
nien, in  welcher  eine  einfache  Kraft  wirkt,  ihrer  Rieh« 
teng  in  dieser  Geraden  und  ihrer  Intensität  entspricht 
insaaeb  bei  einem  Paare  die  Ebene,  worin  es  enthal- 
te* ist,  sein  Sinn  in  dieser  Ebene  und  sein  Moment 
Des  Paar  ist  folglich  ganz  dasselbe  für  die  Ebene,  was 
ie  einfache  Kraft  för  die  gerade  Linie  ist  —  Etwak 
Analoges  für  den  Raum  von  drei  Dimensionen  exi- 
etkt  nicht. 

*  Gleichgewicht  zwischen  drei  Kräften 

in  einer  Ebene. 

§.  24. 

So  speoiell  auch  der  Gegenstand  scheint,  dessen 
Itaerie  wir  so  eben  entwickelt  haben,  indem  nur  solche 
Systeme  von  Kräften  betrachtet  wurden,  bei  denen 
n  jeder  Kraft  eine  zweite  ihr  gleiche,  parallele  und 
entgegengesetzte  gehörte,  so  ist  doch  die  Theorie  die- 
ser Kraftepaare  der  Schlüssel  zu  allen  fernem  Unter- 
suchungen über  das  Gleichgewicht 

Alle  statischen  Untersuchungen  können  in  ihren 
Elementen  auf  Znsammensetzung  von  Kräften,  die  sich 
entweder  parallel  sind,  oder  sich  in  einem  Punkte  be- 
gegnen, und  auf  die  umgekehrte  Operation  der  Zerle- 
gng  der  Kräfte  zurückgebracht  werden.  Es  wird  da- 
her schon  im  Voraus  der  Nutzen  der  Theorie  der  Paare 
erhellen,  wenn  wir  zeigen;  wie  mit  Hülfe  derselben  sich 
ganz  einfach  die  Regeln  ergeben ,  nach  denen  von  zwei 
Kräften,  die  entweder  mit  einander  parallel  sind,  oder 
■eh  schneiden,  die  Resultante  gefunden  werden  kann. 

Sejen   ABy   CD  und  KL,   MjV  zwei  Paare  in 
Ebene,    die   einander   das  Gleichgewicht   halten 
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und  daher  von  entgegengesetztem  Sinne  sind.  Mau 
verlege  sie,  was  unbeschadet  des  Gleichgewichts  immer 
geschehen  kann  ($.  17.),  in  der  Ebene  so,  dass  die 
Richtung  einer  Kraft  CD  des  einen  Paares  mit  der 
Richtung  einer  Kraft  KL  des  andern  Paares  in  eine 
und  dieselbe  Linie  fällt,  und  dass  diese  zwei  Rich- 
tungen einerlei,  nicht  einander  entgegengesetzt,  sind 
(Fig.  11.),  —  obwohl  auch  die  letztere  Annahme  zu 
demselben  Resultate,  wie  die  erstere,  fuhren  würde. — 
Somit  sind  die  anfanglichen  vier  Kräfte  auf  drei  redu- 
cirt:  siBy  MN  und  KL  +  CD,  von  welchen  die  dritte 
der  Summe  der  zwei  ersten  gleich  ist,  die  zwei  ersten 
aber,  wie  man  leicht  sieht,  auf  verschiedeneu  Seiten 
der  dritten  liegen  und  eine  der  dritteu  entgegengesetzte 
Richtung  haben.  Nächstdem  aber  verhalten  sich  AB 
und  MN  umgekehrt  wie  die  Breiten  der  beiden  Paare 
($.  21.),  d.  i.  die  beiden  ersten  Kräfte  umgekehrt  wie 
ihre  Abstände  von  der  dritten. 

Wenn  daher  von  drei  parallelen  Kräften  in  einer 
Ebene  1)  die  mittlere  eine  den  beiden  äussern  entgegen- 
gesetzte Richtung  hat  und  2)  der  Summe  der  äussern 
gleich  ist,  und  wenn  sich  3)  die  äussern  umgekehrt  wie 
ihre  Abstände  von  der  mittlem  verhalten,  so  herrscht 
Gleichgewicht.  Denn  man  wird  immer  nach  Anleitung 
des  Vorigen  ein  solches  System  in  zwei  einander  das 
Gleichgewicht  haltende  Paare  zerlegen  können. 

§.  25. 

Die  eben  gefundenen  drei  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  dreier  paralleler  Kräfte  in  einer  Ebene 
lassen  sich  noch  etwas  kürzer  und  dauüt  für  die  An- 
wendung brauchbarer  darstellen. 

Zu  dem  Ende  werde  hier,  so  wie  auch  immer  in 
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Folgenden,  bei  Bezeichnung  eines  Abschnitts  einer 
Geraden  durch  Nebeneinanderetellung  der  zwei  an  die 
Enden  des  Abschnitts  gesetzten  Buchstaben  die  durch 
fiese  Stellung  zugleich  angedeutete  Richtung  berüok- 
skhtigt,  so  dass  je  zwei  Abschnitte  einer  und  derselben 
Geraden  mit  einerlei  oder  entgegengesetzten  Zeichen 
genommen  werden,  nachdem  die  durch  die  Bezeichnun- 
gen der  Abschnitte  ausgedrückten  Richtungen  einerlei 
•4er  einander  entgegengesetzt  sind;  dass  daher  immer 
AB  +  BA  =  0,  und  dass,  wenn  A ,  By  C  drei  in  einer 
Geraden  befindliche  Punkte  sind,  mag  C  zwischen  A 
•nd  Bj  oder  ausserhalb  auf  der  Seite  von  Ay  oder  der 
Seite  von  B  liegen,  man  immer  AB+  BC+  CA  =  0, 
JB+BC=AB—CB=BC—BA=AC>  u.  s.  w.  hat. 

Dieses  voraus  bemerkt,  nenne  man  die  beiden  äussern 
Kräfte  P  und  Q,  die  mittlere  /t,  welche  man,  weil  sie 
■seh  der  ersten  Bedingung  die  entgegengesetzte  Rieh- 
tmg  von  P  und  Q  hat,  als  negativ  betrachte,  wenn 
man  /%  Q  positiv  nimmt.  Alsdann  ist  zufolge  der 
■weiten  Bedingung:  P+Q  =  —  B,  oder  P+Q  +  B 
s0.  Man  ziehe  ferner  in  der  Ebene  der  Kräfte  eine 
ihnen  nicht  parallele  Gerade,  welche  von  den  Rich- 
tungen von  /%  Qy  H  resp.  in  F,  G,  H  geschnitten 
verde,  so  haben  die  Abschnitte  HF  und  GH  einerlei 
Zeichen  und  sind  den  Abständen  der  P  und  Q  von  R 
proportional.  Es  verhält  sich  daher  zufolge  der  dritten 
Bedingung; 

P.Q  =  GH.  HF,  also  auch 
P.(P+Q=-B)  =  GH:{GH+HF=GF)y  also 

P.B  =  GH:FG, 

isd  in  Verbindung  mit  der  ersten  Proportion: 

P:Q:B  =  GH:HF:FG, 

3# 
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so  dass  jede  der  drei  Kräfte  dem  gegenseitigen  Ab- 
stände der  beiden  andern  proportional  ist. 

Da  bierin  jede  Kraft  und  ihr  Durchschnitt  mit  der 
geraden  Linie  auf  gleiche  Art  vorkommen,  nämlich 
P  und  P  eben  so  wie  Q  und  G>  eben  so  wie  11  und 
ff,  so  ist  es  gleichviel,  welche  der  drei  Kräfte  wir  als 
die  mittlere  ansehen,  und  wir  können  unsern  Satz  gans 
einfach  so  ausdrücken: 

Zwischen  drei  parallelen  Kräften  P,  Q,  R  in 
einer  Ebene  herrscht  Gleichgewicht,  wenn  sie  eine 
gerade  Linie  in  F,  G,  H  so  schneiden,  dass  P:Q:R 
=  GH:  HF:  FG. 

In  der  That  folgt  daraus  P+Q  +  R  =  0,  weil 
immer  GH+HF+FG  =  0,  in  welcher  Ordnung 
auch  F,  Gy  H  in  der  Geraden  auf  einander  fol- 
gen mögen.  Es  muss  daher  eine  der  drei  Kräfte 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  der  beiden  an- 
dern wirken,  und,  absolut  genommen,  der  Summe 
der  andern  gleich  seyn.  Scy,  wie  vorhin,  R  diese  eine 
Kraft,  so  haben,  vermöge  der  Proportion,  GH  und 
HF  einerlei  Richtung ,  FG  die  entgegengesetzte.  Es 
jnuss  folglich  H  zwischen  F  und  Gy  also  R  zwischen' 
P  und  Q  liegen.  —  Eben  so  würde  man  P  zwischen 
Q  und  R  liegend  und  der  Summe  von  g  und  Ä,  ab- 
solut genommen,  gleich  gefunden  haben,  wenn  man  P 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  voq  Q,  und  R  hätte 
wirken  lassen. 

f  26. 

Zusätze,  a.  Eine  der  Kraft  R  gleiche  und  ge- 
rade entgegengesetzte  Kraft  It=z  —  R  =  P+Q  ist 
die  Resultante  von  P  und  Q.  Sollen  daher  zwei  gege- 
bene parallele  Kräfte  P  und  Q  in  eine  zusammenge- 
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astet  werden ,  so  siehe  man  in  ihrer  Ebene  eine  gegen 
in  Riohtnngen  beliebig  geneigte  Gerade  und  nenne 
F,  O  die  Durchschnitte  derselben  mit  /*,  Q.  Man  theilo 
hs die  Gerade  FG  in  ZT  so,  dass  GH.HF=P.Q. 
Steh  der  Regel  der  Zeichen  fällt  dieser  Punkt  H  ent- 
weder zwischen  F  und  G,  oder  ausserhalb  und  zwar 
m£  die  Seite  von  F,  (wo  absolut  GH>HFy)  oder  auf 
ie  Sehe  von  G,  (wo  absolut  GJEF<  HF,)  je  nachdem 
Fond  Q  einerlei  Zeichen,  d.  i.  einerlei  Richtungen, 
•der  entgegengesetzte  haben  und  nachdem  alsdann  P 
absolut  grosser  oder  kleiner  als  Q  ist.  Eine  durch  H 
■it  P  und  Q  parallel  gelegte  Kraft  K=P+Qy  die 
daher  im  ersten  jener  drei  Fälle  die  gemeinschaftliche 
Kchtmg  von  P  und  Q  hat  und  der  Summe  von  P 
wiQ  gleich  ist,  in  den  beiden  andern  nach  der  Rich- 
tag  der  jedesmal  grössern,  P  oder  Qy  wirkt  und  der 
Differenz  von  P  und  Q  gleich  ist,  wird  die  verlangte 
Resultante  seyn. 

i.  Nur  in  dem  Falle  kann  der  Punkt  H  nicht  an- 
gegeben, also  auch  die  Resultante  von  P  und  Q  nicht 
eonstruirt  werden,  wenn  P= —  Q  ist,  d.  i.  wenn  die 
iwei  zusammenzusetzenden  Kräfte  ein  Paar  ausmachen 
(vergl.  §.18.  Zus.).  Denn  alsdann  wird  /f  =  0,  und 
GIIzHF=t:  —  iy  also  GIfiFH=i.iy  welcher 
Proportion ,  da  F  und  G  nicht  zusammenfallen  sollen, 
tfreog  genommen,  nicht  Genüge  geschehen  kann,  der 
■an  aber  um  so  näher  kommt,  je  weiter  man  H  in  der 
Linie  FG  nach  der  einen  oder  andern  Seite  hinaus- 
rockt«  Denn  hierdurch  nähern  sich  die  Verhältnisse 
G Hi  FH=Pi  —  Q,  immer  mehr  der  Einheit,  und  K 
*nd  gegen  P  und  Q  immer  kleiner.  In  der  Sprache 
ler  Analjsis  ist  daher  die  Resultante  eines  Paares  eine 
Kraft  =0  in  unendlicher  Entfernung. 
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c.  Soll  umgekehrt  eine  gegebene  Kraft  R=  —  R 
in  zwei  andere  mit  ihr  parallele  und  in  derselben  Ebene 
enthaltene  Kräfte  P  und  Q,  zerlegt  werden,  so  sehneide 
eine  gerade  Linie  die  Richtung  von  K  und  die  eben- 
falls als  gegeben  vorauszusetzenden  Richtungslinien  von 
P  und  Q,  in  den  Punkten  H,  F,  G>  und  man  hat  nach 
dem  Vorigen  die  Gleichungen: 


v     utmm    n HG    w   n HF  u FH  ff 

r=-frQ"  —  pG**y  H  —  FG  Mi  —  F@**> 

wodurch  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen 
der  Abschnitte  FG  u.  s.  w.  die  Intensitäten  von  P  und 
Q  und  ihre  Richtungen  in  Bezug  auf  K  vollkommen 
bestimmt  werden. 

§.  27. 

Mittelst  der  Theorie  der  Kräftepaare  wollen  wir 
jetzt  noch  die  Resultante  zweier  sich  schneidenden  Kräfte 
zu  bestimmen  suchen.  Seyen  diese  Kräfte  durch  FAy 
FB  (Fig.  12.)  dargestellt  Die  ihnen  das  Gleichgewicht 
haltende  Kraft,  deren  Richtung  ebenfalls  durch  F  geht 
und  in  den  Scheitelwinkel  von  AFB  fällt  (Grunds.  V. 
n.  VII.),  sey  FC. 

Man  ergänze  den  Winkel  AFB  zu  einem  Paral- 
lelogramm AFBDy  so  ist  das  Paar  F-rf,  DB  gleich- 
wirkend mit  dem  Paare  AD,  BF.  (§.  20.).  Folglich 
sind  auch  die  Kräfte  FA>  FB  gleichwirkend  mit  den 
Kräften  AD,  BD,  folglich  die  durch  F  gehende  Re- 
sultante der  beiden  erstem  Kräfte  gleichwirkend  mit 
der  durch  D  gehenden  Resultante  der  beiden  letztem; 
mithin  ist  FD  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  beiden 
Resultanten.  Da  nun  wegen  des  Gleichgewichts  zwi- 
schen FA,  FB,  FC,  durch  CF  die  Resultante  von 
FA9  FB  dargestellt  wird,  so  müssen  FD  und  FC 
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ii  dieselbe  Gerade  fallen«  Eben  so  wird  bewiesen,  dass, 
wenn  man  den  Winkel  AFC  zu  einem  Parallelogramm 
AFCE  vollendet,  die  FB  in  die  Verlängerung  von 
EF  fallen  muss. 

Hiernach  ist  AD  mit  FB  sowohl,  als  auch  mit 
EF9  und  AE  mit  FC  sowohl,  als  mit  DF,  parallel. 
Ptlglich  ist  auoh  AD  FE  ein  Parallelogramm,  mithin 
FD  =  EA  =  CF=  der  Resultante  Ton  FA  und  FB, 
«id  es  wird  daher  diese  Resultante  durch  FD  nicht 
•Hein  der  Richtung,  sondern  auch  der  Grösse  nach 
losgedrückt.  —  Qies  giebt  den  berühmten  Satz  vom 
Parallelogramme  der  Kräfte: 

Schneiden  Mich  die  Richtungen  zweier  Kräfte,  so 
ist,  wenn  man  vom  Schneidepunkte  aus  auf  die  Rich- 
tungen de»  Kräften  proportionale  Linien  trägt  und 
diese  zwei  Linien  zu  einem  Parallelogramm  ergänzt, 
ii*  durch  den  Schneidepunkt  der  Kräfte  gehende 
Diagonale  des  Parallelogramms  ihrer  Richtung  und 
Grosse  nach  die  Resultante  der  Seiden  Kräfte. 

f  28. 

Zusätze,  a.  Soll  eine  gegebene  Kraft  FD  in 
iwet  andere  dnreh  F  gehende  und  nach  gegebenen 
Richtungen  FO,  FH  wirkende  Kräfte  zerlegt  werden, 
10  siehe  man  durch  D  mit  FH,  FG,  Parallelen,  welche 
FGy  FH  resp.  in  A,  B  schneiden,  und  FA,  FB 
werden  die  gesuohten  Kräfte  seyn. 

*.  Die  Kräfte  FA,  FB,  FC  sind  resp.  den  Sei- 
ten FA,  AD,  DF  des  Dreiecks  BFA  gleich,  und 
kommen  auch  ihren  Richtungen  nach  mit  denselben  über- 
«in.  Sind  daher  drei  Kräfte  bloss  ihrer  Intensität  nach 
fegeben,  und  will  man  sie  dergestalt  auf  einen  Punkt 
F  wirken  lassen,  dass  sie  einander  das  Gleichgewicht 
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halten,  so  oonstruire  man  ans  ihnen  ein  Dreieck  BFAy 

und  es  werden  die  durch  F'  mit  den  Seiten  des  Drei- 
ecks  gleich  und  parallel  gelegten  Kräfte  F*A\  F*B?9 
¥"(?  mit  einander  im  Gleichgewichte  seyn.  —  Kann 
aus  den  drtei  Kräften  kein  Dreieck  construirt  worden, 
ist  also  eine  Kraft  grösser,  als  die  Summe  der  beiden 
andern ,  so  ist  auch  zwischen  ihnen,  wenn  sie  auf  einen 
Punkt  wirken,  auf  keine  Weise  Gleichgewicht  möglich. 
c.  In  dem  aus  den  drei  Kräften  gebildeten  Dreiecke 
BFA  sind  die  Winkel  ABF,  BFA,  FAB  resp. 
den  Nebenwinkeln  gleich  von  denen,  welche  die  auf  F 
oder  F'  wirkenden  Kräfte  mit  einander  machen,  d.  i. 
den  Nebenwinkeln  von  BFC,  CFA,  AFB.  Alle 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Dreiecks  aus 
der  Trigonometrie  bekannten  Relationen  finden  daher 
auch  beim  Gleichgewichte  dreier  auf  einen  Pftnkt  wir-' 
kender  Kräfte  zwischen  ihnen  selbst  und  den  Supple- 
menten der  von  ihnen  mit  einander  gebildeten  Winkel 
statt    Es  verhält  sich  daher  beim  Gleichgewichte: 

FA:FB:FC  =  sinBFC :  $inC FA.  *inAFB, 
d.  h.  jede  Kraft  ist  dem  Sinus  des  von  den  zwei  andern 
Kräften  gebildeten  Winkels  proportional,  —  auf  ana- 
loge Art,  wie  bei  drei  parallelen  Kräften  im  Gleich- 
gewichte jede  Kraft  mit  der  gegenseitigen  Entfernung 
der  beiden  andern  im  Verhältnisse  war.  Diese  Aehn- 
lichkeit  der  Gesetze  für  beiderlei  Arten  von  Gleiohge* 
wicht  rührt,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  daher,  dass 
parallele  Kräfte  auch  als  solche  angesehen  werden 
können,  die  sich  in  unendlicher  Entfernung  unter  un- 
endlich kleinen  Winkeln  schneiden,  und  dass  die  Sinus 
dieser  Winkel  den  gegenseitigen  Abständen  der  Paral- 
lelen proportional  zu  achten  sind.  Man  hätte  daher  das 
Gleichgewicht  zwischen  parallelen  Kräften  auch  unmit» 
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tolbar  aus  dem  Gleichgewichte  zwischen  Kräften,  die 
■eh  in  einem  Punkte  treffen,  als  den  Grenzfall  dieses 
letztem  ,  ableiten. können. 

Gleichgewicht    zwischen    vier  Kräften 

in  einer  Ebene. 

f  29. 

Die  eben  erhaltenen  Sätze  vom  Gleichgewichte  zwi- 
schen drei  Kräften  in  einer  Ebene,  sind,  wie  sich  zeigen 
Hast,   hinreichend,  nm  die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts für  irgend  ein  System  auf  einen  freien  Körper 
wirkender  Kräfte  zu  entwickeln.    Indessen  werde  ich, 
aas  zn  diesen  allgemeinen  Bedingungen  zu  gelangen, 
▼oa  jeaen  Sätzen  keinen  unmittelbaren  Gebrauch  machen, 
sondern,  von  der  Theorie  der  Paare  ausgehend,  einen 
■ehr  analytischen  Weg  einschlagen,  auf  dem  sioh  zu- 
letzt jene  Sätze,  als  die  speoiellsten  Fälle  der  allge- 
meinen Resultate,  wieder  finden  werden.  —    Mag  hier 
Mr  noch  eine  einfaohe  Anwendung  des  Parallelogramms 
ler  Kräfte  auf  ein  System  von  vier  Kräften  in  einer 
Ebene  eine  Stelle  finden. 

Von  vier  in  einer  Ebene  wirkenden  Kräften  sind 
£e  Richtungen  gegeben;  man  soll  hieraus  unter  der 
Voraussetzung,  dass  sich  die  Kräfte  das  Gleichgewicht 
helfen,  die  Verhältnisse  ihrer  Intensitäten  finden. 

Vier  in  einer  Ebene  enthaltene  Gerade  bestimmen 
in  Allgemeinen  drei  Vierecke,  bei  deren  einem  von 
keiner  Seite  oder  der  Verlängerung  derselben  die  ge- 
genüberliegende Seite  innerhalb  ihrer  Endpunkte  ge- 
schnitten wird.  Sey  ABCD  (Fig.  13.)  dieses  eine 
itt  drei  Vierecke,  welche  von  den  Richtungen  der  vier 
Kräfte  gebildet  werden. 
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Kräfte  in  den  Linien  AB,  BC,  CD,  DA 
heissen  resp.  /?>  ?>  *°,  #;  die  Resultante  von  p  und  g, 
welche  durch  B  geht,  heisse  t,  und  die  durch  D  ge- 
hende Resultante  von  r  und  #  üenne  man  u.  Weil  p, 
g,  r,  s,  folglich,  auch  t  und  u,  einander  das  Gleich- 
gewicht halten  sollen,  so  sind  t  und  u  einander  gleich 
und  wirken  in  der  Diagonale  BD  nach  entgegengesetz- 
,  ten  Richtungen.  Nimmt  man  daher  AB,  nicht  BA, 
als  die  Richtung  von  p,  so  muss,  damit  die  Resultante 
t  innerhalb  des  Winkels  von  p  mit  g  fällt,  CB  die 
Richtung  von  g  seyn.  DB  ist  dann  die  Richtung  von 
*,  folglich  BD  die  von  t#,  und  CD,  AD  die  Rieh- 
tungen  von  r,  s. 

Man  eonstruire  nun  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
ab,  bc,  ac  mit  AB,  CB,  DB,  als  den  Richtungen 
von  py  g,  t  parallel  sind,  so  verhalten  sich  (§.28.  b.) 

pigit  =  ab: bc\ac\ 

und  eben  so  ist,  wenn  man  über  ab  ein  zweites  Dreieck 
beschreibt,  dessen  Seiten  da  und  db  mit  AB  und  AC, 
als  den  Richtungen ,  welche  s  und  die  Resultante  von 
p  und  *  haben,  parallel  sind: 

p : s  =  ab : da  y 
folglich    s:  t=  da:  ac.  . 

Da  ferner  s,  t,  r  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
und  da,  ao  mit  den  Richtungen  der  Kräfte  *,  t  par- 
allel, ihnen  selbst  aber  erwiesenermassen  proportional 
sind,  so  ist  c d  der  Kraft  r  parallel  und  es  verhält  sich: 

*ir  =  daz  cd, 

und  somit  sind  die  Verhältnisse  zwischen  den  Intensi- 
täten der  Kräfte  gefunden. 

Bemerkt  man  hierbei  noch,  dass  das  Viereck  ab  cd 
eu  dem  Viereck  AB  CD  in  derselben  Beziehung  steht, 
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wie  letzteres  zu  erster em,  und  dass,  wenn  die  Richtung 
mm  p  gleichlaufend  mit  aby  nicht  mit  ba  ist,  die  Rieh- 
g  von  g  gleichlaufend  mit  bcy  nicht  mit  cby  genom- 
erden muss  u.  s.  w.,  so  kann  man  das  erhaltene 
Resultat  folgendergestalt  ausdrücken: 

Wenn  von  zwei  ebene?*  Vierecken  ABCD  und 
mied  die  Diagonalen  des  einen  mit  den  ungleichna- 
migem Diagonalen  des  anderny  d.  i.  AC  mit  bd  und 
BD  mit  acy  und  drei  Seiten  DAy  AB,  BC  des 
\t  den  gleichnamigen  Seiten  day  aby  bc  des' 
parallel  sind,  so  sind  auch  die  zwei  übrigen 
Seiten  CD  und  cd  einander  parallel;  und  vier  Kräfte, 
deren  Intensitäten  den  Seiten  des  einen  Vierecks 
proportional  sindy  und  deren  Richtungen  in  die  ent- 
sprechenden Seiten  des  andern  Vierecks  fallen  und 
iobei  mit  den  im  ersten  Vierecke  durch  die  Aufein- 
enderfolge  der  Micken  bestimmten  Richtungen  der 
Seiten  über  einstimmen  y  halten  einander  das  Oleich- 
gewicht. 


Drittes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräften  in  einer 

Ebene  überhaupt 

f  30. 

Bei  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  eines 
Systems  von  Kräften  in  einer  Ebene  verstehe  man  unter 
lern  Momente  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  der  Ebene  das  Moment  des  Paares,  welches 
vts  der  Kraft  und  einer  ihr  gleichen,  parallelen  und 
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entgegengesetzten  durch  den  Punkt  gelegten  Kraft  ge- 
bildet wird.  Der  geometrische  Ausdruck  des  Momentes 
der  Kraft  AB  in  Bezug  auf  den  Punkt  M  ist  daher 
das  Parallelogramm,  zu  welchem  sich  das  Dreieck 
MAB  ergänzen  lässt,  oder  das  Doppelte  dieses  Drei*  • 
eoks.  Der  numerische  Werth  des  Moment^  aber  ist 
das  Preduot  aus  der  Kraft  in  ihren  Abstand  von  denj ' 
Punkte ,  und  dieses  Product  ist  nach  §•  23.  und  §•  16» 
positiv  oder  negativ  zu  nehmen ,  je  nachdem  die  Rioh- 
tung  der  Kraft,  von  dem  Punkte  aus  beobachtet,  von 
der  Rechten  naoh  der  Linken  z.  B.  oder  von  der  Lin- 
ken nach  der  Rechten  geht,  oder,  was  dasselbe  istx 
je  nachdem,  wenn  der  Punkt  unbeweglich  wäre,  die 
Ebene  um  ihn  nach  der  einen  oder  andern  Seite  zu  von 
der  Kraft  gedreht  werden  würde. 

Das  Moment  einer  und  derselben  Kraft  ist  demnach 
ihrem  Abstände  von  dem  Punkte,  worauf  sie  bezogen 
wird,  proportional,  und  kann  nur  für  solche  Punkte  von 
gleicher  Grösse  seyn,  die  in  einer  mit  der  Kraft  gezo- 
genen Parallele  liegen.  Für  zwei  Punkte,  die  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  Kraft  sich  befinden,  haben 
die  Momente  entgegengesetzte  Zeichen,  und  für  einen 
in  der  Riohtung  der  Kraft  selbst  gelegenen  Punkt  ist . 
das  Moment  =0.  Für  drei  Punkte  endlich,  die  nicht 
in  einer  Geraden  liegen,  kann  es  keine  Kraft  geben, 
die  in  Bezug  auf  dieselben  der  Grösse  und  dem  Zeichen 
nach  gleiche  Momente  hätte. 

f  31. 

Was  wir  in  dem  vorigen  Kapitel  das  Moment  eines 
Paares  genannt  haben,  ist  nichts  anderes,  als  die 
Summe  der  Momente  der  zwei  das  Paar  bildenden 
Kräfte  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
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Denn  sind  AB,  CD  (Fig.  14.)  die  zwei 
Krifte  eines  Paares,  und  M  der  Punkt  ihrer  Ebene, 
welchen  sie  bezogen  werden  sollen,  so  ist,  wenn 
durch  M  eine  der  Kraft  AB  gleiche,  parallele 
entgegengesetzte  Kraft  FG  legt,  das  Moment  Ton 
AB  In  Bezug  auf  M,  gleich  dem  Momente  des  Paares 
AB3  FG,  und  das  Moment  von  CD  in  Bezug  auf  JV9 
gleich  dem  Momente  des  Paares  CD,  GF\  folglich 
Summe  der  Momente  von  AB  und  CD  in  Bezug 
M,  -gleich  der  Summe  der  Momente  der  Paare 
AB,  FG  und  CD9  GF,  gleich  dem  Momente  des 
Pures  AB,  CD,  da  die  Paare  AB,  FG  und  CD, 
GF  zusammen,  gleichwirkend  mit  dem  Paare  AB, 
CD  sind. 

Ein  Kräftepaar  besitzt  demnach  <Jie  merkwürdige 
Eigenschaft,  dass  die  Summ;  der  Momente  seiner  Kräfte 
unabhängig  von  dem  Punkte  ist,  worauf  die  Mo- 
le bezogen  werden.  Es  ist  diese  Summe  dem  Mo- 
der einen  Kraft  selbst  gleich,  wenn  man  das- 
selbe auf  einen  in  der  Richtuug  der  andern  Kraft  lie- 
genden Punkt  bezieht. 

So  wie  übrigens  diese  constante  Summe  der  Mo- 
mente von  den  Kräften  eiues  Paares  in  dem  Vorigen 
das  Moment  des  Paares  selbst  genannt  wurde,  so  soll 
auch  in  der  Folge  die  Summe  der  Momente  von  den 
Kräften  eines  beliebigen  Systems  in  Bezug  auf  einen 
gewissen  Punkt  der  Ebene,  worin  das  System  enthalten 
ist,  das  Moment  des  Systems  in  Beziehung  auf 
diesen  Punkt  heissen. 

§.  32. 

Dieses  vorausgeschickt,  seien  AB,  CD,  EF,.\. 
(Fig.  15.)  mehrere  in  einer  Ebene  nach  beliebigen  Rieh- 
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fangen  wirkende  Kräfte.  Durob  einen  willkiihrlich  in 
der  Ebene  genommenen  Punkt  M  lege  man  AB,  OD?, 
EF>, . . .  reap.  den  Kräften  AB,  CD,  EF,...  gleich, 
parallel  und  naob  entgegengesetzten  Richtungen.  AI* 
dann  ist  das  System  der  Kräfte  AB,  CD,  EF,... 
welches  der  Kürze  willen  jS  genannt  werde,  gleich-  ■* 
wirkend  mit  dem  Systeme  der  Paare  AB,  AB^  CD, 
CD"-,  BF,  EF'\ ...,  welches  W  heisse,  in  Verbin- . 
dang  mit  dem  Systeme  der  durch  den  Punkt  M  gehen- 
den Kräfte  BA,  WC,  F*E,  ...,  welches  man  ¥ 
nenne,  indem  sich  in  den  beiden  letztern  Systemen  die 
Kräfte  AB,  CD",...  mit  BA,  D>C,...  aufheben, 
und  bloss  die  Kräfte  AB,  CD,.*,  des  ersten  Systems 
übrig  bleiben.  —  Hinsichtlich  des  Gleichgewichts  kön- 
nen nun  dabei  folgende  vier  Fälle  eintreten: 

1)  Jedes  der  beiden  Systeme  F\und  W  ist  für 
eich  im  Gleichgewichte,  mithin  auch  S. 

2)  V  ist  für  sich  im  Gleichgewichte,   nicht  aber 
W?   S  ist  dann  gleichwirkend  mit  W,  und  hat  daher* 
ein  Paar  zur  Resultante  (§.  23.). 

3)  W  ist  allein  im  Gleichgewichte.  Alsdann  ist  S 
gleichwirkend  mit  V,  hat  also  zur  Resultante  eine  ein- 
fache Kraft  (f  9.  V.). 

4)  Weder  V  noch  W  ist  im  Gleichgewichte.  Die 
einfache  Kraft,  welche  dann  V,  und  das  Paar,  welches 
W  zur  Resultante  hat,  lassen  sich  aber  wieder  zu  einer 
einfachen  Kraft  (§•  18.)  zusammensetzen,  welche  die 
Resultante  des  mit  V  und  IV  gleichwirkenden  S  ist. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  ein  System  S  von  Kräf- 
ten in  einer  Ebene  entweder  im  Gleichgewichte  ist,  oder 
ein  Paar,  oder  eine  einfache  Kraft  zur  Resultante  hat. 
Zugleich   aber    sind   wir  damit  in  den  Stand  gesetzt, 
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fie  Bedingungen   anzugeben,    unter  denen  diese  drei 
Nie  einzeln  statt  finden. 

f  33. 

Soll  zuerst  in  dem  Systeme  S  Gleichgewicht  heir- 
aten, so  ist  dieses  nioht  anders  möglich,  als  wenn 
ns  den  Systemen  V  und  W  jedes  für  sieh  im  Gleich- 
gewichte ist  Sind  aber  die  Paare  AB,  AlB?\  CD, 
GHt\  . ..  ,  ans  denen  W  besteht,  im  Gleichgewichte, 
te  ist  die  Summe  der  Momente  dieser  Paare  null 
(f.  3S.)«  Da  nun  das  Moment  des  Paares  AB,  A'B? 
srlci  mit  dem  Momente  der  einfachen  Kraft  AB  in 
anf  den  in  A/B/  liegenden  Punkt  M  ist  (§.  31.), 

dasselbe  auch  rüoksichtlich  der  übrigen  Paare  gilt, 
st  ist  die  Summe  der  Momente  von  ABy  CD,  EF9 
•irr  kürzer,  das  Moment  des  Systems  S  (§.31.),  in 
Bezug  auf  M,  null;  also: 

A.  Ist  ein  System  von  Kräften,  die  in  einer 
Eherne  nach  beliebigen  Richtungen  wirken,  im  Gleich- 
gewichte, se  ist  (las  Moment  des  Systems  für  jeden 
h\mkt  der  Ebene  tudl. 

Ans  zwei  mit  einander  gleichwirkenden  Systemen 
nm  Kräften  lässt  sich  immer  ein  im  Zustande  des 
Gleichgewichts  befindliches  System  bilden,  wenn  man 
fie  Kräfte  des  einen  der  beiden  Systeme  mit  entgegen- 
gesetzten Richtungen  den  Kräften  des  andern  hinzufugt. 
fc*  non  zwei  einander  gleiche  und  gerade  entgegenge- 
setzte Kräfte  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  offenbar 
such  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  haben,  so 
kiesen  wir  den  vorigen  Satz  auch  folgender  Weise 
sudrücken: 

Zwei  gleich/wirkende  Systeme  von  Kräften  in 
Ebene  haben  in  Bezug  auf  einen  und  denselben 
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beliebigen  Punkt  der  Ebene  gleiche  Momente.  — 
Das  Moment  eines  Systems,  welches  ein  Kräftepaar, 
oder  eine  einfache  Kraft  zur  Resultante  hat,  ist  daher 
dem  Nomente  des  Paares,  oder  der  einfachen  Kraft 
gleioh;  also  mit  Berücksichtigung,  der  Eigenschaften 
dieser  letztern  Momente  (§§.  30.  31.): 

B.  Hat  ein  in  einer  Ebene  enthaltenes  System 
ein  Kräftepaar  zur  Resultante ,  so  ist  das  Moment 
des  Systems  für  tceinett  Punkt  der  Ebene  null,  für 
alle  aber  von  einer  und  derselben  Cfrösse. 

C.  Reducirt  sich  das  System  auf  eine  einzig* 
Kraft,  so  sind  seine  Momente  nur  für  diejenigen 
Punkte  der  Ebene  null,  welche  in  der  Resultante 
selbst  liegen,  und  überhaupt  sind  die  Momente,  welche 
das  System  für  irgend  drei,  nicht  in  einer  Geraden 
liegende  Punkte  hat,  nicht  alle  drei  einander  gleich. 

Da  es  ausser  diesen  drei  Fällen  A.,  B.  und  C.  kei- 
nen andern  noch  giebt,  so  ist  es  gestattet,  auch  um- 
gekehrt zu  schliessen: 

A*.  Hat  man  ein  System  von  Kräften  in  einer 
Ebene,  und  sind  für  drei  Punkte  der  Ebene,  welche 
nickt  in  einer*  Geraden  liegen,  die  Momente  des  Sy- 
stems einzeln  null,  so  ist  das  System  im  Gleichge- 
wichte, und  sein  Moment  auch  för  jeden  viertem 
Punkt  der  Ebene  null. 

B  \  Sind  für  gedachte  drei  Punkte  die  Momente 
nicht  null,  jedoch  von  gleicher  Grosse,  so  reducirt 
sich  das  System  auf  ein  Kräftepaar ,  und  sein  Mo- 
ment ist  für  jeden  vierten  Punkt  der  Ebene  von  der- 
selben Grösse. 

C*.  Wird  keine  dieser  beiden  Bedingungen  er- 
füllt, so  hat  das  System  eine  entfache  Kraft  zur 
Resultante. 
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%.  34. 

Um  von  dem  Vorigen  eine  einfache  und  zugleich 
Folgende  autzbare  Anwenduug  zu  machen,  wollen 
vir  bei  dem  Parallelogramm  OA  CB  (Fig.  16.)  das 
lernent  der  drei  durch  OAy  OB9  CO  dargestellten 
trifte  in  Bezug  auf  die  drei  Puncto  O,  A,  B  be- 
klebten« 

Weil  O  ein  Punkt  in  der  Richtung  jeder  der  drei 
Kräfte  ist ,  so  ist  in  Bezug  auf  ihn  das  Moment  jeder 
derselben  =0,  also  auch  die  Summe  dieser  Momente 
oder  das  Moment  der  drei  Kräfte  =  0. 

In  Bezug  auf  A  sind  die  Momente  von  OB  und 
CO  einander  entgegengesetzt  «od,  ihrem  absoluten 
Werthe  nach,  einander  gleich,  weil  es  die  Dreiecke 
JOB  and  ACO  sind,  deren  Doppelte  diese  Momente 
andrucken.  Es  ist  mithin  die  Summe  derselben  =0, 
mi  dm  in  Bezug  auf  A  das  Moment  von  OA,  =  0  ist, 
m  ist  fir  A  das  Moment  aller  drei  Kräfte  gleich- 
falls =0. 

Eben  so  wird  bewiesen,  dass  auch  in  Bezug  auf 
Paukt  B  das  Moment  dieser  Kräfte  =0  ist 
Da  also  fftr  jeden  der  drei  Pnnkte  O,  A>  B  das 
der  drei  Kräfte  null  ist,  und  diese  Punkte  nicht 
is  einer  Geraden  liegen,  so  sind  die  Kräfte  im  Gleich« 
gewichte,  und  ihr  Moment  aneb  für  jeden  vierten  Punkt 
irer  Ebene  null,  oder,  was  dasselbe  ausdrückt:  ÖCist 
fit  Resaftaate  von  OA  und  OB  (§.27.)  und  für  jeden 
Penkt  B  in  der  Ebene  dieser  Kräfte  ist  die  Summe 
fcr  Dreiecke  JUOA  und  HOB  dem  Dreiecke  HOC 
gleich;  d.  b. 

Von  drei  Dreiecken  in  einer  Ebene,  welche  eine 
gemeinschaftliche  Ecke  H  und  zu  gegenüberstehen- 
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den  Seiten  zwei  anstossende  Selten  OA  und  OB, 
und  die-  durch  derselben  gemeinschaftliche  Ecke 
gebende  Diagonale  OC  eines  Parallelogramms  ha- 
ben, ist  dio  Summe  der  beiden  ersten  Dreiecke  HOA 
und  HOB  dem  dritten  HOC  gleich. 

Nur  bat  man  in  dieser  Formel,  wenn  sie  allgemeine 
Gültigkeit  haben  soll,  stets  die  Vorzeichen  der  Dreiecke 
gehörig  mit  zu  berücksichtigen,  und,  nach  der  in  §•  30. 
für  die  Momente  gegebeuen  Kegel,  jedes  Dreieck  positiv 
oder  negativ  zu  nehmen,  nachdem,  von  der  in  seinem 
Ausdrucke  zuerst  gesetzten  Ecke  H  aus,  die  Richtung 
von  der  zweiten  nach  der  dritten  nach  rechts  z.  B.  oder 
nach  links  gebend  erscheint*  So  haben  in  Fig.  16. 
die  drei  Dreiecke  HOA,  HOB,  HOC  einerlei  Zei- 
chen; dagegen  liegt  in  Figl6*  der  Punkt  H  so,  das» 
dem  Dreieoke  'HOB  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
beiden  übrigen  zukommt. 

Auch  in  dem  Folgenden  bat  man,  wenn  Dreiecke- 
flachen   durch   Nebeneinanderstellung    der   die   Ecken 
bezeichnenden  Bachstaben  ausgedrückt  werden,  auf  die 
Ordnung  der  Buchstaben  immer  mit  Rücksicht  zu  neb« 
men  und  hiernach  das  Vorzeichen  der  Fläche  zu  beut» 
theilen.    Man  lasse  nämlich,  was  mit  der  vorigen  De* 
Stimmung  auf  dasselbe  hinauskommt,  um  den  im  Aus- 
drucke zuerst  gesetzten  Punkt  eine  von  ihm  ausgebende 
Gerade  sich  dergestalt  drehen,  dass  ihr  Endpunkt  von 
dem  zweiten  nach  dem  dritten  Punkte  des  Ausdrucks 
fortgeht,  sie  selbst  also  die  Fläobe  des  Dreiecks  be* 
schreibt;  und  je  nachdem  der  Sinn  dieser  Drehung  mit 
dem  voraus  festgesetzten  positiven  Sinne  der  Drehung 
in  der  Ebene  übereinstimmt  oder  nickt,  lege  man  der 
Fläobe  einen  positiven  oder  negativen  Werth  bei. 


Von  Krallen  in  eines  Bbene  otterhuipt.  jjf 

Wie  man  leiobt  sieht,  haben  hiernach  von  den  sechs 

m 

abglichen  Ansdrüoken 

ABC,  BCAf  CAB,  ACB,  BACP  CBA 

fcr  eine  Dreiecksfläche,  deren  Ecken  A,  By  C  sind, 
die  drei  enteren  einerlei  Zeichen,  die  drei  letzteren  aber 
das  entgegengesetzte  der  ersteren. 

f.  35. 

Zusätze«  a.  Der  geometrische  Satz  des  vorigen 
f.  kann  noch  folgendergestalt  ausgedrückt  werden :  Legt 
aas  durch  eine  Ecke  O  eines  Dreiecks  O  CH  in  seiner 
Ebene  xwei  sich  unter  einem  beliebigen  Winkel  schnei- 
dende Axen  m  und  *,  uud  projieirt  auf  sie  dnreh  Paral- 
lelen mit  ihnen  eine  der  beiden  andern  Ecken,  C,  so 

.  wt,  wenn  A  and  B  diese  Projectionen  von  C  auf  m 
and  n  sind,  das  Dreieck  OCH  gleich  der  Summe  der 

•  seiden  Dreiecke  OAU  und  OBH>  die  man  erhält, 
«enn  man  in  dem  Ausdrucke  des  erstem  für  die  Ecke 
C  snecessive  ihre  Projectionen  setzt 

t.  Auf  gleiche  Weise^hat  man,  wenn  F  und  O 
die  Projectionen  von  H  auf  dieselben  Axen  m  und  n  sind : 

OAH*=OAF+OAG, 
OBH=OBF+OBG. 

WeU  abet  O,  A,  F  sowohl,  als  0,  B,  G,  in 
gerader  Linie  liegen,  so  ist  jedes  der  Dreieoke  OAF 
■ad  OBO  null,  und  daher 

OA/I=OAGj  OBH=OBF> 
folglich  OCli  =  OAff+OB/I=>OAG+OBF 

=  OAO  —  OFB. 

e.  Werden  ss,  n  zu  zwei  Coordinateuaxen  genoin- 
Ben,  so  sind  OA,  OB  die  €eordinaten  von  C,  und 

4- 
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OFy  00  die  Coordinaten  von  H.  Mittelst  der  letzt- 
erhaltenen  Formel  lässt  sich  dann  leiobt  der  Inhalt  eines 
Dreiecks  OCHy  dessen  eine  Ecke  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  ist,  durch  die  Coordinaten  der  beiden 
anderen  Ecken  ausdrücken.  Bezeichnet  nämlich  indem 
Ausdrucke  OAG  eines  Dreiecks  der  stierst  gesetzt*?* 
Buchstabe  O  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  der 
zweite  A  einen  Punkt  in  der  Axeta,  der  dritte  G  einen. 
Punkt  in  der  Axe  *,  und  ist  a  der  Winkel,  um  welche» 
nach  dem  vorher  festgesetzten  positiven  Sinne  dar 
Drehung  der  positive;  Theil  von  m  gedreht  werden  mass, 
bis  er  mit  dem  .positiven  Theile  von  n  zusammenfällt,  so  ist 
immer  nicht  allein  rfieksichtEch  des  absoluten  Wertbcs, 
sondern  auch  mit  Hinsicht  auf  das  Zeichen,  der  Inhalt  von 

OAG=±OA.  OG  +  sina. 

Denn  liegen  A  und  G  von  O  nach  den  positiven 
Seiten  der  Axen  ss  und  n  zu,  und  ist  a<180%  so  sind 
sämmtiiehe  Faotoren  des  den  Werth  von  OAG  ans» 
drückenden  Products  positiv,  und  man  überzeugt  sieb 
durch  unmittelbare  Anschauung,  dass  dann  nach  der 
zu  Ende  des  vorigen  §.  gegebenen  Regel  auch  die 
Dreieoksfläche  OAG  einen  positiven  Werth  hat.  Eben 
so  leicht  gewahrt  man ,  dass,  wenn  entweder  A  von  der 
positiven  auf  die  negative  Seite  von  ss  rockt  und  damit  < 
OA  negativ  wird,  oder  wenn  OG  negativ  wird,  oder 
wenn  sino  es  wird,  jedesmal  auch  die  Fläche  OAG 
ihr  Zeichen  ändert,  und  dass  somit  letztere  Formel 
allgemeine  Gültigkeit  hat. 

Setzt  man  daher  die  Coordinaten  von  C,  =  a,  h 
und  die  von  B,  =/,  g9  so  ist  in  jedem  Falle 

OAG  =  iageina9  eben  so  OFB  =  i/Asina 
und  folglich  nach  der  Formel  in  t.: 

OCH=*\  (ag  —fb)  sinn« 
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f  96. 

Cei  jetzt,  den  In  f.  33.  erhaltenen  Resultaten  jge- 
,  irgend  ein  vorgelegtes  System  von  Kräften  iu 
Ebene  leicht  benrtheilen  nnd^  falls  es  eine  Be- 
ta hat,  dieselbe  berechnen  zn  können,  wollen  wir 
Punkte  der  Ebene  auf  iwei  Axen  von  Coordioaten 
y  beziehen.    Der  Winkel  der  Axe  der  y  mit  der 
jt  w*j  =3  Oy  (von  dessen  Bestimmung  dasselbe  gelte, 
ins  vorigen  §,  von  der  Bestimmung  des  Winkels 
Aze  »  mit  m  gesagt  worden). 

Indem  wir  nun,  wie  in  dem  Vorhergehenden ,  eine 
in  dar  Ebene  wirkende  Kraft  P  ihrer  Intensität  und 
Richtung  nach  durch  eine  gerade  Linie  A  B  ausdrücken, 
•eyea  die  Cocrdinaten  des  Punktes  ^f,  =*x>  y\  die  des 
Punkten  B,  a  x  +  Xy  y+Y.  Hiernach  sind  X  und 
F  die  Projeetionen  der  Liuie  AB  auf  die  Axen  der 
s  and  der  y,  und  stellen  damit  zugleich  Kräfte  vor,. 
n  denen  sich  die  Kraft  P  eben  so,  wie  die  Linie  AB 
m  ihren  Projeetionen  verhält. 

Durch  xf  y,  Jf  ,  F  ist  daher  die  Kraft  vollkommen 
itt  durch  xy  y  ein  Punkt  ihrer  Richtung,  und 
Xy  Y  ihre  Intensität  und  die  Winkel  ihrer  Rieb- 
mit  den  Cdordinatenaxen,  —  die  Winkel  schon 
■  Verhältniss  Xi  I".  Ist  nämlich  9  der  Win- 
kel, des  die  Kraft  AB  =  P  mit  der  Axe  der  x  macht, 
L  k.  der  Winkel,  um  welchen  diese  Axe  nach  dem 
als  positiv  bestimmten  Sinne  gedreht  werden 
,  bis  sie  mit  P  parallel  wird  5  und  ihre  positive 
Richtung  mit  der  Richtung  von  P  selbst,  niobt  mit  der 
mtgegengesetzten,  übereinkommt,  so  folgt  aus  der 
Betrachtung  ded  Dreiecks,  welches  von  AB  und  von 
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den  durch  A  und  B  mit  den  Axen  der  #■  und  y  geleg- 
ten Parallelen  gebildet  wird: 

P  X  Y 

sin  a       sin  (a — q>)       sin  9  ? 

wodurch  sieh  X  und  Y  aus  /*  und  9,  und  umgekehrt. 
P  und  9  aus  X  und  T,  finden  lassen. 

In  der  analytischen  Geometrie  ist  es  gewöhnlich, 
einen  Punkt,  dessen  Coordinaten  x  und  y  sind,  durcl} 
(x,  y)  auszudrücken.  Auch  hier  werde  ich  von  dieser 
Abkürzung  Gebrauch  machen,  und  zugleich  auf  analoge 
Weise  eine  Kraft,  deren  Projectionen  auf  die  Axen  der 
x  und  y  resp.  Xund  Y  sind,  mit  (X,  Y)  bezeichnen. 

Eine  andere  Kraft  (X*,  Y*)  ist  hiernach  mit  (X,  Y) 
parallel,  wenn  Xf:X=  Y*:  F,  und  je  nachdem  der 
Exponent  dieser  Verhältnisse  positiv  oder  negativ  ist, 
haben  die  beiden  Kräfte  einerlei  oder  entgegengesetzte 
Richtungen.  Die  Kräfte  (X,  Y)  und  (—  X,  —  Y)  bil- 
den daher  im  Allgemeinen  ein  Paar,  halten  aber  ein- 
ander das  Gleichgewicht,  wenn  die  parallelen  Riebtungen 
beider  zusammenfallen.  (X,  0)^  ist  der  Ausdruck  einer 
mit  der  Axe  der  x  parallel  wirkenden  Kraft  X,  so  wie 
(0,  Y)  die  Kraft  Y  in  einer  mit  der  Axe  der  y  paral- 
lelen Lage  vorstellt;  u.  sf  w. 

§.  37. 

Bezeichnet  .0  den,  Anfapgspunot  der  Coordinaten, 
so  ist,  wie  man  aus  der  analytischen  Geometrie  weiss, 
und  wie  auch  in  §.  35.  durch  statische  Betrachtungen 
erwiesen  worden,  der  doppelte  Inhalt  der  Dreiecksfläche 
OABs  von  deren  Ecken  A  und  B  die  Coordinateä 
resp.  xy  y  und  x  +  X>  y+Y  sind, 

=  (*(*+ 7)—  y(*+X))stoa=*»(jrY—  yXjeina. 
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Dies  ist  also  sogleich  das  Moment  der  durch  den 
Pfcakt  (-r,  y)  gehenden  Kraft  (X,  Y\  io  Besag  auf 
des  Anfangspunkt  der  Coordinaten* 

Wird  das  Moment  nicht  in  Bezug  auf  den  An- 
fangspunkt» sondern  für  irgend  einen  andern  Punkt  H 
der  Ebene,  dessen  Coordinaten  fy  g  sind,  verlangt,  so 
kennt,  weil  för  diesen  als  Anfangspunkt  die  Torigen 
Coordinaten  j,  y  iu  j  —f,  y  —  g  übergehen : 

K*-S>Y-{y-g)2C\*in*. 

Bat  man  daher  ein  System  von  Kräften  (X,  1 ), 
(JP,  T)y  (JK%  Y")>...  in  einer  Ebene,  welche  resp. 
enreh  die  Punkte  (.r,  y),  (*>,  y),  (jr",  y"),.. .  gehen, 
■n  erhält  mal  das  Moment  des  ganzen  Systems  in  Be- 
ng  auf  dea  Pankt  H  oder  {f>  g)>  wenn  man  nach 
letzterer  Formel  das  Moment  jeder  Kraft  einzeln  ent- 

» 

siskelt  and  alle  diese  Momente  in  eine  Summe  bringt. 
Dies  gieht,  wenn  das  Moment  des  Systems  in  Beziehuog 
Zjf,  z=m(U)j  and  die  von  den  Coordinaten  dieses 
oaabhingigen  Summen 

X+XT  +  X"  + ,..=^ 

Y+  T+  Y"  + =  B 

xY-yX+*T—tfX'+...  =  Ä 

gesetzt  werden: 

(H)  a  (gJt  —fB  +  N)  sin  a. 

Mit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  für  das  Moment  eines 
Systems  von  Kräften  in  einer  Ebene  lassen  sich  nun  alle 
hierher  gehörigen  Aufgaben  ohne  Schwierigkeit  lösen. 

|.  38. 

SoH  erstlieb  das  System  im  Gleichgewichte  seyn, 
m  mnss  für  jede  Lage  des  Punktes  B  in  der  Ebene, 
ah»  für  aHe  Werthe,  die  /  and  g  annehmen  können, 
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das  Moment  (//)  =  0  seyn  (§.  33.  ;<*.)•    Dieses  ist  aber 
nicht  anders  möglich,  als  veno? 

-4  =  0,  J»  =  0,  ^=0} 

und  da  umgekehrt,  wenn  diese  Gleichungen  erfüllt  wer- 
den, für  jeden  Ort  von  II>  (H)  =t0  wird,  nnd  somit4 
Gleichgewicht  statt  findet,  (§.  33,  ui*.)>  so  bind  diese 
drei  Gleichungen  die  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  fürs  Gleichgewicht.  Die  zwei  ersten  drucken 
ans,  dass  die  Snmmo  der  Projectionen  der  Kräfte  Mf 
die  Axe  der  xx  und  die  Summe  der  Projectionen  anf 
die  Axe  der  y,  jede  für  sich,  =£Ü  ist.  Die  dritte 
Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  das  Moment  den 
Systems  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  der  Coordi* 
naten  =0  ist*  Denn  versetzt  man  H  in  den  Anfangs- 
punkt, so  werden  /"und  g  =  0  und  damit  (H)  =zNs\nm+ 
Uebrigens  würde  man  zu  diesen  drei  Bedingunge- 
gleichungen schon  gekommen  seyn,  wenn  man  nur  fBr 
drei  Paukte  (/,  g),  (/%  gO,  (/»,  g"),  wobei  eicht 
die  Relation  /  ig*  -  g")+f  (g~-  g)  +/"  ig-ff)  =  0 
obwaltet,  das  Moment  =0  gesetzt  hätte;  —  überein- 
stimmend damit,  dass,  wenn  das  Moment  für  drei  Pnnkte 
der  Ebene,  die  nioht  in  einer  Geraden  liegen,  =0ist^ 
es  damit  auoh  für  alle  übrigen  Punkte  der  Ebene  ver- 
schwindet. 

|,  39. 

Soll  zweitens  das  System  sich  auf  ein  Paar  re- 
duoiren,  so  mnss  (H)  für  jede  Lage  des  Punktes  B 
von  constanter  Grösse,  also  unabhängig  von  f  nnd  g 
seyn  ($.  83.  B.).  Dies  fuhrt  zu  den  zwei  Gleichung«! 
Jf=*0,  iJssO,  wodurch  (H)  den  Constanten  Werth 
ATsina  erhält*  welcher  nicht  null  seyn  dark  Sind  um- 
gekehrt Jf  und  Ä  =  0,  so  ist  (H)  fiir  alle  Wertbe  von 
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/aad  gr  von  derselben,  Grösse,  und  das  System x  wenn 
«  aiebt  im  Gleichgewichte  ist,  hat  ein  Paar  zur  Resnl- 
ley  (§•  33.  B*),  dessen  Moment  seinem  Sinne  und 
Grosse  nach  durah  AT  sin  a  gegeben  ist 

Die  Bedingungen ,  dass  die  Summen  der  Projeotio- 
der  Krftfte  auf  die  Axen  der  x  und  y  einsein = 0 
lf  sind  demnach  hinreichend  und  noth wendig,  um 
bm  «  Terge wissern,  dass  das  System,  wofern  es  nicht 
ha  Gleichgewichte  ist,  sieh  auf  ein  Kräftepaar  reducirt. 
In  bemerke  hierbei  noch,  dass,  wenn  die  Kräfte  durch 
Parallelen  mit  der  Axe  der  y  (der  x)  auf  die  Axe  der 
s  (der  y)  projicirt  werden,  und  die  Summe  der  Pro- 
jsetionen  null  ist,  sie  dieses  bleibt >  wenn  man  statt 
der  Axe  der  x  (der  y)  irgend  eine  andere  Gerade  der 
Ebene  mar  Projectionslinie  wählt»  Da  also  die  Lage 
4er  Geraden,  auf  welche  projicirt  wird,  hierbei  nicht 
m  Rücksicht  kommt,  so  können  wir,  diese  Gerade  ganz 
—  aihnt  lassend,  das  eben  erhaltene  Resultat  folgen- 
isrgestah  ausdrückeni 

Werden  die  Kräfte  xu  zweien  Malen,  jedes  Mal 
imrth  Parallelen  mit  einer  andern  Richtung  in  der 
Eherne  y  projicirt  ^  und  ist  beide  Male  die  Summe  der 
Projectionen  nutly  so  Aalten  sich  die  Kräfte  das 
Gleichgewicht)  oder  sie  reduciren  sich  auf  ein  Paar, 
mi  die  Summe  der  Projectionen  ist  auch  für  jede 
dritte  Richtung  der  projicir enden  Parallelen  null. 

Deakea  wir  uns  die  Projectionen  als  in  der  Axe 
,  worauf  prqjieirt  wird,  wirkende  Kräfte,  so  kön- 
wir  atatt  des  Ausdruckst  die  Summe  der  Projectio- 
aei  null,  nach  §•  14*  d.  auch  sagen  i  die  Projectionen 
im  Krftfte  seyeft  im  Gleiohgewiohte  mit  einander. 
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•      f.  40. 
Werden   die   Bedingungen   i=rO,    ß  =  0  nicht 
erfüllt,   so  bat  das  System  eine  einfache  Resultante. 
Sie  sey  (Xl9  Yt),  und  (.rt,  yt)  ein  beliebiger  Punkt 
ihrer  Richtung.    Da  die  Resultante,  in  gerade  entge- 
gengesetzter Richtung  genommen,  mit  dem  Systeme  daa  > 
Gleichgewicht  hält,  so  bat  man,  um  sie  zu  bestimmen, 
nur  die  Bedingungen .  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
den  Kräften  des  Systems  und  einer  durch  den  Punkt. 
(xt ,  yj  gehenden  Kraft  (— Xt,  —  Yt)  niederzuschrei»' 
ben.    Diese  Gleichungen  sind  (§.  38.)  i 

-*tYt+ytxt+iv=o. 

Hieraus  folgt: 

Xh  =  A,  Yh  =  Byx%B—ytA=>N*, 

Naoh  den  zwei  ersten  dieser  drei  Gleichungen  sind 
die  Projectionen  der  Resultante  auf  die  Axen  der  x 
und  y  resp.  den  Summen  der  Projectionen  der  gegebe- 
nen Kräfte  auf  dieselben  Axen  gleioh,  oder  mit  andern 
Worten  (vergl.  vor.  §•):  Werden  die  Kräfte  nnd  ihre 
Resultante  auf  eine  und  dieselbe  Linie  der  Ebene  pro- 
jicirt,  so  ist  die  Projection  der  Resultante  die  Resul- 
tante der  Projectionen  der  Kräfte«  Hiermit  ist  die 
Resultante  ihrer  Grosse  und  den  Winkeln  nach,  die  sie 
mit  den  Axen  bildet,  bestimmt. 

Die  dritte  Gleichung  giobt  je  zwei  zusammengehö- 
rige Werthe  der  Goordinaten  eines  Punktes  in  der 
Richtung  der  Resultante  und  ist  daher  die  Gleichung 
dieser  Linie,  deren  Lage  somit  vollkommen  bestimmt  ist« 
Auoh  erkennt  man  aus  den  Coefßcienten  von  xt  nnd  y, , 
dass  diese  Linie,  wie  gehörig,  mit  den  Axen  der  jrondy 
dieselben  Winkel  macht,  welche  sieh  aus  den  Werthen 
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rmu  Ä\  und  Yt  für  die  Richtung  der  Resultante  erge- 
Findet  »ich  iY  =  0,  so  gebt  die  Resultante  durch 
Anfangspunkt  der.  Coordinaten, 
Zusatz,  Auf  eben  die  Art,  nie  wir  jetzt  von 
Systeme,  welches  eine  einfache  Resultante  hatte, . 
rlbe  fanden ,  m  lässt  sich  auch  der  Fall  in  §.39.,  wo 
A  ud  ß=Q,  behandeln,  indem  man  duroh  Diuzu- 
figang  zweier  Kräfte  das  Gleiobgewioht  herzustellen. 
Denn  man  sieht  sogleich,  dass  durch  den  Zu- 
ciner  einzigen  Kraft  die  Summen  der  Projeotioneu 
■kfat  mehr  =0  bleiben  können,  wie  doch  zum  Gleich- 
gewichte erforderlich  ist.  Seyen  daher  ( —  XtJ  —  Yt ), 
( —  A\ ,  —  Ir2 )  die  zwei  neuen  Kräfte  und  {x% ,  y t ), 
(xB,  ys)  Punkte  ihrer  Riohtungen,  so  bat  man,  wenn 
diese  Kräfte  mit  dem  System  im  Gleichgewichte  seyn 
seilen: 

folglieb,  weil  A  und  B=Q  sind: 

X%  s=  —  A, ,   T%  =  —  Y t , 

d.  h.  die  zwei  neuen  Kräfte  bilden  ein  Paar  (§.36.)* 
Die  dritte  Gleichung  aber  drückt  bloss  aus,  dass,  das 
Moment  dieses  Paares  dem  Momente  des  gegebc- 
■ca  Systems  gleich  ist,  ohne  etwas  weiteres  über  die 
Grösse  der  Kräfte  und  ihre  Riohtungen  kund  zu  ge- 
be*, —  übereinstimmend  mit  dem  im  vorigen  §.  er- 
haltenen Resultat  und  mit  der  Eigenschaft  der  Paare, 
sie  in  ihrer  Ebene»  wohin  man  will,  verlegt  werden 


f.  41. 

Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  noch  die  zwei 
■fecislleo  Fälle,  wenn  sioh  alle  Kräfte  des  Systems  in 
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tfmem  Punkte  schneiden*  und-  wenn  sie  alle  mit  einander 
parallel  mit. 

Den  erstem  Fall  anlangend,  nehme  man  der  Bin- 
laehheit  willen  den  gern  ci  osohaft  liehen  Sehneidepunkt 
der  Riebtungen  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten. 
Hierdurch  wird  das  Moment  einer  jeden  Kraft  in  Bezug 
auf  den  Anfangspunkt ,  als  einen  Punkt  ihrer  Richtung, 
=sO  (§.  30.}.  Es  ist  daher  auch  Ny  oder  .die  Summe 
aller  Momente  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  s^ 
und  es  bleiben  für  das  Glercbgewioht  einea  solchen'4 
Systems  nur 

4  =  0  und  Bz=?0 

als  Bedingungsgleiehungen  Gbrig.     Werden  sie  nicht 
erfüllt  >  so  hat  das  System  eine  durch  den  Anfangspunkt  ~« 
gehende  Resultante  (Xs ,   Yt)y  wo 

X^Ay  Yt  =  ßi 

d.  h.  das  System  bat  eine  den  gemeinschaftlichen  Durch* 
schnitt  der  Kräfte  treffende  Resultante  (jfy  B). 

§.  42. 

Zusätze,  a,  Die  zwei  Gleichungen  ^f=0,  B=0 
ergaben  sich  in  §§.  38*  und  39.  als  die  Bedingungen, 
unter  denen  das  Moment  irgend  eines  Systems  von 
Kräften  in  einer  Ebene  für  jeden  Punkt  der  Ebene 
entweder  null  oder  überhaupt  constant  war.  Dem  jetzt 
Gefundenen  gemäss  können  wir  diese  Bedingungen  für 
die  UwveranderUekkeit  de*  Momente  «ach  so  aus- 
drücken: Die  Kräfte  müssen  y  wenn  sie  parallel  mit 
eich  fortgeführt  werden y  so  das*  ihre  Riehhsngen 
sieh  in  einem  Punit*  schneiden,  eissander  das 
gewicht  halten.  Dasselbe  ffiesst  anoh  aus  §.  32*, 
wenn  das  System  8  im  Gleichgewichte  seyu  oder 


# 
auf  ein  Paar  redaciren  soll,  du  System   V%  §L  h.  die 

parallel  mit  den  Kräften  des  Systems  JS  durch  einen 

denselben  Punkt  N  gelegten  Kräfte,  im  Aleiohge- 

o  seyn  müssen« 

Su  Besteht  des  System  nur  ans  zwei  sieh  schnei- 
Kräften,  so  nehme  man  die  Richtung  der  einen 
Kmft  aar  Axe  der  jt,  die  Richtimg  der  andern  snr 
Aas  dar  y,  nad  bezeichne  daher  die  Kräfte  mit  (X,  D), 
fi,  F).  Hieraus  folgt  A*=*X,  B=  F,  und  die  Re- 
snhnnte  ist  (Jf ,  F).  Von  zwei  sieh  sehneidenden  Kräf- 
ten wird  feiglieh  die  Resultante  eben  so  gefunden,  wie 
aas  den  mwei  Projeetionen  einer  Linie  sie  selbst  herge- 
leitet wird,  also  dadurch,  dass  man  ans  den  zwei  Kräf- 
ten ein  Parallelogramm,  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  (§.  27«),  construirt,  von  welchem  dann  die 
den  Schneidepunkt  der  Kräfte  gehende  Diagonale 

Resultante  ihrer  Grosse  und  Richtung  nach  vorstellt. 

e.  Die  Projeetionen  einer  Kraft  auf  die  beiden 
Azea  sind  daher  nichts  anderes,  als  die  zwei  Kräfte, 
welche  man  erhält,  indem  man  entere  Kraft  in  irgend 
einem  Punkte  ihrer  Richtung  in  zwei  andere,  parallel 
mit  den  beiden  Axen  zerlegt.  In  dieser  Bedeutung  die 
Projeetionen  genommen,  wird  umgekehrt  die  Richtig- 
keit des  obigen  Verfahrens,  um  von  niehreru  auf  einen 
Psakt  wirkenden  Kräften  die  Resultante  zu  finden,  noch 
sialeaebtender.  Es  sind  nämlich  Xt=X+X'  +.. 
md  Ft  =  F+  F'  +  ..  die  in  den  Azen  der  x  und  y 
«irkenden  Resaltauten  der  zwei  Systeme,  die  durch  Zer- 
legung jeder  Kraft  des  gegebenen  Systems  nach  diesen 
«sei  Axen  hervorgehen.  Die  Resultante  von  A',  und  Yt , 
•fcr  die  Kraft  {Xt>  Ft),  tuu*s  folglich  die  Resultante 
im  ganzen  Systems  seyn. 
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f  43. 

Der  zweite  ipecielle  Fall,  dem  wir  noch  Aufmerk- 
samkeit, widmen  wollen,  ist  der,  wenn  alle  Kräfte  dm 
Systems  einander  parallel  sind.  Werde  dann,  am  mägw 
liebst  einfache  Formeln  zu  erkalten,  die  Axo  der  jr  mit 
den  Kräften  parallel  gelegt,  so  sind,  welches  auch  die 
Riohtung  der  Axe  der  y  seyn  mag,  F,  Y\  1'',  •♦=■©• 
X,  X',  X'\...  drüekeu  dann  die  Kräfte  des  Systeme 
selbst  ans,  und  es  werden:  *■ 

B  =  Ö,  N=—  yX—tfX9  —  iTX"  — ... 

Die  drei  Bedingungen  des  Gleichgewichts  (§.  38.) 
reduciren  siob  hiermit  auf  die  zwei: 

A  =  0,  JV=0, 
d.  b.  die  Summe  der  Kräfte  und  die  Summe  ihrer  Mo* 
mente  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
müssen  beiderseits  =0  seyn. 

Ist  bloss  isO)  so  bat  das  System  ein  Paar  zur 
Resultante,  dessen  Moment  =  iVsina. 

Wenn  A  nioht  =  0  ist,  so  reducirt  sieb  das  System 
auf  eine  einfache  Kraft.  Sey  diese,  wie  in  §•  40., 
(-¥,,  Y,),  und  {rl9  yt)  ein  Punkt  ihrer  Richtung,  ao 
ist  nach  den  dortigen  Formeln: 

Xt=jt,  Y,  =  0,  -y%A  =  N. 

Die  Resultante  ist  demnach  (Jty  0),  d.  h.  mit  der 
Axe  der  x  parallel,  also  parallel  mit  den  Kräften  des 
Systems,  und  der  Summe  derselben  gleich.  Der  Ab- 
stand yt  der  Resultante  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ebene  ergiebt  sich  aus  den  Kräften  Xy  X\ .  •  und 
ihren  Abständen  y ,  3/, . . .  von  demselben  Punkte  mit- 
telst der  dritten  Gleiohung  uud  ist: 

_      N     yX+fX'+y'X"  +  ... 
**  —  ~A—   X+     X'+     i"  +  ...' 
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Wird   dieser  Punkt  in   der  Resultante  selbst  ge- 
imen,   sind  also  y,  y*,  y"><**   die  Abstände   der 
Kififke  von  ihrer  Resultante,  so  ist  yt  =  0  und 

yA>y'27+/'A'«'+,.=0. 

Bei  bloss  zwei  Kräften  bat  man  y X  +  fX'  =±  0, 
folglich  y :  y  =  JT  t  —  Jf;  d.  h.  die  Abstände  zweier  par- 
Kräfte  ron  ihrer  Resultante,  die  in  diesem  spe- 
Palle  eben  so,  wie  in  dem  allgemeinen,  mit  den 
Krtften  parallel  geht  und  ihrer  Summe  gleich  ist,  ver- 
haken sich  umgekehrt  wie  die  Kräfte,  und  die  Kräfte 
Segen,  wenn  sie  einerlei  Richtung  haben,  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  der  Resultante.  (VergL  §.26.) 

Geometrische  Folgerangen» 

f.  44. 

Das  Moment  eines  Systems  von  Kräften  in  einer 
ist  eutweder  für  alle  Punkte  der  Ebene  von  con- 
Grosse  (§.  39.)»  —  -Null  mit  eingeschlossen,  wo 
Gleichgewicht  statt  findet,  —  oder  es  ist  von  einem 
Pankte  zum  andern  veränderlieb,  und  alsdann  läset  sieh 
aas  den  Kräften  des  Systems  eine  neue  Kraft,  die  Re- 
sultante, finden  von  der  Beschaffenheit,  dass  für  jeden 
Punkt  der  Ebene  das  Moment  des  Systems  dein  Mo- 
meate  dieser  neuen  Kraft  gleich  ist 

Da  nun  das  Moment  einer  Kraft  A  B  in  Bezug  auf 
im  Punkt  M  dem  doppelten  Inkalte  des  Dreiecks 
MAB  gleich  ist,  so  lässt  sich  der  voranstehende  Satz 
na  den  Momenten  auf  folgende  Art  rein  geometrisch 
farst  eilen: 

Bat  man  ein  System  gerader  Linien  AB,  CD,,., 
m  einer  Ebene,  so  ist  die  algebraische  (§34.)  Summe 
der  Dreiecke  MAB,   Jl/CD,  ♦..,  welehe  diese 


\ 
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Linien  zu  Grundlinien  und  einen  and  denselben  Punkt 
M  dar  Ebene  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben» 
entweder  für  jeden  Ort  dieses  Punktes  von  einerlei  » 
Grösse,  oder  ron  einem  Orte  zum  andern  verän- 
derlich.    Im  letztern  Falle  über  lägst  sieh  in  der    . 
Ebene  noch  eine  Linie  von  solcher  Lage  und  Gross* 
angeben,  dass  für  jeden  Punkt  der  Ebene  jene  Summt   j 
von  Dreiecken  dem  Dreieck«  gleich  ist,  welches  d^sv    ; 
selben  Punkt  zur  Spitze  und  diese  letztere  Linie  aar. 
Basis  hat*  'A 

Wir  vollen  jetzt  diesen  Satz  mit  Hülfe  der  Geome-  ' 
trie  selbst  zu  beweisen  suchen,  indem  dieses  zu  meh- 
rerer Veranschaulichung  einiger  der  vorigen 'Sätze  die»  ' 
nen,  und  zur  Entwiekelung  einiger  neueu  das  Gleich- 
gewicht betreffenden   Beziehungen  Gelegenheit  geben    ' 
wird.    Um  aber  den  Beweis  in  möglichster  Allgemein- 
heit führen  zu  können,  ist  es  nöthig,  folgende  Sätze 
vorauszuschicken. 

f.  45. 

• 

Lehn sätze.    1.  SinAA9  Bf  C  drei  in  einer  Ge- 
raden liegende  Punkte,  D  ein  vierter  ausserhalb  der 
Geraden,  so  ist,  eben  so  wie  in  §.25.  AC=AB+BC=m   \ 
AB —  CBy  u.  s.  w.  war,  auch  mit  Vorsetzung  ronDf  '< 
das 


I)AC=DAB  +  DBC=BAB—DCß  =  u.*.w. 

und  es  verhalten  sich: 

AB.BCi  CA  =  DAB.DBC:  DCA. 

Nur  müssen  dabei  nach  der  in  §.34.  gegebenen  Regel 
stets  die  Vorzeichen  der  Dreiecke  gehörig  berücksich- 
tiget werden. 
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2.  Ist  M  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des 
Dreiecks  ABC,  so  ist  immer 

MAB+MBC+MCA=*ABC. 

Beweis.    Von  den  drei  Geraden,  welche  M  mit 
Ecken    des  Dreiecks  verbinden,   wird  wenigstens 
,  es  sey  AM,  die  der  Ecke  A  gegenüberliegende 
B  C  schneiden.  Geschehe  dieses  in  Z,  so  ist  nach  1. 

ABC  =  ABZ  +  AZC[ 

MBZ  =  MBC  +  MCz\*    *>  Cy  Z 

BZA  =  BZJU+BJUAI 

CAZ  =  CAJU  +  CMZ\  WCÜ  A>M>Z 

einer  Geraden  liegen.  Addirt  man  diese  Tier  Glei- 
ten und  bemerkt,  dass  naoh  §.  34.  ABZ  =  BZA^ 
a.  s»  w.,  so  erhält  man  die  zu  beweisende  Gleichung, 
£e  daher  richtig  ist,  mag  M  innerhalb  oder  ausserhalb 
des  Dreiecks  ABC  liegen,  wenn  nur  die  Vorzeichen 
der  Dreiecke  gehörig  beachtet  werden. 

3.  Eben  so,  wie  nach  dem  jetzt  Erwiesenen,  die 
algebraische  Summe  der  drei  Dreiecke,  welche  die 
8ehen  eines  Dreiecks  zu  Grundlinien  und  einen  Punkt 
M  in  der  Ebene  des  letztern  zur  gemeinschaftlichen 
Spitze  haben,  dem  letztern  Dreieoke  selbst  gleich,  und 
daher  von  der  Lage  von  ßl  unabhängig  ist,  so  ist  auch 
bei  jedem  ebenen  Vielecke  von  mehrern  Seiten  die 
algebraische  Summe  der  über  den  Seiten  sich  erheben- 
den und  in  einer  gemeinschaftlichen  Spitze  Jtt  zusam- 
aenstossenden  Dreiecke  für  jeden  Ort  von  M  in  der 
Vielecksebene  von  gleicher  Grösse. 

Denn  sind  A,  ß,  Cy  D  die  vier  auf  einander  fol- 
genden Ecken  eines  Vierecks,  so  ist  diese  Summe 
MAB+MBC+MCD+MDA 
=MAB+MBC+MCA+1UAC+MC£>+MZ>A9 
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weil  MCA  +  J&AC  =  0.     Letzterer   Ausdruck    der  . 
Summe  dieht  sieb  aber  nach  2.  zusammen  in 

JßC+dCD 

und  ist  daher  von  JU  unabhängig. 

Sind  ferner  Ay  ß,  C,  D>  E  die  fünf  auf  einander 
folgenden  Ecken  eines  ebenen  Fünfecks ,  öo  ist  di« 
Summe  der  fünf  Dreiecke 

grAB+M^C+Mdb+MDE  +  JUEA 
=  MAB  +  MBC  +  MCD  +  MDA  % 

+  MAD+MDiS+MEA 
=  ABC  +  ACD+ADE, 

also  gleichfalls  von  Af  unabhängig;  und  auf  dieselbe 
Art  läset  sich  die  Unabhängigkeit  der  Summe  JMAB+. . . 
von  M  g  ch  bei  jedem  mehrseitigen  Vielecle  darthun. % 

Ist  nun  das  Vieleck  ein  gewöhnliches,  d.  U.  vtttf 
der  Beschaffenheit,  dass  keifte  zwei  seiner  Seifert  täSk 
innerhalb  ihrer  Grenzpunkte  schneiden,  so  erhellet  ofinfc 
W eitert s,  dass  die  Stimme  ABC+ACD  +  ...  den 
Flächeninhalt  des  Tielecks  ausdruckt  Der  Analcigie 
nach  wird  daher  auch  in  dfeih  Falle,  wenn  der  Periihe» 
ter  des  Vielecks,  bevor  er  in  sich  zurückkehrt,  feien 
selbst  ein  oder  fnehrere  Male  schneidet,  dieselbe  von 
M  unabhängige,  von  jeder  Seite  aber  auf  gleiche  Weifte 
abhängige  Summe  MAB  +  MBC+...  der  Inhalt 
de 6  Vielecks  genannt  werden  müssen. 

Liefen  z.  B.  die  vier  Ecken  A>  B,  C,  D  eines 
Vierecks  so;  dass  von  den  vier  Seiten  AB,  BC9  CD9 
DA  die  erste  und  dritte  sich  innerhalb  ihfrer  Endpunkte 
in  O  (Fig.  17.)  sohneiden ,  so  haben  die  zwei  Dreiecke 
der  Summe  ABC+ACD  entgegengesetzte  Zeichen 
und  die  Summe  ist  dem  Unterschiede  der  Dreiecke 
GBC-  OÄD  gleich.    Als  der  Inhalt  eines  solchen 
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fisreeks  ist  daher  dieser  Unterschied  anzusehen,  so  dass, 
DR  mit  AC  parallel  läuft,  und  mithin. GJBtC 

GAD  einander  gleich  sind,  der  Inhalt  =0.  ist* 

Von  der  Summe  der  Dreiecke  MAJB+MBC  +... 
kann  man  sich  eine  sehr  anschauliebe  Vorstellung  nia- 

,  wenn  man  aioh,  wie  in  f.  34.,  jedes  dieser  Drei- 
dnreh  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  uro  Jf, 
ab  Hin  den  eiaen  ihrer  Endpunkte,  entstanden  denkt, 
vihread  der  andere  Endpunkt  die  gegenüberstehende 
Seite  AB9  oder  BC> . .♦  durohläufiL  J)ie.8umme  aller 
Dreiecke,  oder  die  Fläche  des  Vielecks,  lässt  sich 
daher  als  die  Fläche  betrachten,  welche  erzeugt  wird, 
eine  Gerade,  welche  Ton  einem  willkührlich  in 

Vielecksebene  zu  bestimmenden  Putokte  M  ausgebt, 

ihrem  andern  Endpunkte  den  Perimeter  des  Viel- 
beschreibt; nur  dass  dabei  Theile  der  Fläche,  bei 
welchen  die  Bewegung  nm  M  nach  entgegengesetztem 
fime  gebt,  als  sich  gegenseitig  aufhebend  genommen 
verden  müssen. 

Uebrigens  werden  wir,  wie  gewöhnlich,  die  Fläche 
äaes  Vielecks  durch  Nebeneinanderstellung  der  Ecken 
in  der  Ordnung,  nach  welcher  sie  im  Perimeter  auf 
siaaader  folgen,  ausdrücken,  so  dass  hiernach  von  dem 
Vierecke  ABCD  z.  B.  das  Viereck  BCDA  weder 
dsr  Grosse  noch  dem  Zeichen  naoh  verschieden  ist, 
dsgegen  ADCB  ein  Viereck  ausdrückt,  das  mit  dem 
srstern  zwar  einerlei  absolute  Grösse,  aber  das  entge- 
gengesetzte Zeichen  hat,  ACBD  aber  ein  von  ABCD  , 
gasz  verschiedenes  Viereck  darstellt. 

4.  Wird  in  dem  Ausdrucke  ABC  eines  Dreiecks 
rtatt  eines  der  drei  Punkte,  z.  B.  statt  By  ein  anderer 
E  gesetzt,  der  mit  dem  erstem  in  einer  der  gegen- 
fkarsteheuden  Seite  CA  parallelen  Geraden  liegt,  so 

5* 
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» 
ist  das  neue  Dreieck  AEC  dem  erstem  ABC  sowohl 
der  absoluten  Grösse,  als  auch  dem  Zeichen  nach,  gleich. 
5.    Ist  ABCD  (Fig.  18.)  ein  Parallelogramm,  und 
M  ein  beliebiger  Punkt  in  dessen  Ebene,  so  ist 
MAB+3ICD  =  MBC+MDA  =  ±ABCD. 

Beweis.    Man  siehe  durch  M  mit  AB  eine  Par- 
allele, -welche   DA  in   L  treffe,    so   ist,    nach  4., 
MAB  =  LAB,  und  MCD  =  LCD  —  LBD9  folglich: 
MAB  +  MCD=*LAB  +  LBD=BDL  +  BLA 
=  BDA  (nr.  i.)  =1  ABC  Di 

und  eben  so  wird  gezeigt,  äass  auch 

MBC+MDA  =  ±ABCD. 

Dieser  Satz  ist,  statisch  betrachtet,  offenbar  kein 
anderer,  als  der  schon  in  §.  31.  bewiesene,  dass  die 
Summe  der  Momente  der  zwei  Kräfte  eines  Paares  für 
jeden  Punkt  in  der  Ebene  des  Paares  von  gleicher 
Grösse  ist. 

§.46. 
Wir  lassen  jetzt  den  Beweis  des  Satzes  in  §.  44. 
folgen.  —  Sey  AtBl9  BXC2,  CXD2  (Fig.  19.)  ein 
System  gerader  Linien  in  ?~4er  Ebene,  und  die  Summt» 
der  Dreiecke  zu  untersuchen,  welche  diese  Linien  zu 
Grundlinien  und  irgend  einen  Punkt  M  der  Ebene  zur 
gemeinschaftlichen  Spitze  haben.  —  Dur£h  einen  be-/ 
liebigen  Punkt  A  der  Ebene  ziehe  man  die  AB  gleich 
und  parallel  mit  At  B2 ;  duroh  B  die  B  C  gleich  und 
parallel  mit  Bg  C2 ;  durch  C  die  CD  gleich  ond  parallel 
mit  CXD2.  Alsdann  ist  (§.45.  5.),  wo  auch  der  Punkt 
M genommen  wird:  MAXB2+MBA  =  AAXB2,  oder 

MAiB2=MAB  +  AAxBiy  und  eben  so 
M  Bx  C2  =  M  BC  +  BBt  C2 , 
M  Ct  D%  =  MCD  +  CCX  D2 . 
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Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  setzt  die  zu 
■I einlebende  Summe  der  Dreiecke 

MAtB%  +>MBt  C%  +MCtD2  =  S, 


AAXB%  +  BBXCX  +  CCtDx=J, 

bemerkt)  dass  nach  §•  45.  3. 

MAti+MBC    +  MCD  +  MDA=^ABCD, 

m  kommt: 

(«) S=*ABCD  +  J  —  MDA. 

Tritt  demnach  bei  der  eben  gemachten  Construction 
der  spocielle  Fall  ein,  dass  der  letzte  Punkt  D  der 
gebrochenen  Linie  ABCD  mit  dem  ersten  A  zusam- 
menfallt, so  wird  JHDA  =  Q>  das  Vieleck  ABCD 
gebt  in  eines  mit  einer  um  Eins  geringern  Seitenzahl 


ABC  über,  und  man  erhält: 

S  =  ABC  +  J, 

L  h.  die  Summe  S  ist  für  jeden  Ort  von  M  von  con- 
stuter  Grossem 

Fällt  aber  D  mit  A  nicht  zusammen,  so  sey  Dt  At 
eine  der  DA  gleiche  und  parallele  Linie,  und  man  hat 
MDtAt  —MDA  +  DDtA2J  und,  wenn  man  den 
hieraus  fliesenden  Werth  von  MDA  in  (a)  substituirt: 

S  =  ABCD+J  +  DDlA2  —  MD^Ax; 

Bestimmt  man  nun  den  noch  willkührliehen  Abstand 
dsr  ltxAx  von  DA  so,  dass  das  Dreieck 

DAtDx  =  ABCD+  J, 
so  wird  •  .  .  S=MA2Dgy 

m&  man  hat  somit  eine  Linie  AXDX  gefunden,  welche 
fie  Eigenschaft  besitzt,  dass  für  jeden  Ort  der  gemein- 
schaftlichen Spitze'  M  die  Summe  der  Dreiecke  über 


L' 
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den  gegebenen  Linien  JitB„  BXC%>  CtD2  dem  Drei- 
eeke  über  A%D%  gfetah  ist. 

§.  47. 

Zusätze,  a.  Aus  der  Gleichung  S=MA^Dg 
folgt,  dass,  wenn  M  in  A2Dt  selbst  liegt,  5=0  ist, 
dass  für  alle  Punkte  M7  welche  mit  A%DX  in  einer 
Parallele  biegen,  S  gleiche  Werthe  hat,  und  dass  über- 
haupt derWerth  Ton  S  dem  Abstände  des  Mv%aA%D% 
prop9rtioual  ist 

6.    Werden  durch  AgB%9   BtC„   CXD^   Kräfte 
vorgestellt,    so    ist  A2Dt   die  Resultante    derselben. 
Die  Resultante  eines  Systems  von  Kräften  kann  daher 
ihrer  Grösse  und  den  Winkeln  nach,  welche  sie  mit  den 
Kräften  bildet,  auch  gefunden  werden,  wenn  man  die  ' 
den  Kräften  proportionalen  Linien,  in  beliebiger  Folge 
genommen,  parallel  mit  sich  so  fortbewegt,  dass  der 
Anfangspunkt  jeder  folgenden  mit  dem  Endpunkte  der 
nächstvorhergehenden  zusammenfallt,   und   somit  eine 
zusammenhängende    gebrochene   Linie    entsteht     Die 
vom  Anfangspunkte £  dieser  gebrochenen  Linie  bis  zu 
ihrem  Endpunkte  geführte  Gerade  ist  dann  der  Resul- 
tante glrfoh  und  parallel.     Fallen  aber  der  Anfangs» 
und  Endpunkt  der  gebrochenen  Linie  zusammen,  so  dqs»  ' 
die  Kräfte  nach  ihrer  parallelen  Fortbewegung  ein  ge-  * 
sehlossenes  Vieleck  bilden,  so  hat  das  System  keine 
einfache  Resultante,    sondern  reduoirt   sich   entweder  - 
auf  ein  Paar,  oder  ist  im  -Gleichgewichte* 

c.  Kroße  in  einer  Ebene  >  die  durch  die  Seiten 
eines  geschlossenen  Vielecks  ABC ...  dargestellt  wer- 
den ,  sind  daher  immer  gMchwfrJkend mit  einenkPamre 
oder  im  Gleichgewichte.  Das  Moment  des  Paares  ist 
{—2MAB+2MBC  +  ...,  ihn) dem  doppelten  in- 
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kalte  de*  Vieleck*  gleich ,  und  wenn  dieter  Inhalt 
meh  =  0  /indel,  tu  herrscht  Gleichgewicht.  Siud 
tiaher  x.  B.  ABC...  und  FGH...  zwei  iu  einer 
Ebene  beliebig  gelegene  Vielecke  von  gleichem  Inhalte, 
mi  sind  die  zwei  Systeme  von  Kräften  -V//,  BCt... 
und  /*^?,  ff/'i  -  ■  -  von  gleicher  Wirkung. 

rf.  Ist  Alt  CO  ein  ebenes  Vieleck  and  siud  •/', 
fl",  C,  D'  die  Projectionen  seiner  Ecken  auf  eine  in 
«einer  Ebene  enthaltene  Gerade,  —  gleichviel,  unter 
■cjlehcm  Winkel  die  mit  einander  parallelen  projicircu- 
deo  Linien  die  Gerade  schneiden,  —  so  ist  die  Summe 
dcrProjectioncnderSeiten=^/r+/rf^+tV>'+Z>'.^', 
ahm  immer  =  0;  uuil  eben  so  ist  ilie  Summe  der  Pro- 
fectioaen  der  Theile  einer  gebroolienen  Linie  ABCDy 
<-/?+  BC+C&=A'JQ?  =  derProjeotioudcrvom 
Anfange  bin  zum  Ende  der  gebrochenen  Linie  gezoge- 
nen Geraden,  Da  niiu  bei  paralleler  Fortbewegung 
einer  Linie  die  Protection  derselben  ihrer  Grösse  nach 
•ich  nicht  ändert,  so  ist,  wenn  die  Summe  der  Dreiecke 
m  vorigen  $.  für  alle  Punkte  der  Ebene  unverändert 
bleibt,  die  Summe  der  Projectionen  der  Linien  des 
ns  «uf  jede  Gerade  in  der  Ebene  =0.  Hat  aber 
du  System  eine  Resultante,  so  ist  die  Summe  der 
Prejectjouen  der  Protection  der  Hesuitanle  gleich. 

Ist,  umgekehrt,  für  eine  gewisse  Richtung  der  pro 
jtdrimdcn  Linien  die  Summe  der  Projectionen  —  0,  so 
■ililiMH  n  wir,  das»,  wenn  die  Linien  des  Systems  durch 
parallele  Fortbewegung  zu  einer  gebrocheuen  Linie  ver- 
einiget werden,  der  Anfangs-  uud  Endpunkt  dieser  ge- 
brochenen iu  eiuer  mit  den  nrojicireiiden  Linien  paral- 
lelen Linie  liegen.  Ist  dnlicr  die  Summe  der  Projccfio- 
kd  für  zwei  verschiedene  Richtungen  der  projicireuden 
Linien  jedesmal  =0,  so  fallen  Anfang  und  Ende  der 


72  Bnter  Theil    Drittes  Kapitel. 

gebrochenen  Linie  zusammen,  und  es  entsteht  ein  ge- 
schlossenes "Vieleck,  weil  sonst  die  Linie  durch  den 
Anfangs-  und  Endpunkt  mit  den  zwei  verschiedenen 
Richtungen  der  projicirenden  Linien  zugleich  parallel 
seyn  müsste.  Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Summe 
der  Dreiecke  von  einem  Punkte  der  Ebene  zum  andern 
constant  ist,  kann  daher  auch  dadurch  ausgedruckt  wer* 
den,  dass  die  Summe  der  Projectioaen  der  Linien  des 
Systems  für  zwei  verschiedene  Richtungen  der  projici- 
renden Linien,  und  damit  auch  für  alle  andern  Rich- 
tungen, =  0  ist    Vergl.  §§.39.  und  40. 

e.  Wenn  alle  Linien  des  Systems  sich  in  einem 
Punkte  O  schneiden,  so  ist  die  Summe  der  Dreiecke 
für  diesen  Punkt,  =0,  also  auch  für  jeden  ändern 
Punkt,  =0,  wenn  die  Summe  nicht  veränderlich  ist»  , 
Ist  sie  aber  veränderlich,  so  hat  das  System  eine  durch 
O  gehende  Resultante,  weil  eine  veränderliche  Summe 
nur  für  Punkte  der  Resultante,  =0  ist.  Nimmt  man 
daher  bei'  der  Construotion  der  gebrochenen  Linie  den 
Punkt  O  zum  Anfangspunkte,  so  ist  die  vonO  bis  zum 
Endpunkte  der  gebrochenen  gezogene  Linie  die  Resul- 
tante selbst,  nicht  bloss  mit  ihr  parallel.  Die  Anwen- 
dung hiervon  auf  ein  System  von  nur  zwei  sich  schnei- 
denden Linien  führt  unmittelbar  zu  dem  geometrischen 
Satze  in  §•*#•,  wie  ohne  weiteres  klar  ist 

f.  Sind  8&mmtliehe  Linien  des  Systems  mit  einan- 
der parallel,  so  geht  die  vorhin  gebrochene  Linie  in 
eine  einzige,  mit  den  Linien  des  Systems  parallele 
Gerade  über,  Die  Resultante,  wenn  eine  solche  statt 
findet,  ist  daher  ebenfalls  den  Linien  des  Systems  parallel 
und  der  algebraischen  Summe  derselben  gleich. 


t 
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§.  48. 

Aufgabe.  Ton  einem  System  in  einer  Ebene  ent- 
Kräfte  (Linien),  sind  für  drei  Punkte  A9  B9 
C  (Fig.  20.)  der  Ebene,  welche  nicht  in  einer  Geraden 
legen ,  die  Momente  des  Systems  (die  Summen  der 
Dreiecke)  =  (A)y  (B),  (C)  gegeben.  Die  Resultante, 
st  wie  das  Moment  (üf)  für  irgend  einen  vierten  Punkt 
M  der  Ebene,  zu  finden. 

Auflösung.  1)  Die  Momente  (A)>  (Ä),  (C)  sind 
den  Abständen  der  Punkte  Ay  By  C  von  der  Resul- 
tante proportional  (§.47.  a.).  Es  verhalten  sieh  aber, 
wenn  die  Gerade  BC  von  der  Resultante  in  D  ge- 
schnitten wird,  die  Abstünde  der  Punkte  B  und  C  von 
der  Resultante  wie  BD  und  CD.  Man  theile  daher 
MC  in  Z>  so,  dass  auch  hinsichtlich  der  Vorzeichen 
MD.  CD  =  {B):(C),  und  auf  gleiche  Weise  CA  in 
£•0,  dass  CEiAE={C):{A)9  so  sind  Z>  und  E 
svet  Punkte  der  Resultante,  und  die  Resultante  ist 
sssbH  ihrer  Lage  naeh  gefunden.  Auch  muss,  wenn 
■an  noch  AB  w  F  naeh  dem  Verhältnisse  AFiBF 
=  {A)i(B)  t heilt,  F  in  der  Resultante,  also  in  DE, 
legen«  Nimmt  man  hierauf  in  DE  einen  Abschnitt 
OH  von  der  Länge,  dass  das  Dreieck  AGH=$(A)9 
[•der  BGH=\{B),  oder  £##=+,(£),]  so  ist 
r7£f  die  Grösse  der  Resultante. 

2)  Für  den  Punkt  M  ist  das  Moment  0*0=2  MGH. 
Ohne  aber  zuvor  die  Resultante  GH  bestimmt  zu  ha- 
ben, kann  man  aus  der  gegenseitigen  Lage  der  vier 
Pakte  A>  By  C,  M  und  aus  den  Momenten  für  die 
trei  ersten  das  Moment  für  den  vierten  aueh  unmittel- 
bar finden«  —    Werde  BC  von  AM  in  N geschnitten, 
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und  sey  (AT)  das  Moment  für  den  Punkt  N,  so  verhält 
sich,  wie  vorbin.: 

ßD xCDx iyD=z (B) :  {€) :{N). 

Man  hat  aber  die  identische  .Gleichung: 

H=BD(CD  —  ND)+CD{ND—BD) 
+  ND{BD-CD) 
^BD.CJV+CD.JVB  +  ND.BC. 

Substiluirt  man  darin  für  BDy  CD%  ND  die  ihnen 
proportionalen  (/?),  (C),  (AT),  so  kommt: 

CiV.{B)  +  NB.(C)  +  BC.(JV)=Oy 

die  Relation  zwischen  den  Momenten  für  drei  in  einer 
Geraden  liegende  Punkte.  Sie  geht  hervor,  wenn  man 
in  der  Gleichung  zwischen  den  gegenseitigen  Abstände* 
dieser  Punkte  jeden  Abstand  mit  dem  Momente  für  des 
jedesmal  übrigen  Punkt  mulHplioirt. 

Auf  gleiche  Weise  hat  man  in  der  Geraden  AMQTi 

4rN.t(A)  +  JVA.{M)+AM.(N)  =  0. 

i  Es  verhält  sich  aber 

CN.NB=MCNiMNB=ACNxANB  (§.4Ä.l.),  folgL 
=  CJVM—CJVA.BMJV—BAJV 
=  CAM.BMA=MC A.MAB, 

und  eben  50 

.MJVi  NA  =  MBC :  A  CB. 

Hiermit  werden  die  vorigen  zwei  Gleichungen: 
MCA .  {B)  +MAB.  {€)  —  (MCA  +  MAB)  {IV)  =0, 
MBC.  (A)  +  ACB.  (M)— (MBC+ACB)  (JV)  =0. 

Addirt  man  dieselben,  so.  kommt,  weil  dabei  der* 
CoefScient  von  (N)  sich  auf  Null  reduoirt  (§.  45.2.): 
MBC.W+MCA4ß)*MAB.(C)  =  ABC.{M)9 

,  welches.  4aher.; die  getmbte  Relation,  zwischen  den  Mo- 


Tob  Kittn  in  eia^r  Bbene  übcrimapt   .  7($ 

■taten  für  irgend  vier  Punkte  der  Ebene  ist.  Sie  ent- 
steht, wie  man  rtieht,  unmittelbar  ans  der  Gleichung 
(f. 45.  2.)  zwischen  den  vier  Dreiecken,  die  sich  aus 
vier  Punkten  bilden  lassen ,  indem  man  zu  jedem 
Dreiecke  das  Moment  des  jedesmal  fehlenden 
Psnktes  als  Factor  hinzufügt 

Zusätze*    0.  Aus  dem  ersten  Theile  dieser  Auf- 
KsuDg  fliesst  der  bekannte  Satz,  dass  das 'Producta» 
drei  Verhältnissen,  nach  denen  die  drei  Seiten 
Dreiecks  ABC  von  einer  vierten  Geraden  DEF 
werden: 

{BD  2  CD)  {CE:  AB)  {AFi  BF) 

Einheit  gleich  ist. 

t.    Setzt  man  in  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung 
{A)9  (£),«•  die  Werthe  dieser  Momente:  2AOff9 
IBGff,  • . .,  so  kommt: 

MBC.AOff+MCA.BOff+JUAB.  CQB 

=  ABC  .MOB, 

m  Gleichung,  die  immer  statt  finden  muss,  wie  auoh 
fie  sechs  Punkte  A>  ß,  C,  69  ff,  M  in  der  Ebene 
fiegca  mögen« 

Lässt  man  Jf  mit  J7  zusammenfallen,  so  ergiebt  sioh: 
BBC .  AGff+  ff  CA .  BGff+  HAB .  CßH=0, 

me  Gleiehoag  zwisohen  sechs  Dreieokeq,.  welche- eine 
gsmsinsehsftliche  Spitze  ff9  und  die  vier  Seiten  und 
svsi  Diagonalen  eines  -Vierecks  ABCO  w  Grund- 
bahen. 
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lt. 

Tom  Gleichgewichte  zwischen  Kräftepaaren 

im  Räume. 

§.  50. 

Lehrsatz.    Zwei  einander  gleiche  Paare,  die  , 
in  zwei  parallelen  Ebenen  liegen  und  einerlei  Sinm- 
haben,  und  gleichwirkend. 

Beweis.  Sei  AB,  CD  (Fig.  21.)  das  eine  Paar , 
und  EG  die  mit  seiner  Ebene  parallele  Ebene  des  an*  * 
dem  Paares  EF,  GH,  welches  darin  so  gelegt  wor- 
den, dass  seine  Kräfte  mit  denen  des  erstem  parallel 
sind.  Man  nehme  überdies  an,  dass  die  vier  Punkts. 
A,  D,  EyH  in  einer  Ebene  liegen,  und  dass  daher 
und  wegen  der  Gleichheit  beider  Paare  die  vier  Kräfte 
derselben  vier  einander  parallele  Kanten  eines  Paral- 
lelepipednms  vorstellen.  Sey,  alsdann  M  der  Durch- 
schnitt von  AH  mit'  DE  und  N  der  Durchschnitt  von 
BG  mit  CF,  so  sind  M  und  N  zugleich  die  Mittel* 
punkte  dieser  Linien,  und  MN  ist  den  vier  Kräften 
gleich  und  parallel. 

Nun  ist  das  Paar  AB,  CD  gleichwirkend  mit  den 
Paaren  AB,  NM  und  CD,  MN.  Von  diesen  ist  aber 
ersteres  gleichwirkend  mit  MJV,  GH,  und  letzteres  mit 
NM,  EF  (§.17.).  Folglich  ist  das  Paar  AB,  CD 
gleichwirkend  mit  MN,  GH,  NM,  EF,  d.  L  mit  dem 
Polare  EF,  GH. 

Folgerung.  Ein  Kräftepaar  kann  daher  nicht 
nur  in  seiner  Ebene,  sondern  auch  in  jeder  damit  par- 
allelen Ebene,  wohin  man  will,  verlegt  werden,  und 
die  Bedingungen  fürs  Gleichgewicht  zwischen  Paaren, 
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e*  in  parallelen  Ebenen  lieget»,  ^aind  mit  den  oben 
fir  den  Fall  gefundenen  Bedingungen ,  wenn  die  Paare 
■  einer   nnd   derselben   Ebene   enthalten   sind,  ganz 


f  51. 

Lehrsatz.  Zwei  Paare,  die  in  zwei  einander 
mrlu  parallelen  Ebenen  liegen,  könnet*  Mich  nicht 
im»  Gleichgewicht  halten,  sondern  sind  gleichwirkend 
mit  einem  Paare,  dessen  Ebene  durch  die  Durch- 
stkmitulinie  jener  Ebene  geht,  oder  (§.50.)  mit  dieser 
Linie  parallel  ist. 

Beweis.  Uebcr  eiacin  willkührlieh  in  der  Durch- 
eebnittelinie  genommenen  Abschnitte  AN  (Fig.  22.)  bc- 
■elreibe  man  in  den  Ebenen  der  beiden  Paare  zwei 
Parallelogramme  ANCB  und  ANED,  welche  ihrem 

le  nnd  Inhalte  nach  den  Momenten  der  Paare  gleich 
Alsdann  können  NC,  BA  und  NE,  DA  als 
fie  beiden  Paare  selbst  angesehen  werden.  Ist  nun  von 
XC  nnd  .VI?  die  Resultante  NO,  und  Ton  BA  und 
DA  die  Resultante  FA,  so  sind,  wie  schon  aus  §•  15. 
Sesat,  NG9  FA  einander  gleich,  parallel  und  entge- 
gengesetzt und  bilden  daher  ein  Paar,  dessen  Ebene 
eareh  NA  geht,  und  welches  mit  den  gegebenen  zwei 
Paaren  gleiohe  Wirkung  hat 

Folgerungen,  a.  Drei  Paare  können  nur  daiyi 
eiaander  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  ihre  Ebenen 
aatweder  zusammenfallen,  oder  einander  parallel,  oder 
■it  einer  und  derselben  Geraden  parallel  sind,  also 
■barhaupt,  wenn  ihre  Ebenen  keine  körperliche  Ecke 
lüden.  Zwei  Paare  sind  aber  nur  dann,  und  dann 
,  im  Gleichgewichte,  wenn  sie  in  einerlei,  oder 

parallelen  Ebenen  liegen,  von  entgegengesetztem 
sind  nnd  einander  gleiohe  Momente  haben« 
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6.    Da  swei  Paare,  auch  trenn  sie  nicht  in  eine» 
Ebene  liegen,  entweder  ein  resultirendes  Paar  habe**  ' 
oder  im  Gleichgewichte  sind,  so  wird  jedes  Syriern* 
von  Paaren  überhaupt ,  indem  man  die  Zahl  derselbe»  -; 


daroh  successive  Verbindung  je  zweier  immer  am  ein* 


J 


vermindert,  sich  entweder  auf  ein  Paar  xurüeJkfis&*  + 
ren  lassen  ^  oder  im  Gleichgewichte  seyn,  wenn  m:A 
letzten  swei  w  verbindenden  Paare  sind.  1 


f  «2. 


1 


Ohne  dasjenige  zu  benutzen,   was  vom  4-  24k  wß  1 
über  die   Zusammensetzung   einfacher  Kräfte   gelehrt  .] 
worden,  lassen  sich   mit  Hülfe  der  im  vorigen  f.  0** 
machten  Construction  noch  folgende  Schlüsse  bilden«      .j 

In  der  Ebene  CNEG  nehme  man  willkührlicfc  \ 
einen  Punkt  M  und  lege  durch  ihn  MHy  MI9  MK  ' 
gleich  und  parallel  mit  NC,  NE>  NG,  so  ist  KM 
die  Resultante  von  UM  und  IM,  und  es  sind  daher  .- 
die  Paare  NC,  HM  und  JYE9  IM  zusammen  gleich-  : 
wirkend  mit  dem  Paare  NGf  KM  $  folglich  (§.  22»)  - 
sind  die  Parallelogramme 

(a) NCHM+  NE/M=  NGKM, 

folglich  ihre  Hälften  oder  die  Dreiecke 

MJVC+MJVE  =  MJVG, 

« 

folglich  die  Pyramiden,  welche  diese  in  einer  Ebene  j 
liegenden  Dreiecke  zu  Grundflächen  und  den  Punkt  A  < 
zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben,  ': 

MJVCA  +  MNEA  =  MJVGA, 

drei  Pyramiden,  welche  man  auch  als  solche  betraoh»  ' 
ten  kann,  deren  gemeinschaftliche  Spitze  M  ist,  und  : 
deren  Grundflächen  NCA,  NEA,  NGA  in  den  Ehe- 
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der  Paare  JVC,  BA,  NE,  DA,  NO,  /^liegen 
den  halben  Momenten  dieser  Paare  gleich  sind. 
fei  ist  aber  M  ein  willkürlicher  Punkt'  in  der  Ebeüe 
t&Ey  and  diese  Ebene  ist  selbst  willkürlich ,  weil  es 
Ist  Punkt  N  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen  AC, 
MB  and  die  Winket  ANC,  ANE  sind;  folglich  tef 
&  ein  wQHcüfarlioher  Pnnkt  hn  Räume  überhaupt,  und 
w  sind  somit  zu  folgendem  Saftze  gelangt: 

Wenn  die  Ebentifc  zweier  Paare  und  ihres  reeulti- 
rtndeo  Paares  sieh  in  einem  Punkte  N  (folglich  in 
and  derselben  dproh  diesen  Punkt  gehenden  Ge- 
i)  schneiden,  so  ist  von  den  drei  Pyramiden,  welohe 
beliebigen  ändert  Punkt  M  zur  geineinschaftli- 
Spitze  haben,  und  deren  Grundflächen  in  den 
der  Paare  liegen  und  den  Momenten  der  letz- 
sind, die  Summe  der  zwei  Pyramiden, 
den  zwei  zusammenzusetzenden  Paaren  angehö» 
na,  der  Pyramide  des  resultirenden  Paares  gleich. 

Debrigens  müssen  hierbei  noch  die  Zeichen  der 
Pyramiden  gehörig  beachtet  werden.  Denn  in  der 
Gleichung  (a)  bekommen  je  zwei  Parallelogramme  nur 
dsaa  einerlei  Zeichen,  wenn  die  Paare,  zu  denen  sie 
geboren,  von  einerlei  Sinne  sind,  und  nachdem  je  zwei 
Paare,  wie  NC,  tiM  und  NE,  IM,  einerlei 
entgegengesetzten  Sinn  haben,  erscheinen  offenbar 
fie  Paare  NC,  BA  und  NE,  DA,  wenn  von  M  auf 
Ae  Ebene  des  jedesmaligen  Paares  herabgesehen  wird, 
wk  emferltoi  oder  entgegengesetztem  Sinne.  Mithin 
sieh  Auch  die  Vorzeichen  der  Pyramiden  nach 
Sinnb  richten,  mit  welchem  die  Paare,  über  deren 
de  eonstruirt  sind,  von  M  aus   betrachtet, 

«tteigfcn. 

Der  eben  erwiesene  Satt  gilt  aber  nicht  nur  fär 
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zwei,  sondern  auch  für  jede  grössere  Anzahl  zusam- 
menzusetzender Paare«  Denn  werden  zwei  Paare  kurz 
durch  p  und  //,  und  ihr  resultirendes  Paar  durch  r 
bezeichnet,  und  drückt  Mp  die  Pyramide  aus,  deren 
Spitze  M9  und  deren  Grundfläche  ihrer  Lage  und 
Grösse  nach  das  Parallelogramm  des  Paares  p  ist, 
u.  s.  w.,  so  ist,  wenn  die  Ebenen  der  drei  Paare  durch 
einen  und  denselben  Punkt  N  gehen: 

Mp  +  üf//=ss:  Mr. 

Kommt  nun  zu  den  Paaren  /*,  p'  ein  drittes  //", 
dessen  Ebene  gleichfalls  durch  N  gehe,  —  gleichviel, 
ob  sie  auch  durch  die  gemeinschaftliche  Durchschnitts- 
linie  von  /»,  //,  r  geht,  oder  nicht,  —  und  giebt  dieses 
Paar  p"  in  Verbindung  mit  p  und  p\  oder  mit  r ,  das 
Paar  r'  als  resultirendes,  so  hat  man,  wenn  auoh  die 
Ebene  von  r*  durch  N  gelegt  wird,  Mr  +  Mp"  =  Mr*f 
folglich 

Mp+Mp'+Mf/'=Mr\ 

und  so  fort  bei  noch  mehrern  dnrch  denselben  Punkt 
N  gelegten  Paaren,  wenn  auch  hier  je  zwei  Pyramiden 
mit  einerlei  oder  entgegengesetzten  Zeichen  genommen 
werden,  je  nachdem  die  Paare,  zu  denen  sie  gehören, 
von  M  aus  gesehen,  mit  einerlei  oder  entgegengesetz- 
tem Sinne  erscheinen. 

Hat  man  daher  ein  System  von  Paaren  im  Raume^ 
deren  Ebenen  sich  in  einem  und  demselben  Punkt* 
N  schneiden ,  so  ist  die  algebraische  Summ*  der  Py- 
ramiden ^  welche  irgend  eisten  andern  Punkt  M  zur 
gemeinschaftliche**  Spitze  haben ,  und  deren  Grund- 
/lachen  in  den  Ebenen  der  Paare  liegen  und  dem 
Momenten  der  letztem  proportional  sind,  gleich  einer 
Pyramide  mit  derselben  Spitze   M  und  mit  einer 
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Grundfläche  %  die  in  der  dm  h  X  gelegten  Ebene  de* 
rmm/tir enden  Paares  enthalten  und  dem  Momettiä 
imslben  proportional  ist. 

Haben  aber  die  Paare  kein  resultirendes ,  son- 
dern sind  sie  im  Gleichgewichte,  so  ist  für  jeden  Ort 
mm  M  die  Summte  der  Pyramiden  null.  Denn  weil 
isnm  jedes  der  Paare ,  z.  B.  py  im  entgegengesetzten 
Kue  genommen,  das  resultirende  der  jedesmal  übrigen 
■t,  und  mit  dem  Sinne  eines  Paares  zugleich  das  Zei- 
seiner  Pyramide  in  das  entgegengesetzte  ver- 
teil wird,  so  hat  man  —  Mp  =  Mp  +  Mp"  + . . . , 
UgBch  Jtlp  +  Mp'  +  Mp"  +  ...  =  0. 

§.  53. 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  der  in  §•  51.  gemachten 
Ciastinction  zurück  und  nehmen  an,  dass  die  in  den 
Ebenen  der  zwei  zusammenzusetzenden  Paare  über  dem 
Dvehsebnitte  AN  dieser  Ebenen  beschriebenen,  den 
Mmenten  der  Paare  gleichen  Parallelogramme  AC9 
JE  (Fig.  22.)  rechtwinklich  gemacht  worden  sind.  Ak- 
ten wird  in  Folge  der  Constructicm  auch  AG  ein 
lecbteck,  die  zwei  Paare  CN9  AB,  EN>  AD  und 
Ar  resultirendes  GN,  AF  erhalten  gleiche  Breiten 
=  AX,  die  einfachen  Kräfte  CN,  EiV  und  GN  wer- 
den folglich  den  Momente  der  Paare  proportional,  und 
fie  Winkel  dieser  Kräfte  werden  den  Wiukeln  gleich, 
ttter  denen  sich  die  Ebenen  der  Paare  schneiden. 
8t0en  daher  zwei  in  zwei  nicht  parallelen  Ebenen  lie- 
pade  Paare  zusammengesetzt  werden,  so  kann  man 
mtk  so  verfahren,  dass  man  zwei  den  Momenten  der 
Paare  proportionale  gerade  Linien  unter  demselben 
Winkel  an  einander  setzt,  den  die  Ebenen  der  Paare 
aneinander  machen,  und  von  diesen  Liuien,  als  Kräfte 
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betraohtet,  die  Resultante  bestimmt  Das  Moment  des 
rcsultirenden  Paares  ist  alsdann  dieser  Resultante  pro- 
portional, und  seine  Ebene  maoht  mit  den  Ebenen  dei 
gegebenen  Paare  dieselben  Winkel,  welche  die  Resul- 
tante mit  jenen  xwei  Linien  bildet 

Da  der  Winkel  sweier  Ebenen  immer  dem  Winkel 
gleieb  ist,  welchen  swei  auf  den  Ebenen  errichtete  Ne» 
malen  mit  einander  machen,  so  lftsst  sieh  die  Regel 
für  die  Zosammensetxung  zweier  Paare  auch  folgender 
gestalt  abfassen: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  0  lege  man  swei 
die  Ebenen  der  beiden  Paare  normal  treffende  und  dei 
Momenten  derselben  proportionale  Linien  OPy  041 
und  suche  die  Resultante  dieser  Linien,  welche  Oh 
(die  Diagonale  des  Parallelogramms  POQR)*ey.  Efa 
Paar,  dessen  Ebene  normal  auf  ÖA,  und  dessen  Me 
ment  der  OR  proportional  ist,  wird  das  verlangte  to 
sultirende  seyn.  Dabei  ist  hinsichtlich  des  Sinnes  4m 
Paare  nooh  su  bemerken,  dass,  wenn  die  Richtung« 
von  /*naoh  0,  von  4t  nach  0,  von  Änaohö,  suooes 
sivo  als  die  Richtung  vom  Kopfe  nach  den  Füssen  dei 
Beschauenden  genommen  werden,  jedes  der  zugehörig* 
Paare  mit  einerlei  Sinn  erscheinen  muss. 

Cm  diese  Vorschrift  für-  die  Zusammensetzen] 
sweiefc  Paare  noch  einfacher  ausdrücken  su  können 
wollen  wir  gerade  Linien,  die  auf  den  Ebenen  der  Paar 
normal  stehen,  deren  Längen  sie*  wie  die  Momente  de 
Paare  verhalten,  und  deren  Richtungen  so  genomsM 
sind,  dass  in  Besag  auf  sie  die  resp.  Paare  einerh 
Sinn  haben,  die  Axen  der  Paare  nennen.  Alsdann  fH 
wenn  die  Axen  sämmtlich  durch  einen  und  denselbe 
Punkt  gelegt  werden,  die  Resultante  der  Axen  dersw« 
snsammenxnsetxendefi  Paare  die  Axe  des  resultirtade 
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;  und  mau  Übersieht  leicht,  dass  dieselbe  eta- 
Regel  auch  bei  jeder  grösseren  Zahl  zusammen- 
Paare  ihre  Richtigkeit  hat,  uud  somit  die 
von  Paareu  in  jedem  Falle  auf  die 
tmsetzUQg  einfacher  Kräfte,  die  in  einem  Punkte 
•Job  treffen,  zurück  gerührt  ist.  Sind  diese  durch  die  Axcn 
•W  Paare  vorgestellten  Kräfte  im  Gleichgewichte ,  so 
krmefat  auch  Gleichgewicht  zwischen  den  Paaren  selbst. 

f  54. 

Noch  eine  Methode,  Paare,  die  iu  verschiedenen 
Bfcltm  liegen,  zusammenzusetzen,  gründet  sich  auf 
Mgcadw  Uetraehtungen. 

1)  Kei  dem  Parallelogramm  ABCD  ist  die  Kraft 
CA  kI  eich  wirkend  mit  den  Kräften  CB,  C D\  folglich 
■nd  BC,  CA,  AB  gleiohwirkend  mit  CD,  AB;  d.  b. 
*rri  Kräfte,  velobe  ihrer  Riohtung  und  Grösse  nach 
•Web  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  dargestellt  werden, 
wd  gleich  wirkend  mit  einem  Paare,  welobes  in  der 
Ebene  des  Dreiecks  (oder  in  einer  damit  parallelen 
Ebene)  Hegt,  und  dessen  Moment  durch  den  doppelten 
Itaalt  des  Dreiecks  ausgedrückt  wird.  (Vergl.  §.  47.  c). 

2)  Sryen  A,  B,  C,  li  die  vier  Ecken  einer  drei- 
■lilisj  ii  Pyramide.  Man  lasse  iu  jeder  der  sechs  Kanten 
derselben  zwei  der  Kante  proportionale  und  einander 
tstgegro  gesetzte  Kräfte  wirken:  All,  BA,  AC,  CA, 
ii».  Diese  awnlf,  einander  zu  zweien,  und  daher  auch 
die  sasammen,  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte 
lua  man  aber  auch  zu  dreien  so  zusammenfassen, 
*w*  man  vier  in  den  vier  Seitenflächen  der  Pyramide 
»Irkende  Paare  erhält:  nämlich  erstens  das  Paar,  wor- 
an* sieh  diu  drei  Kräfte  ///.  HC,  CA  in  der  Ebene 
ABC  redticiren,  und  dessen  Moment  der  doppelte  In- 
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halt  des  Dreiecks  ABC  ist,  und  eben  so  noch  i 
andere  Paare,  deren  Ebenen  und  Momente  durch 
Dreiecke  CBD,  CDA,  ADB  bestimmt  sind. 

Tier  in  den  vier  Seitenflächen  einer  Pyramide  \ 
kende  Paare,  deren  Momente  den  Flächen  selbst  p 
portional  sind,  und  welche  für  den  Beschauenden,  w4 
dessen  Richtung  vom  Kopfe  nagh  den  Füssen  jedesi 
von  der  äussern  nacb  der  innern  Seite  der  Fläche  gc 
einerlei  Sinn  haben,  halten  demnach  einander  das  Glei 
gewicht. 

3)  Werden   die  Kräfte  dreier  dieser  vier  Paa 
z.  B.  der  in  CBZ),  CDA,  ADB  wirkenden,  in 
entgegengesetzten  verwandelt,  so  dass  nunmehr  2.  DE 
2.  DCA,  2.  DAB  die  Momente  der  Paare  ausdrück 
so   werden   diese  Paare  zusammen  gleichwirkend 
dem  vierten,  dessen  Moment  2.  ABC  ist.    Es  las 
sich  aber   die  Dreiecke  DBC,   DCA,   DAB  m 
ansehen  als  die  Projeotionen  des  Dreiecks  ABC 
die  Ebenen  dieser  drei  Dreiecke  durch  Linien,  wel 
resp.   mit  DA,    DB,   DC  parallel  sind.     Zuglc 
verhält  sich  dabei  jede  in  der  Ebene  ABC  enthalt 
Fläche,   z.  B.   das  Parallelogramm  eines  Paares, 
ihrer  Projeotion  auf  eine  der  drei  Ebenen  DBC  u.  s. 
wie  das  Dreieck  ABC  zudem  Dreiecke  DBC  u.  s 

Projicirt  man  demnach  ein  Paar  auf  drei  s 
unier  beliebigen  Winkeln  in  einem  Punkte  schi 
dende  Ebenen,  und  xwar  so,  dass  jedesmal  die  p 
jicir enden  Linien  mit  dem  Durchschnitte  der  bei 
Ebenen,  auf  welche  nicht  projicirt  wird,  para 
sind,  so  erhält  man  drei  Paare,  welche  zusamt 
gleiche  Wirkung  mit  dem  erstem  Paare  haben. 

4)  Soll  daher  von  mehrern  gegebenen  Paaren 
resultirende  Paar  gefundeu  werden,  so  projicire  n 
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«f  besagte  Weise  jedes  der  erstem  auf  drei  Ebenen, 
Sa  sieh  in  einem  Punkte  sehneiden«  Die  hierdurch  in 
jeder  dieser  Ebenen  entstehenden  Paare  sind  aber 
(f.  23.)  gleichwirkend  mit  einem  einzigen,  dessen  Mo- 
der Summe  der  Momente  der  ersteren  gleich  ist; 
somit  reduciren  sioh  alle  gegebenen  Paare  auf  drei 
■  den  drei  Ebenen  wirkende,  die  nun  wiederum,  durch 
Verbindung  je  zweier,  zu  einem  Paare  zusammenzu- 
sind. 

5)  Findet  sich  in  jeder  der  drei  Ebenen  das  Mo- 
t  der  Prejectionen  null,   so  herrscht  in  jeder  der 

Ebenen,  und  mithin  auch  zwischen  den  gegebenen  Paa- 
les  selbst,  Gleichgewicht;  und  umgekehrt:  sollen  die 
gegebenen  Paare  im  Gleichgewichte  seyn,  so  muss 
zwischen  den  Projeotionen  in  jeder  Ebene  be- 
statt  finden,  und  daher  das  Moment  dervPro- 
JMtionen  in  jeder  Ebene  null  seyn.  Denn  wäre  nur  in 
Ebenen  das  Moment  der  Projeotionen  null,  so  re- 
sich  das  System  auf  ein  Paar  in  der  dritten 
Wäre  aber  bloss  in  einer  oder  in  gar  keiner 
drei  Ebenen  das  Moment  null,  so  hätte  man  zuletzt 
ivai  Paare  in  zwei  nicht  parallelen  Ebenen,  oder  drei 
Paare,  deren  Ebenen  sich  nur  iri  einem  Pnnkte  sohnei- 
too,  und  es  könnte  dann  nach  §.  52.  a.  eben  so  wenig 
GWebgewieht  vorhanden  seyn. 

6)  Hat  man  alle  Paare  des  Systems  auf  drei  in  drei 
Msulinii t <  n  Ebenen  liegende  Paare,  deren  Momente 
=  Ly  My  N  seyen,  zurückgebracht,  und  hat  man 
lese  drei  Paare  zu  einem  einzigen,  dessen  Moment 
=  W,  zusammengesetzt,  so  muss  man  durch  Projection 
na  W  auf  die  drei  Ebenen  die  drei  Momente  Z/,  M> 
ff  selbst  wieder  erhalten.  Denn  ergäben  sich  als  Pro- 
jeetionea  von  W  drei  Paare,  deren  Momente  L\  M\ 
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*  N'  von  den  vorigen  verschieden  wären,  so  mässten 
weil  L,  M,  N  sowohl,  ah  //,  M',  N'  mit  W  gleiel 
wirkend  sind,  die  drei  Paare,  deren  Momente  =*£,'—  £ 

mBF—*M%  N'—*N,  im  Gleichgewichte  seyn.  Diese 
ist  aber,  wie  eben  gezeigt  worden,  nicht  anders  mffg 
lieh,  ab  wenn  L'-L=0,  M'-M=0,  N'—]V=mO 
folglieh  u.  s.  w. 

f  55. 

Zusätze,  a.  Ist  ABCD  einViereok,  mag  es  i 
einer  Ebene  liegen,  oder  nicht,  so  sind  die  vierKrift 
AB,  BC,  CD,  DA  gleichwirkend  mit  dm  Kräfte 
AB,  BC,  CA  und  AC,  CD,  DA,  also  (§.54.  1 
gleich  wirkend  mit  swei  Paaren,  deren  Ebenen  und  Mi 
mente  die  Dreiecke  ABC  und  ACD  angeben,  folg 
lieh  immer  gleichwirkend  mit  einem  einzigen  Paare 
das,  wenn  das  Viereck  ein  ebenes  ist,  in  der  Eben 
desselben  Hegt,  und  mm  Nomente  die  doppelte  Sanum 
rder  swei  Dreiecke,  iL  L  den  doppelten  Inhalt  des  Yiei 
eeks  hat  Auf  dieselbe  Art  kann  man  bei  jedem  Yieleel 
von  mehrern  Seiten  verfahren,  indem  man  dasseO» 
durch  Diagonalen  in  Dreiecke  serlegt,  und  kann  dafca 
den  allgemeinen  Sats  aufstellen: 

Em  Syriern  von  Krqften,  welche  ihrem  Bichtum 
gen  und  Intensitäten  nach  durch  die  Seiten  irgem 
eines  Vielecke  vorgestellt  werden,  laset  sich  immm 
asff  ein  Paar  reduciren,  das,  wenn  das  Vieleck  em 
ehernes  ist,  in  der  Eherne  desselben  Hegt  und  ein  dm 
'  doppelten  Inhalte  des  Vielecks  gleiches  Moment  hat. 

6.  Auf  ähnliche  Weise  lässt  sieh  auch  der  Sali 
in  Nr.  2.  des  vorigen  §•  von  der  dreiseitigen  Pynuaidi 
verallgemeinern  und  auf  Jedes  Polyeder  ausdehnen.  «^ 
Jede  Kante  eines  Polyeders  ist  die  gemetosohaftHeb 
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dasselbe  begrenzenden  Flachen,  und  wenn 
m  jeder  dieser  Flüchen  so  genommen  wird,  das* 
hd  auf  ihre  Aussenseitc  herabschaa enden  Auge 
M  derselbe  ist,  so  hat  in  den  Perimetern  je 
an  einander  a  tossenden  Flüchen  die  ihnen  ge- 
iftüchc  Seite  entgegengesetzte  Richtungen;  e.  ß. 
iw  Kante  BC  der  obigen  Pyramide  ABCB,  als  die 
ante  BC  der  Fläche  ABC,  and  als  die  Seite  Vit 
kr  Flüche  CBD.  Lüsst  man  daher  in  jeder,  ihrem 
anrao  nach  anf  die  beschriebene  Weise  genommenen, 
fläche  Jede  Seite  eine  Kraft  vorstellen,  so  halten  sieh 
•taa«  Kräfte  paarweise  das  Gleichgewicht.  Zugleich 
■her  sind  alle  tum  Perimeter  einer  und  derselben  Fläche 
Kräfte  mit  einem  Paare  gleiohwirkeud,  dessen 
lern  Inhalte  der  Fläche  proportional  ist;  und 
daher: 

Ein  System  von  Paaren,  deren  Ebenen  und 
Moment*  durch  die  Flachen  eine*  Polyeder*  darge- 
ueäi  bwom,  und  welche,  wenn  alle  Flachen  von 
esfWfi'  Seite  (von  der  äuttern  oder  der  innern)  he- 
trachtet  »erden,  itugetammt  einerlei  Sinn  haben,  ist 
im  Gteie-Ageieich/e. 

c  Nach  (.54.  0.  ist  das  Moment  Liier  Protection 
«***  Syiteins  von  Paaren  auf  eine  beliebige  Ebene 
•am  Momente  der  Projeetion  des  resullirenden  Paares 
W  auf  dieselbe  Ebene  gleioh.  Da  nun  das  Moment 
linea  Paares  IV  auf  eine  mit  seiner 
Ebene  dem  Momente  des  projioirten 
Paar««  selbst  gleioh  ist,  was  auch  die  projicirendeu 
Uttian  mit  den  zwei  parallelen  Ebenen  für  einen  Winkel 
-lnhin,  und  da,  wenn  man  ein  Paar  IV  durah  Linie», 
üe  in  iphirir  Ebene  selbst  liegen,  auf  irgend  eine  andere 
Qat  projiairt,  das  Moment  der  Projeetion  iinmer  null 
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ist:  so  besitzt  die  Ebene  des  Paares,  worauf  sieh  ein 
System  von  Paaren  reduoiren  lässt,  und  welche  Ebene 
man  die  ilauptebene  des  Systems  nennt,  die  zwei 
Eigenschaften,  dass  erstens  das  Moment  der  Pro- 
jection des  Systems  auf  die  Hauptebene  immer  vmt 
derselben  Grosse  ist,  unter  welchem  Winkel  auch  ' 
die  projicirenden  Linien  die  Hauptebene  schneiden? 
und  dass  zweitens,  wenn  das  System  durch  Linien, 
welche  mit  der  Hauptebene  parallel  sind,  auf  irgend 
eitie  andere,  mit  ihr  nicht  parallele,  Ebene  projicirt 
wird,  das  Moment  der  Projection  null  ist. 

Uebrigens  ist  schon  wegen  §.  50.  die  Lage  der  Haupt- 
ebene nicht  vollkommen,  sondern  nur  den  Winkeln  naoh  ^ 
bestimmt,  welche  sie  mit  den  Ebenen  der  Paare  des 
Systems  bildet;  d.  h.  es  giebt  ein  System  paralleler 
Ebenen,  deren  jede  als  die  Ilauptebene  angesehen  wen- 
den kann. 

Eine  dritte  merkwürdige  Eigenschaft  der  Haupt- 
ebene besteht  darin,  dass,  wenn  man  die  projieiren* 
den  Linien  die  Prejectionsebene  immer  rechtwinklig 
schneiden  lässt,  das  Moment  der  Projection  auf  die 
Hauptebene  grosser  ist  als  das  Moment  der  Pr+> 
jection  auf  irgend  eine  andere  Ebene.  Denn  da  da« 
Moment  der  Projection  des  Systems  immer  dem  Mo* 
mente  der  Projection  des  resultirenden  Paares  gleich, 
ist,  und  dieses  Paar  in  der  Hauptebene  liegt ,  so  ist 
unter  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Projectionen  das 
Moment  der  Projection  des  Systems  auf  irgend  eine 
Ebene  gleioh  dem  Momente  des  resultirenden  Paares, 
multiplicirt  in  den  Cosinus  des  Winkels,  den  diese 
Ebene  mit  der  Hauptebene  macht;  folglich  am  grossten, 
wenn  der  gedachte  Winkel  null  ist,  also  die  Projections- 
ebeue  mit  der  Hauptebene  parallel  geht.  —    Ist  dieser 
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fiakel  ein  reobter,  steht  also  die  Projeotionsebene  auf 
V  Hauptebene  normal,  au  i©t  der  Cosinus  des  Winkels, 

li  daher  auch  das  Moment  der  Projection  des  Systems 

d,  wie  auob  schon  daraus  folgt,  dass  dann  die  pro- 

ndeo  Linien  mit  der  Hauptebene  parallel  laufen. 

leicht  sieht  man  endlich,  dass  fi'sr  alle  Ebenen, 

dche  mit  der  Hauptebene  gleiche  Winkel  machen, 

m  Moment  der  Projection  von  gleicher  Grösse  ist. 

%.  56. 

Alle  die  vorigen  Sätze  kann  man  auch  rein  geo- 
•traeh  ausdrücken,  indem  man  dem  Systeme  der 
ein  System  begrenzter  Flächen,  die  in  verschie- 
Ebenen  liegen,  und  dem  Momente  der  Projection 
d  «ine  beliebige  Ebene  die  Summe  der  Projectionen 
w  Flächen  auf  dieselbe  Ebene  substituirt.  Wenn  dem- 
▼ob  einem  solchen  Systeme  von  Flächen  die  drei 
en  Summen  ihrer  Projectionen  auf  drei  Ebe- 
■t  die  rieh  nur  in  einem  Punkte  schneiden,  einzeln  null 
■d,  so  nt  es  auch  die  Summe  ihrer  Projectionen  auf 
im  vierte  Ebene.  Ist  aber  diese  Summe  für  keine, 
Im  doch  nicht  für  jedfe  der  drei  Ebenen  null,  so  lässt 
■h  immer  eine  Ebene  angeben,  die  mit  den  Ebenen 
m  Systems  bestimmte  Winkel. macht,  die  Hauptebene 
m  Systems,  und  in  dieser  Ebene  eine  Fläche  von  be-A 
m  Inhalte,  die  resultirende  Fläche,  so  dass  die 
der  Projectionen  der  gegebenen  Flächen  auf 
Ebene  der  Projection  der  resultirenden  Fläche 
ist j  dass  daher,  wenn  nur  rechtwinklige  Pro- 
zugelassen werden,  die  Summe  der  Projectio- 
■  aaf  die  Hauptebene  die  grtisste  unter  allen  und 
m  resultirenden  Fläche  selbst  gleich  ist;  u.  s.  w. 
Da  endlich  ein  System  von  Kräften,  welche  durch 


i 
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die  Seiten  eines  Vielecks  vorgestellt  werden ,  sich  auch 
dann,  wenn  da«  Violouk  kein  ebenes  Ist,  auf  ein  Fear 
redneirt  (§.  55.  a.),  so  kann  man  die  eben  aufgestelltes 
geometrischen  Sätze  noch  mehr  verallgemeinern,  indem  u 
man,  statt  in  Ebenen  enthaltener  Flächen,  nicht  ebene 
Vielecke,  oder  selbst  in  sich  zurücklaufende  Corvea 
von  doppelter  Krümmung  setzt  So  muss  es  s.  B.  fitar  * 
jede  Curve  dieser  Art  eine  Hauptebene  geben  von  der 
Beschaffenheit,  dass  wenn  man  die  Curve  durch  Paral- ' 
lelen  mit  dieser  Ebene  auf  irgend  eine  andere  damit 
nicht  parallele  Ebene  projicirt,  der  Inhalt  der  Projeotion 
=c=0  ist.  Diese  Projeotion  muss  folglich  eine  in  sieh 
zurücklaufende  und  dabei  sich  selbst  ein  oder  mehrere 
Haie  schneidende  Curve  aeyn.    VergL  §.  45.  3. 

Zusatz.  Besteht  das  System  aus  begrenzten 
Ebenen,  so  kann  man  zufolge  des  §.  52.  unter  die  BW 
gensobaften  der  Hauptebene  noch  die  setzen,  dass, 
wenn  man  alle  Ebenen  des  Systems  nnd  die  Hauptebeae 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  lässt,  die  Summe 
der  Pyramiden,  welche  irgend  einen  Punkt  aar  gemein» 
schaftliohen  Spitze  nnd  die  begrenzten  Ebenen  zn  Grund- 
flächen haben ,  der  Pyramide  gleich  ist,  welche  dieselbe 
Spitze  und  die  resnltirende  Fläche  in  der  Hauptebene  ' 
zur  Grundfläche  hat« 

Diese  Gleichung  zwischen  Pyramiden  findet  selbst 
dann  noch  statt,  wenn  die  Ebenen  des  Systems  sieh 
nicht  in  einem  Punkte  schneiden, .  sondern  irgend  andere 
bestimmte  Lagen  haben.  Die  Hauptebene,  —  wenn 
anders  eine  selche  existirt,  nnd  wenn  nicht,  wieesanch 
geschehen  kann,  die  Summe  der  Pyramiden  über  den 
Flächen  des  Systems  für  jeden  Ort  der  gemeinschaft- 
lichen Spitze  von  gleicher  Grösse  ist,  —  hat  dann  eben- 
falls eine  vollkommen  bestimmte  Lage. 


Von  hrafteptaren  im  Räume 


Dieier  letztere  Satz  kann  aus  dein  vorhergehenden 
:iitrrr  mit  feint  des  Lohnsatzes  erwiesen  werden,  dass  die 
«Summe  zweier  Pyramiden  über  zwei  einander 
,  parallelen  uud  ihrem  Sinne  nach  entgegenge- 
b  Flächen  für  alleOcrter  ihrer  gemeinschaftlichen 
Spitze  eoiuttaat  ist.  Doch  hat  dieser  Lebnsutz  eben  so 
■—ig,  al*  der  damit  erweisbare  Satz  selbst,  einen  ihm 
i*  der  Statik  vollkommen  entsprechenden. 


Fünftes  Kapitel. 

Tom  Oleichgewichte   zwischen  Kräften  im 

Baume  Oberhaupt. 

«.  57. 

Styta  Aß,  CD,  EF,...  mehrere  auf  einen  festen 
Kltnnr  nach  beliebigen  Richtungen  im  Räume  wirkende 
Krähe.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  X  des  Körpers 
lege  »an  AB",  CHT,  Bf",...  resp.  mit^ß,  CD,... 
gl  «iah,  parallel  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen, 
m  ist,  wie  in  %.  32.,  das  System  der  Kräfte  Aß, 
CD,...  weiches  S  hetsse,  gleichwirkend  mit  dem 
Systeme  V  der  einfachen  durch  iV  gehenden  Kräfte 
ITA',  HfC,  ...  und  dem  Systeme  W  der  Paare  Aß, 
-flf;  CD,  CD1;...  und  es  können  nun,  wie  a.a.O., 
«cht  mehr  als  folgende  vier  Fälle  eintreten!  dass  ent- 
weder jedes  der  beiden  Systeme  V  und  W  für  sich, 
•4er  Bor  das  System  V,  oder  nur  ff,  oder  keines  von 
seiden  im  Gleichgewichte  ist;  und  dass  daher  das 
1)1—1  &  seihst  entweder  im  Gleichgewichte  ist,  oder 
«an  auf  ein  Paar  «c  ($.51.  A.),  oder  auf  eine  einfache 
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Kraft  v ,  oder  auf  ein  Paar  w  und  eine  einfache  Kraft 
v  zugleich  reducirt. 

Letzterer  Fall,  welohes  der  allgemeinste  ißt,  macht 
nooh  eine  Erörterung  nothwendig.  Liegt  nämlich  t>  ia  J 
der  Ebene  von  «0,  so  lassen  sich  beide  auf  eine  eis»  j 
fache  Kraft,  wie  im  zweiten  Falle,  zurückbringen.  1 
Dasselbe  gilt  auch  dann,  wenn  v  mit  der  Ebene  von  <*•.] 
parallel  läuft;  denn  man  hat.  nur  das  Paar  w  parallel  ■* 
mit  sich  fortzuführen  (§.50.),  bis  es  mit  v  in  dieselbe  1 
Ebene  kömmt,  und  kann  es  hierauf  mit  vy  wie  vorhin,  ^ 
▼ereinigen.  j 

Schneidet  aber  v  die  Ebene  von  w,  so  lassen  siel» 
die  eine  Kraft  v  und  die  zwei  Kräfte  von  w  zwar  nicht  1 
auf  eine,  aber  doch  immer  auf  zwei  reduoiren.  Denn  jj 
man  verlege  das  Paar  tu  in  seiner  Ebene  so,  dass  die  1 
eine  seiner  Kräfte  durch  den  Durchschnitt  der  Ebene  .; 
mit  v  geht,  also  v  selbst  schneidet,  und  verbinde  hier- l 
auf  diese  eine  Kraft  mit  v.  Die  Resultante  dieser  Ver-  : 
bindung  und  die  andere  Kraft  des  Paares  w  sind  dam  < 
die  zwei  mit  v  und  w  gleichwirkenden  Kräfte,  die,  wie  ' 
überdie8S  einleuchtet,  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

Eben  so  können  auch  umgekehrt  zwei  Kräfte  r 
und  «>',  welche  nicht  in  einer  Ebene  enthalten  sind, 
immer  in  ein  Paar  und  eine  einfache  Kraft  verwandelt 
werden.  Denn  legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt 
In  der  Richtung  von  v'  zwei  der  v  gleiche,  parallele  und 
einander  entgegengesetzte,  sich  selbst  also  das  Gleich- 
gewicht haltende,  Kräfte,  so  bildet  die  eine  derselben  • 
mit  v  ein  Paar,  und  die  andere  läset  sich  mit  t/  zu 
einer  die  Ebene  des  Paares  schneidenden  Kraft  zusam- 
mensetzen. 

Dat*  aber  zwei  Kräfte,   welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  also  mich  ein  Paar  w  und  eine  die 
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desselben  schneidende  Kraft  vy  nickt  auf  eine 
•e  Kraß  reducirbar  sind,  dass  folglich  dieses 
v  nicht  mit  einer  einzigen  Kraft  tf  ins  Gleich- 
gewicht gebracht  werden  können,  dies  läast  sich  also 
|t  bsveisen.  —    Crcsetzt,  es  wäre  Gleichgewicht  zwischen 
m9  m  und  c/  möglich,  so  kann  erstlich  die  Kraft  t/  mit 
m  nicht  in  einer  Ebene  liegen.     Denn  sie  würde  dann 
r  entweder  im  Gleichgewichte  seyn,  oder  mit  f  ein 
bilden,  oder  sich  mit  v  zu  einer  einfaohen  Kraft . 
mensetzen  lassen.    Alsdann  bliebe  im  ersten  Falle 
znrück,  im  zweiten  Falle  hätte  man  nächst  w  ein 
nicht  in  der  Ebene  von  w  liegendes  Paar,  und 
dritten  nächst  w  noch  eine  einfache  Kraft,   also  in 
der  drei  Fälle  Gleichgewicht.    Setzen  wir  aber 
zweitens,  dass  v  und  v'  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
es  lassen  sie  sich  nach  dem  Vorigen  in  ein  Paar  v/ 
eine   einfaohe  Kraft  umwandeln,  und  es  müsste 
die  letztere  mit  dem  aus  w  und  uf  zusammen- 
Paare  das  Gleichgewicht  halten,  welches 
f    ebenfalls  unmöglich  ist  (§.  18.  Zus.) ;  folglich  u.  s.  w. 

Nach  diesem  Allen  sind  daher  bei  einem  Systeme 

S  Ton  Kräften  im  Räume  vier  Fälle  zu  unterscheiden, 

dasselbe  entweder  im  Gleichgewichte  ist,   oder 

auf  ein  Paar,  oder  auf  eine  einfache  Kraft,  oder 

iwei   nicht   in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte  zu- 

aekbringen  lässt.     Der   erste   dieser  Fälle  tritt  ein, 

veea  Ton  den  Systemen  V  und  W  jedes  für  sich  im 

Gleichgewichte  ist;  der  zweite,  wenn  es  nur  VvsX\  der 

tote,  wenn  es  nur  IV  ist,  oder  wenn  W  sich  auf  ein 

Paar  reducirt,  dessen  Ebene  mit  der  Resultante  von 

V  parallel  geht;  der  vierte,  wenn  weder  V  noch  W 

m  Gleichgewichte  ist,  und  die  Resultante  von  Fund  die 

Ebene  des  resnltirendcn  Paares  von  W  sich  schneiden. 
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Da  mit  diesen  Beziehungen  zwfcoben  V  und  W  ; 
alle  möglichen  Fälle  ersohöpft  sind,  eo  sind  sie  nieht  , 
bloss  die  nothwendigen,  sondern  anch  die  hinfeiehendjp  .:y 
Bedingungen)  unter  welchen  das  System  $  im  QU 
gewichte  ist,  oder  sieh  auf  ein  Paar  reduoirea 
ii.  ß.  w.  und  wir  können  daher  umgekehrt  schul 
Soll  in  dem  Systeme  S  Gleichgewicht  herrschen* 
mnss  von  den  Systemen  S  und  W  jedes  für  «oh 
Gleichgewichte  seyn;  «•  s.  w. 

f  58. 

Das  mit  W  bezeichnete  System  von  Paaren 
gebildet,  indem  dnroh  einen  beliebigen  Punkt  N 
den  Kräften  AB,  CD, .  .  .  des  Systems  S  gleiche 
parallele ,  aber  naoh  entgegengesetzten  Riohtangen 
kende  Kräfte  AB,  &B, .  • .  gelegt  wurden.  Die 
mente  der  Paare  AB,  AB\   CD,   CD',*.., 
denen  W  besteht,  sind  daher  den  Doppelten  der  Drei 
NAB,  NCD, . . .  gleioh.  Zudem  ist  das  System  W 
beschaffen,  dass  die  Ebenen  seiner  Paare  sich  in 
und  demselben  Punkte  N schneiden,  und  man  kann  folg- 
lich anf  dasselbe' den  in  §.42.  erhaltenen  Satz  anwendet» 
Soll  demnach  das  System  S,  mithin  anoh  das  System 
W  (vor*  $.),  im  Gleichgewichte  seyn,  so  mnss  joaem 
Satze  zufolge  die  Summe  der  Pyramiden,  welobe  Um 
Dreiecke  NAB,  NCD,..  zu  Grundflächen  und  einen 
beliebigen  Punkt  M  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  ha- 
ben, d.  i.  die  Summe  der  Pyramiden  MNAB,  MNCD, .  •  • 
also  der  Pyramiden,  welche  SfN  zur  gemeinschaftü» 
eben  Kante  and  AB,  CD, . .  zu  gegenüberstehenden 
Kanten  haben,  irall  seyn;  und  wir  haben  somit  folge*- 

* 

des  Theorem  gefunden  s 

Bmm  €Ue$ckg*wickt0  0me$Sy*t*m  vom  KrqfUm, 
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welche  auf  einen  frei  beweglichen  Körper  nach  be- 
Mamigen  Richtungen  im  Räume  wirken^  ist  die  Summe 
dar  Pyramiden,  welche  eine  gemeimchafttiche  Kante 
uum  beliebiger  Lage  und  Länge,  und  die  Kräfte 
amlbet,  ihrer  Richtung  und  Intetuitüt  nach,  durch 
marode  Linien  vorgeitetlt,  Kit  gegenüber  »leitenden 
Kanten  haben ,  immer  gleich  null. 

Was  ili«  Vorzeichen  dieser  Pyramiden  anlangt,  so 
nebtet  sieh  jedes,  i.  B.  das  Zeichen  von  MiVAlt, 
Mab  dem  Sinn«,  mit  welchem  das  zugehörige  Paar 
AB,  ,/' If  einem  von  ,V  auf  dasselbe  herabsehenden 
«tag«  «recheint  ($.  52.),  oder  auch,  —  weil  jVein  Punkt 
■»  -4"  &  fart,  —  nach  dem  durch  die  Folge  der  Buch- 
staben SAH  ausgedrückten  Sinne  ans  demselben  Ge- 
iohtepuokte.  Man  nehme  daher  die  ltichtung  MN  der 
■•chnftlichen  Kante,  als  die  Richtung  vom  Kopfe 
du  Fliesen,  und  bestimme  dos  Zeichen  jeder 
Pyramide,  nachdem  die  Richtung  AB  der  gegenüber- 
hecendt-n  Kante  dem  ihr  zugewendeten  Auge  nnoh 
mit*  oder  nach  links  gehend  erscheint;  oder,  was  auf 
■aoMlbe  hinauskommt :  man  denke  sich  den  Körper, 
tat  «eichen  die  Kräfte  wirken,  an  ,V,V,  als  einer  Axe, 
■efaetigt,  and  gebe  dann  je  zwei  Pyramiden  einerlei 
BBBr  entgegengesetzte  Zeichen,  Jen  achtle  rn  die  Kräfte, 
««•ehe  durch  die  gegenüberliegenden  Kanten  vorge- 
den  Körper  um  MN  nach  einerlei  oder 
len  Seiten  zu  drehen  streben. 


1  = 
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Beim  Oleichgewichte  eines  in  einer  Ebene  enthal- 
tene« Systems  tou  Kräften  war  die  Summe  der  Dreiecke, 
«■lobe  irgend  einen  Punkt  M  der  Ebene  zur  gemein- 
tjjjaftUtnea  Spitze  und  die  Kräfte  zu  gegenüberliegenden 
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Seiten  hatten ,  =  0.    Was  biso  dort  ein  einfacher  Paukt 
M  war,  'geht  hier,  wo  die  Kräfte  nicht  mehr  in  der» 
selben  Ebftne  liegen,  in  eine  gerade  Linie  MN  über, 
und  die  dortigen  Dreiecke  MAB^ . .  •  verwandeln  sieh  J 
damit  in  dreiseitige  Pyramiden  MNA lif, . . .    So  wi|^1 
nun  in  jenem  einfachem  Falle  die  Doppelten  der  Drei-  1 
ecke  MAB, ... ,  oder  die  Parallelogramme,  zudene*  \ 
sie  sich  ergänzen  lassen,  die  Momente  der  Kräfte  ABym.  j 
in  Bezug  auf  den  Punkt  M  Wessen,  so  wollen  wir  aaf  j 
analoge  Weise  die  Sechsfachen  der  Pyramiden  MNABy .  • «  l 
oder  die  Parallelepipeda,  welohe  MN  und  AB>  u.  s.  w.^  j 
zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben,  jedes  derselbeaa 
mit  dem  ihm  nach  der  Regel  des  vorigen  $•  zukommen**? 
den   Zeichen  genommen,   die  Momente   der  Kräfte  j 
AB,.,  in  Bezug  auf  die  Gerade  oder  Axe  MJV  nem^-j 
nen.    Die  Summe  der  Momente  aller  Kräfte  des  Systeme  : 
in  Bezug  auf" dieselbe  Axe  soll,  eben  so  wie  bei  Sy* 
stemen  in  Ebenen,  das  Moment  des  Systems  selbst   ; 
rücksichtlioh  dieser  Axe  heissen.  —    Der  Satz  des  vo* 
rigen  $.  lautet  damit  also: 

Ist  ein  System  von  Kräften  im  Räume  im  Gleich* 
gewichte ,  so  ist  für  jede  beliebige  Axe  das  Moment 
des  Systems  null;  woraus  nach  der  schon  in  $•  33.  an*    , 
gewendeten  Schlussart  weiter  folgt: 

Gleichwirkende  Systeme  haben  in  Bezug  auf  eine    ( 
und  dieselbe  beliebige  Axe  einander  gleiche  Momente*    y 

Zusatz.    Eine  der  Flüchen  des  Parallelepipedums,    ^ 
von   welohem   MN  und  AB  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  sind,  ist  das  Parallelogramm,  welches  MN  und 
eine  von  M  ausgehende,  der  A  B  gleiche  und  parallele 
Gerade  zu  anstossenden  Seiten  hat.    Der  Inhalt  dieses    , 
Parallelogramms  ist  =  MN.AB.sin(MNAAB).    B*    ' 
trachten  wir  dasselbe  als  Grundfläche  des 


V-.in  K/afteu  im  Raunio  überhaupt. 

so  ist  die  Iliiho  des  letztem  gleich  dein  von 
tonn  Punkte  der  AB  auf  die  Grundfläche  gefüllten 
Perpendikel,  d.  i.  dem  kürzesten  Abstände  der  AB 
tm  -W.V.  Der  Inhalt  des  Parallelepipedums  MX  AB, 
•der  der  numerische  Werth  des  Moments  der  Kraft 
AB  tn  Bezug  auf  die  Axe  MX,  ist  daher,  wenn  wir 
aecb  die  Lange  der  Axe  =1  setzen,  gleich  dem  Pro- 
aoet  ans  der  Kraft  in  den  kürzesten  Abstand  ihrer 
Richtung  von  der  Axe  und  in  den  Sinus  des  Winkels 
dir« lt  Richtung  mit  der  Axe. 

Hiermit  stimmt  uueh,  nie  man  leicht  wahrnimmt, 
die  gewöhnliche  Definition  des  Moments  einer  Kraft  in 
Bezug  auf  eine  Axe  vollkommen  übereiu.  Denn  nach 
dieser  Definition  wird  das  Moment  erbalten,  wenn  man 
die  Kraft  auf  eine  die  Axe  rechtwinklig  schneidende 
Ebene  rechtwinklig  projicirt  und  diese  Projootion  (=der 
Kraft,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels  ihrer 
Richtung  mit  der  Axe,)  in  den  Abstand  der  Protection 
ran  der  Axe  (=  dem  kürzesten  Abstände  der  Kraft 
ran  der  Axe)  multiplicirt. 

L'cbrigeiis  soll  in  dem  Folgenden,  so  lauge  es  nur 
aaf  da«  gegenseitige  Verhältnis«  der  Momente,  nicht 
aaf  ihre  absoluten  Werthe,  ankommt,  grösserer  Kürze 
«Ölen  die  Pyramide  MS  AB  selbst,  nicht  ihr  Sechsfa- 
che« oder  das  Pnnillelepipcduirj,  welches  mit  ihr  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  geinein  hat,  als  das  Moment 
ttaj  AB  in  Bezug  auf  MX  genommen  werden. 

f  60. 

Von  einer  einzigen  Kraft  AB  ist  das  Moment  in 
Bezog  auf  die  Axe  MX,  oder  die  Pyramide  MNAB, 
ann  null,   wenn    MX  mit  AB   in   einerlei  libene 
Elien  M  iat  von  zwei  Kräften  AB,  CD,  deren 


» 
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Richtungen  nicht  zusammenfallen,  die  Summe  der  Mo-  * 
mente  nfcht  für  jede  Axe  null.    Legt  man  *.  B.  die 
Axe  so,   dass  eie  mit  AB$   nicht  aber  zugleich   mit 
CD,  in  einer  Ebene  liegt,,  so  ist  nur  von  AB,  aber   i 
nicht  yon  CD  das  Moment  null,  also  auch  nioht  dfe  • 
Summe  der  Momente  null0).  \ 


*■ 


Ist  demnach  ein  System  von  Kräften  nieht  im  Gleich-    ; 
gewichte,  sondern   gleich  wirkend  mit  einer  einfachen 
Kraft9  oder  mit  einem  Paare,  oder  mit  zwei  nioht  in 
einer  Ebene  enthaltenen  Kräften  ($.  57.),  so  ist  nach    ■ 
vorigem  §.  das  Moment    des  Systems  dem  Momente    ■ 
dieser  einen  oder  zwei  resültirenden  Kräfte  gleioh,  un4  1 
daher  nicht  fiir  jede  Axe  null.    Da  also,  je  nachdem 
zwischen    den   Kräften   eines    Systems   Gleichgewicht 
herrscht,  oder  nicht,  das  Moment  des  Systems  für  jede,  " 
oder  nicht  fiir  jede  Axe  null  ist,  so  gelten  die  Sätze 
des  vorigen  §.  auch  umgekehrt,  nämlich: 

Ist  das  Moment  eines  Systems  van  Krq/ten  im 
Räume  für.  jede  beliebige  Axe  null,  so  Aalten  sich  die 
Kräfte  das  Gleichgewicht}  und  wenn  die  Momente 
zweier  Systeme  für  jede  beliebige  Axe,  auf  welche 
sie  gemeinschaftlich  bezogen  werden,  einander  gleich 
smdy  so  sind  die  Systeme  gleichwirkend. 


•)  Liegen  drei  Kräfte  nicht  in  einer  Ebene,  so  schneidet 
jede  Axe,  welche  zweien  derselben  begegnet,  euch  die  dritte.  Für  eise  ' 
Axe,  welche  blos  zwei  derselben  trifft,  ist  aber  das  Moment  euer  diel 
Kräfte  gleich  dem  Momente  der  nicht  getroffenen  dritten,  also  nieht 
nuU.  Drei  Kräfte,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  können  sieh  folg- 
lich nicht  das  Gleichgewicht  halten,  nnd  zwei  Kräfte,  die  nicht  In 
einer  Ebene  enthalten  sind,  können  nicht  auf  eine  einzige  Kraft  redocbt 
werden«  Dasselbe  ist  schon  Im  §.  57.,  jedoch  auf  eine  weniger  ein- 
fache  Art,  bewiesen  worden. 


$-  6L 

Die  Bedin guug ,  dass  Jas  Moment  des  Systems  für 
jede  Axe  null  ist,  d.  b.  dass  die  Summe  der  Pyramiden, 
welche  eine  gemeinschaftliche  Kante  und  die  Kräfte 
•elbct  xu  gegenüberliegenden  Kauten  haben,  für  jede 
L«i:c  der  gemeinschaftlichen  Kante  sieb  auf  Null  rc- 
dbeirt,  ist  demuaoh  bei  Kräften,  die  auf  einen  frei 
beweglichen  Körper  wirken,  die  für  alle  möglichen 
Richtungen  der  Krüfle  geltende  Bedingung  des  Gleich- 
rr»iclits,  das  oberste  Priucip  dieses  Gleichgewichts. 
Aas  ihni  diübscu  sich  daher  die  im  Früheren  erhaltenen 
Bedingungen  für  die  speoiellen  Fälle,  wenn  die  Kräfte 
n  einer  und  denselben  Ebene  liegen,  oder  ihre  Richtun- 
gen in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen,  rückwärts  ah- 
loten  lassen. 

In  der  Tbat,  sind  die  Kräfte  AB,  CD,...  in 
«oer  Ebene  enthalten,  so  werden  die  Pyramiden  MNAB, 
MX  CD,...,  wenn  man  den  willkührlichen  Punkt  \ 
•ad  damit  die  Dreiecke  NAB,  NCD, ...  in  der  Ebene 
•ahW  nimmt,  diesen  Dreiecken  proportional,  und  es 
■tu  folglich  beim  Gleichgewichte  die  Summe  dieser 
Dreiecke  null  aeyn.  Fallen  aber  die  Kräfte  in  eine 
rjaxife  Gerade,  so  sind  die  Dreiecke  NAB,  NCD,.. 
ekicbfalls  in  einer  Ebene  eutbnlten,  und  ihnen  niobt 
aar  die  Pyramiden  MNAB,. .. ,  sondern  auch  die 
KnLfte  AB,...,  also  auch  die  Kräfte  den  Pyramiden 
proportional ,  daher  in  diesem  Falle  zum  Gleichgewichte 
aar  erfordert  wird,   dass  die  Summe  der  Kräfte  selbst 


f   62. 

Wh-  wollen  nunmehr  die  auf  einen  Körper  wirken- 
i   Kräfte,   indem   wir  sie  auf  ein  beliebiges  Coordi- 


% 
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natensystem  bezieben ,  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  • 
dureh  Zahlen  ausgedruckt  annehmen  und  die  Relation«  j 
zu  bestimmen  suchen ,  die  zwischen  diesen  Zahlen  heia  < 
Gleichgewichte  statt  finden  müssen.  •  i 

Seyen  daher,  in  Bezug  auf  ein  System  dreier  sich  j 
unter  beliebigen  Winkeln  schneidenden  Coordinatenaxc«,  "1 
von  einer,  duroh  ihre  Richtung  und  Länge  die  Riefe  ■ 
tung  und  Intensität  einer  Kraft  ausdrückenden,  Gera-  ' 
den  AB  die  Coordinaten  ihrer  Endpunkte  A  und  B  - 
respectiv 

x9  y ,  *  und  x  +  X9  y  +  F,  %  +  Z. 

Hierbei  sind  also  xy  y>  %  die  Coordinaten  eine«  A 
beliebigen  Punktes  in  der  Richtung  der  Kraft,  weloher 
Punkt  naoh  der  gewöhnlichen  Art  duroh  (x9  y,  z)  aoa» 
gedrückt  werde.  ,X9  Y,  Z  aber  sind  die  Projectionca 
der  auf  analoge  Weise  mit  (JE,  Y,  Z)  zu  bezeichnen-  * 
den  Kraft  AB  auf  die  drei  Coordinatenaze%    Durch 
diese  Projectionen ,   die   sich  ihrer  Grösse  nach  nicht 
{Ludern,  wenn  AB  parallel  mit  ßich  fortgeführt  wird, 
werden  die  Grösse  und  die  Winkel  Ton  AB  mit  de* 
Coordinatenaxen  bestimmt,   so  dass  (mX,  mY9  mT) 
eine*Kraft  vorstellt,  die  mit  der  Kraft  (JT,  F,  Z)  zu- 
sammenfällt oder  parallel*  ist  und  sich  zu  ihr,  wie  *) 
zu  1,  verhält  j  also  mit  ihr  im  Gleichgewichte  ist,  od« 
ein  Paar  bildet,  wenn  m  =  — i  ist  —     Das  Symbol 
einer  in  der  Ebene  der  x9  y,  oder  mit  ihr  parallel  wir-  % 
kenden  Kraft  ist  {X,  Y,  0),   so  wie  (0,  0,  Z)  das  % 
Symbol  einer  Kraft,  deren  Richtung  in  die  Aze  der  s 
fällt,  oder  mit  ihr  parallel  ist;  u.  s.  w. 

Setzen  wir  nooh  von  der  Aze  MJV9  worauf  die 
Kraft  AB  bezogen  werden  soll,  die  Coordinaten  dar  ~ 
Endpunkte  M  und  N  resp. 

/,  g,  h  und  f+F,  g+  6,  A  +  M, 
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m  Mt  jetzt  der  Inhalt  der  durch  die  Coordmaten  ihrer 
Ecken  gegebenen  Pyramide  MNA  B,  als  dae  Moment 
Mi  AB  fiir  jWA",  zu  entwickeln.  Nun  könnte  zwar 
der  Ausdruck  dieses  Inhaltes,  als  bekannt  genug  aus 
dos  Kiementen  der  analytischen  Geometrie,  vorausge- 
setzt werden.  Indessen  will  ich  eine  Entwiokelung  dieses 
%— druckt  hier  noch  mittheilen,  die,  analog  der  Eu  §.  34. 
oh)  %.  35-  gegebenen  Entwickelung  fiir  eine  Dreicks- 
A&obe,  auf  die  Statik  selbst  gegründet  ist,  und  die 
wegen  des  einfachen  Aufschlusses,  den  sie  über  die 
Bedeutung  und  den  Zusammenhang  der  einzelnen  Glie> 
4er  de*  Ausdrucks  giebt,  einiger  Aufmerksamkeit  nicht 
mjt  dürfte. 


*.  63. 

Lohnsätze  über  die  Pyramide.  1.  Um  über 
das  dem  Aisdrucke  ABCD  einer  Pyramide  zukom- 
■e»de  Zeichen  zu  urtheilen,  hat  man,  der  in  §.58. 
gegebenen  Vorschrift  gemäss,  den  Kopf  nach  der  im 
Ausdrucke  zuerst  gesetzten  Ecke  A  und  die  Füsse  nach 
der  zweiten  //  zu  bringen,  und  wenn  nun,  die  Augen 
naci)  CD  gewendet,  die  Richtung  von  C  nach  D  von 
•er  rechten  nach  der  linken  Iland  geht,  und  die  Rich- 
tnur  naeb  links  jedesmal  fiir  die  positive  genommen 
wird,  so  hat  ABCD  das  positive  Zeichen. 

Der  Ausdruck  ABDC  derselben  Pyramide  wird 
•aber  negativ  sern. 

Eben  so  wird  auch  der  Ausdruck  ACBD  einen 
■egaümn  Wertli  haben.  Denn  lüsst  man  den  Kopf  in 
J,  bringt  aber  die  Fusso  nach  C ,  so  leuchtet  ein,  dass 
«am  die  Richtung  von  B  nach  D  rechts  gehend  er. 
■sbeioea  wird. 

Endb'cb  wird  auch  der  Ausdruck  BACD  negativ 
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seyn.  Denn  bringt  man  seinen  Körper  in  eine,  der  im 
ersten  Falle  statt  habenden  entgegengesetzte,  Lage» 
so  dass  der  Kopf  nach  B  und  die  Fiisse  nach  A  kom- 
men, so  wird  auch  die  Richtung  CD  der  dortigen  ent» 
gegengesetzt,  also  naoh  rechts  gehend,  erscheinen» 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  drei  Versetzungen 
ABDfiy  ACBD,  BACD,  welche  sich  ergeben/ 
wenn  man  in  ABCD  je  zwei  neben  einander  stehende 
Buchstaben  gegenseitig  vertauscht,  von  ABCD  das 
entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Da  nun  durch  fort- 
gesetztes Vertauschen  je  zweier  neben  einander  stehen- 
der Elemente  nach  und  nach  alle  die  24  Permutationen, 
welche  sich  aus  4  Elementen  bilden  lassen,  erhalten 
werden  können,  so  wird  man  hiermit  von  allen  durch 
diese  Permutationen  ausgedrückten  Pyramiden  die  Vor» 
zeichen  anzugeben  im  Stande  seyn.  Ist  nämlich  ABCD, 
wie  vorhin,  positiv,  so  ist  ACBD  negativ,  CA  BD 
positiv,  CADB  negativ,  CD  AB  positiv,  u.  s.  w. 

2.  Habe  die  Pyramide  ABCD  gegen  ein  System 
dreier  ooordinirter  Axen  der  x,  y ,  *  eine  solohe  Lage, 
dass  A  in  den  Anfangspunkt  oder  den  gemeinschaftli- 
chen Durchschnitt  der  Axen,  und  By  C>  D  resp.  in 
die  Axen  der  x,  y,  *  fallen.  Den  Winkel  der  Axe  der 
y  mit  der  Axe  der  x  setze  man  =  a,  und  den  Winkel 
der  Axe  der  %  mit  der  Ebene  der  x9  y,  =ß.  Alsdann 
ist,  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeiohen,  der  Inhalt  des 
Dreiecks  ABC  =  ±AB.AC.aina>  der  Abstand  den 
D  von  der  Ebene  dieses  Dreiecks  =AD.mnß9  und 
daher  der  Inhalt  der  Pyramide  ABCD 

=  ir.AB.AC.AD  =  n9  wo  rssinasin/?. 

Wir  wollen  nun  für  jeden  der  beiden  Winkel  o  und 
ß  den  Sinn  der  Drehqng,  wodurch  er  bestimmt  wird, 
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m  annehmen,  tlaes  jeder  von  ihnen  kleiner  als  180% 
a»i  folglich  r  positiv  wird.  Indem  wir  ferner  den  Kopf 
nach  A  und  die  Fiiiae  nach  B  bringen,  wollen  wir  die- 
jenige Richtung  (nach  rechts,  oder  links)  als  die  posi- 
tire  Beben,  welche  CD  bat,  weun  //,  C,  D  von  A 
nach  den  pmtiliven  Seilen  der  Axcu  der  *,  y,  x  zu 
Segen,  Da  nun  alsdann  jeder  der  drei  Abschnitte  AIS, 
J(\  AD  positiv  iat,  so  stimmen  in  diesem  Falle  der 
AoMlniok  ABCD  und  sein  numerischer  Werth  7/ dem 
Zeichen  nach  iibercin.  Es  erhellet  aber  durch  unmit- 
telbare Anschauung ,  dass  jedesmal ,  wenu  eiue  der 
Ecken  B,  C,  I)  von  der  positiven  Seite  der  Axe,  worin 
sie  liegt,  durch  A  in  die  negative  übertritt,  der  Aus- 
druck ABC D  einen  Zeicheuweohsel  erleidet;  zugleich 
aber  «Ädert  damit  auch  der  zugehörige  Factor  von  11 
••in  Zeichen.  Mitbin  wird,  unter  den  gemachte»  Vor- 
aaseeUungeu,  in  jedem  Falle  nicht  allem  dem  absoluten 
Wertbc,  sondern  auch  dem  Zeichen  nach,  durch  das 
Predact  II  der  Inhalt  der  Pyramide  ABCD  ausgedrückt. 
3.  Von  zwei  auf  einen  Punkt  O  (Fig.  23.)  wirken- 
den Kräften  Ol',  OQ  ist  die  Resultante  die  Diagonale 
OS  «es  ans  den  Kräften  eonstrnirten  Parallelogramms. 
Dia  Renitente  von  OS  und  einer  dritten  auf  O  gerich- 
tetes Kraft  OB,  oder  die  Resultante  von  OP,  OQ, 
OB,  ist  die  Diagonale  OT  des  aus  OS  und  OB  cou- 
itruirlro  Parallelogramms,  d.  i.  die  Diagonale  des  aus 
©/*,  OQ,  OB  eoustruirten  Paralleleptpedums,  voraus- 
gesetzt ,  das«  die  drei  Kräfte  nicht  in  einer  Ebene 
lagen.  So  wie  also  xwei  sieb  schneidend«  Kräfte  mit 
Hälfe  eine«  Parallelogramms,  bo  lassen  sich  «drei  auf 
eiaea  Punkt  wirkende  Kräfte  durch  Constructiou  eines 
Parallelcpipedunis  zusammensetzen. 

Verbinden    wir   damit   den    Satt  (*.  59.)  von   der 


I 
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Gleichheit  der  Momente  hei  gleichwirkenden  Systemen 
von  Kräften,  so  kommt  in  Bezug  anf  die  Axe  MNi 

MNOF+  MJVOQ  +  MNOR  =  3tN0  T. 

Dies  giebt  uns  folgendes,  dem  in  §.  34.  aufgestellt©« 
Satze  analoge,  Theorem: 

Die  algebraische  Summe  dreier  Pyramiden,  weicht 
eine  gemeinschaftliche  Kante  MN  haben,  und  deren 
'gegenüberliegende  Kanten  von  einer  gemeinsohaft* 
liehen  Ecke  O  ausgehen,  ist  gleich  einer  Pyramide, 
welche  dieselbe  Kante  MN  hat,  und  deren  gegen- 
überliegende Kante  die  von  der  Ecke  O  ausgehende 
Diagonale  des  aus  erstem  drei  gegenüberliegende^ 
Kanten  oonstruirten  Parallelepipedums  ist 

Auch  lässt  sich  dieser  Satz  noch  folgendergestalt 
ausdrücken  s  Legt  man  durch  eine  Ecke  O  einer  Py- 
ramide  MNO  T  drei  nicht  in  einer  Ebene  enthalten* 
Axen  und  projicirt  auf  jede  derselben  eine  der  andern 
Ecken,  T,  durch  eine  Gerade,  welohe  mit  der  Ebene 
der  beiden  Axen,  auf  welche  nicht  projicirt  wird,  jedes- 
mal parallel  ist,  so  ist  die  Pyramide  HI  NOT  der 
Summe  der  drei  Pyramiden  gleioh,  die  hervorgehen, 
wenn  man  in  dem  Ausdrucke  der  erstem  für  die  Ecke 
T  nach  und  nach  ihre  drei  Projectionen  (P>  Q9  Ä)  * 
setzt  —  Uebrigens  sieht  man  von  selbst,  dass  hierbei 
OP,  0  g,  OB  die  Coordinaten  von  T  in  Bezug  anf 
das  durch  O  gelegte  Agensystem  sind. 

f.  6#. 

Aufgabe.    Den  Inhalt  einer  Pyramide  BIN  AB 
durch  die  Coordinaten  ihrer  Ecken  auszudrücken. 

Auflösung,    Man  lege  durch  üf,  ab  den  Anfangs- 
punkt des  Coordinatensy sterns ,  die  Axen  der  x,  y,  * 
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neue  JVX>  NtJ  JV9  die  Projectionen  von  N  auf 
Axen  durch  Linien,  welche  resp.  mit  den  Ebenen 
yxy  %x%  xy  parallel  sind;  auf  gleiche  Art  seyen 
Ax9  u4%y  A%  die  Projectionen  von  ^4,  und  Bx,  B%J  B9 
Projectionen  Ton  B  auf  die  Axen«    Alsdann  ist  dem 
erwiesenen  Satze  zufolge: 

(•)-.MNAB=,MNvAB+MNxAB  +  MNxAB, 

mi  eben  so 

(f)..^JtlNtAB=M,V1AlB+M,\lAxB+  MN^B. 

In  (6)  ist  aber  das  erste  Glied  rechter  Hand  =0, 
Nx  und  Ax  mit  M  in  einer  Geraden,  in  der  Axe 
rf  Hegen.    Das  zweite  Glied  ist 

Mßr^A%B=MN%A1Bt+JirJVtAtBt+]UJVxA1Bs 
=  MNxAtB9, 

wmäßTäy  B%  in  der  Axe  der  x  und  At ,  Bt  in  der  Axe  der 
f  fcegen,  und  daher  MNX  A% Bt  sowohl,  81bJMJVxA2Bx9 
=  0  ist.     Gleicherweise  findet  sich  das  dritte  Glied 

MNMA9B=ßtNAA9Bt, 
Hgfjnh 

.     MNXAB=*MNXA%B%  +  MNXA%B„    ' 


MN%AB=MNXA%BX  +  MN%AXB%9 
MN%AB=*MN%A%B^  +  &N%A%BX. 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  kommt 

Hand:  MNAB9  zufolge  der  Gleichung  (a),  und 

i  erhält,  wenn  man  in  den  Ausdrucken  zur  Rechten 

Bach staben  so  versetzt,  dass  die  Indiocs  stets  in 

Ordnung  1,  2,  3  auf  einander  folgen,  dass  also 

drei  letzten  Ecken  jeder  Pyramide  der  Reihe  nach 

Axen  der  x>  y,  z  liegen,  und  wenn  man  dabei 
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die  durch  die  Versetzungen  nöthig  werdenden  Zeich* 
weohsel  nach  f.  63.  1.  gehörig  beobachtet: 

MNAB=*MNXAXB%+MBXNXA%+MAXB2N% 
—  MNXB2A%^MAXN%B%^MBXA2N%. 

Nun  wird  naeh  §.  63.  2. ,  wenn  man  die  Coordinateo  \ 

von  N\  MNt  =  nx ,  MNX  =  n2 ,  MNt  =n% ,  \ 

von  A :  J!f -4 1  =  at ,   MA2  =  aa ,  üf^f ,  =  <*, ,  ' 

von  A  MBx=bxy  MB2  =  629   MB2=b%wtAt     \ 

MN%AiBlz=z\rnxqx6%y  u.  s.  w.,  folglich  .,) 

MWAB=irlnt(oxAs-os62)+n%(aJg-ax6%)     } 

+  n$(ax62—a26x)]i  * 

und  hiermit  ist  unter  der  Annahm?,  dass  M  der  An*  ,• 
fangspunkt  der  Coordinaten  ist,  der  Werth  der  Pyra-  . 
mide  MJYAB,  durch  die  Coordinaten  der  übrigen  Ecken  ; 
ausgedrückt,  gefunden« 

Ist  M  nicht  der  Anfangspunkt,  so  hat  man  nur,  * 
um  diesen   Fall  auf  den  hier  vorausgesetzten  zurück- 
zuführen, die  Coordinaten  jeder  der  übrigen  Ecken  um   i 
die  auf  die  entsprechenden  Axen  sioh  beziehenden  Coor- 
dinaten von  M  zu  vermindern* 

#.65. 

Nach  den  Bezeichnungen ,  welche  in  $•  62.  für  die 
Coordinaten  von  üf,  Ny  A>  B  gewählt  wurden,  sind,   • 
nach  Abzug  derer  von  M ,  die  Coordinaten 

vonN....F,  G>  JB, 

von  A..*.x—f)  y — g9  % — A, 

von  B....x — y+JC,  y—  g+Y9  x—A+Z. 

Substituirt  man  dieselben  für  nx9  #»a,  #»,,  «,,.••  k 
der  zuletzt  erhaltenen  Formel,  so  ergiebt  sich  der  sechs- 
fache Werth  der  Pyramide  MJYAB,  d.  i.  dasMomert 
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aaf  den  Punkt  (jr,y,  x)  wirkenden  Kraft  (X,  Y,  Z) 
m  Besag  auf  eine  Axe,  deren  Bndpnnkte  (f,  g9  h)  und 

~rFH,-g)Z-(,-A)  Y\+rG[(x-h)X-{x-f)Z\ 

+  rH[{x-S)Y-(y-g)X), 

w  da*  Zeichen  r  die  in  §.  63.  2.  angegebene,  von  der 
gegenseitigen1  Lage  derAxen  abhängige  Bedeutung  hat, 
Mi  dieser  infolge  bei  einem  rechtwinkligen  Axen- 
•jrteiB  =1  ist. 

Hieraus  kann  nun  leicht  weiter  das  Moment  eines 
Systems  von  Kräften  in  beliebiger  Anzahl  gefunden 
«erden.  Denn  man  hat  nur  für  jede  Kraft  einzeln  ihr 
t  nach  letzterer  Formel  zu  entwickeln  und  alle 
Momente  zu  addiren.  Sind  daher  (X,  F,  Z)y 
(JT,  F,  ZT),  (JE",  F",  ZT)y...  die  Kräfte  des  Systems 

Punkte  ihrer  Richtungen,  so  ist,  wenn  man  zur 
Abkürzung  die  Summen 

X+X?  +  X"  +  ...  =  ji> 
yZ-*Y+SZ'-xrT+...=*L9 

xx—xZ+*x'—x'Z'+...=]try 

*Y— yX+JT— tfX +  ...=& 

seist,  das  Moment  des  Systems  in  Bezug  auf  die  durch 
/,....//  bestimmte  Axe 

=  rF[L  —  gC+hB\  +r&  [JU  —  AJ+/C\ 

+  rH[N-/B+gJ\. 

$.  66. 

SoD  nun  das  jetzt  betrachtete  System  von  Kräften 
■i  Gleichgewichte   seyn,  so  mnsa  das  Moment  des 
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Systems  für  jede  Lage  der  Axe  JUJV9  also  unabhängig 
v°üS>  f)  A)  ^  G*  B9  nullseyn.  Dies  giebt  folgende 
sechs  nothwendige  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 

jr=rO,  #=*o,  c=o,  .  ;* 

In  der  That  wird,  wenn  man  z.  B.  g>,  Ä,  6?,  /7=0  *i 
setzt,  also  die  Axe  MNvx  der  Axe  der  x  liegend  und 
von  einer  Länge  =/*  annimmt,  das  Moment  des  Systems 
=  rF£t3  und  daher  beim  Gleichgewichte  Zr=0.  Ebea 
so  ist  rGM  oder  rHN  das  Moment  des  Systems, 
wenn  die  Axe  des  Moments  in  die  Axe  der  y  oder  der 
x  fällt  und  von  der  Länge  O  oder  Z7  ist;  also  beim 
Gleichgewwiohte  M=0  und  A"=0.  Setzt  man  aber 
bloss  A,  &,  15F=0,  und  läset  daher  die  Axe  der  Mo» 
mente  in  der  Ebene  der  jr,  y  parallel  mit  der  Axe  der 
x  liegen,  so  wird  das  Moment  =rF{L—gC)>  folg» 
lieh  beim  Gleichgewichte  C  =  0,  weil  dann,  wie  sehen 
erwiesen,  ü  =  0  ist. 

Die  sechs  Bedingungsgleichungen  A>  B>  ... ATsO 
sind  aber  nicht  allein  noth wendig,  sondern  Auch  hin- 
reichend, indem  wenn  sie  erfüllt  werden,  das  Moment 
für  jede  Lage  der  Axe  null  ist  und  damit  Gleichge- 
wicht statt  findet 

Die  drei  ersten  dieser  sechs  Gleichungen  drücken 
aus,  dass  die  Summen  der  Projeotionen  der  Kräfte  auf 
die  Axen  der  x9  der  y  und  der  x  einzeln  null  sind, 
und  die  drei  letzten  bedeuten,  dass  das  Moment  des 
Systems  in  Bezug  auf  jede  dieser  drei  Axen  einzeln 
null  "ist. 

Zusatz.  Werden  die  Richtungen  der  Kräfte  «nee 
Systems  in  die  direet  entgegengesetzten  verwandelt, 
so  gehen  die  sechs  von  den  Intensitäten  und  Richtungen 
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der  Kräfte  abhängigen  Grössen:   A,  B,...N  über  in 

Bezeichnen  ferner  bei  einem  zweiten  auf  dieselben 
Coortlioateunxea  bezogenen  Systeme  von  Kräften,  I', 
ff .  . .  .V  dieselben  Functionen  der  Intensitäten  und 
Richtungen  der  Kräfte,  welche  A,  B,  ...  N  rücksiebt- 
Bch  de*  rorigen  Systems  waren ,  so  sind  dieselben 
Faaetiuiien  ftir  das  aus  beiden  Systemen  zusaintnenge- 
•etite  Sjstemi  A  +  A',.  ..N+N'. 

Ist    folglich    da»    zweite   System    mit    dem    ersten 
sfeicbwtrkrnd,  so  bat  man,  weil  dann  das  zweite  System, 
■achdera  die  Iticblungen  seiner  Kräfte  in  die  entgegen* 
zesetzten   verwandelt  worden,   mit  dem   ersten  verotin- 
te,    im  Gleichgewichte   seyn    muss,   die   sechs  Glei- 
chnngeu:  A  —  A/=0,  ....V—  A"  =  0;  d.  h. 
A  =  A'y  B=B't  C=Cy 
L  =  //,  M  =  Bfy  N=  A" 
»tr,d   die   notwendigen  und   binreiebenden  Iledingungs- 
zlrichHDgen,  unter  deuen  die  zwei  durch  A,  ...  AT  und 
.{,...  .\"    bestimmten  Systeme    von  Kräften  gleiche 
Wirkung  haben. 

».er. 

Der  Weg,  auf  welchem  wir  jetzt  zu  den  Bedingun- 
m  fiir  daa  G  leidige  wicht  zwischen  Kräften  im  Räume 
sind,  ist  ganz  dem  analog,  den  wir  bei  einem 
Ton  Kräften  in  einer  Ebene  befolgten.  So 
rä  dort  die  Bedingungen  sieh  daraus  ergaben,  dass 
Im  Moment  de«  Systems  für  jeden  Punkt  der  Ebene, 
»»anf  m*  bezogen  wurde,  null  seyn  miisstc,  so  fanden 
■ich  hier  die  Bedingungen,  indem  wir  den  allgemeinen 
•aairncfc  des  Moments,  unabhängig  von  den  die  Axe 
•M  Moment*  bestimmenden  Grössen,  null  setzten ;  und 
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eben  so,  ine  die  dortige  Entwicklung  sieh  bloss  auf 
die  Zusammensetzung  in  einer  Ebene  wirkender  Paare  ' 
gründete/  so  wurde  aach  hier  nur  die  Theorie  von  i 
Paaren  Im  Räume  zu  Hülfe  genommen,  so  das«  die  .; 
eine  Entwickelung  von  der  andern  ganz  unabhängig  war«  : 
♦  Indessen  kann  man  auch,  ohne  zuvor  die  Nullität  t 
des  Moments  für  jede  Axe  bewiesen  und  den  allgemci»  3 
nen  Ausdmok  dieses  Moments  entwickelt  zu  haben,  die  'i 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  Systems  im  Raama  * 
aus  denen,  welohe  ffir  4in  System  in  einer  Ebene  gel*  '- 
ten,  leicht  auf  folgende  Weise  herleiten« 

1)  Aus   der  Natur   der  Projectionen  folgt,    dase» 
-wenn  man  eine'  Kraft  P  und  ihre  Projectionen  X,  F$   . 
Z  auf  die  Axen  der  sy  y,  %  parallel  mit  ihren  Rick»    : 
tungen  an  einen  Punkt  O  trägt,  die  von  O  ausgehende    J 
Diagonale  des  Parallelepipedums,   welches  Xy   F,  Z   , 
zu  Kanten  hat,  P  selbst  ist.    Naoh  dem  in  $•  63.  3.  Be- . ; 
merkten  ist  aber  bei  dieser  Lage  von  P,  X,  F,  Z* 
die  erstere  Kraft  die  Resultante  der  drei  letztern,  d*h.t 
die  Kraft  (X,  F,  Z)  ist  gleich  und  parallel  der  Re- 
sultante  von   den  in   den    Coordinatenaxen  wirkenden   '• 
Kräften  X,  F,  Z. 

2)  .Zum  Gleichgewichte  eines  Systems  S  im  Räume   ' 
wird  erfordert,  dass  von  den  zwei  Systemen  V  und  W 
($•  57.)  jedes  für  sioh  im  Gleichgewichte  ist.    Es  besteht 
aber  V  aus  den  parallel  mit  ihren  Richtungen  durch 
einen  Punkt  O  gelegten  Kräften  von  S.    Man  nehme 
nun  für  den  Punkt  O  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
so  wird  die  Kraft  (JT,  F,  Z)  des  Systems  Änaoh  ihrer 
Verlegung  auf  O  gleichwirkend  mit  den  Kräften  X>    k 
F,  Z  in  den  Axen  der  x,  y,  s;  und  dasselbe  gilt  auch   - 
von  den  übrigen  Kräften  (X*,  F',  Z*) , . . .  des  Systems 
S.    Das  aus  der  Verlegung  entstehende  System  V  tat 
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gleichwirkend  mit  den  Kräften  X,  JE", •  •  •  in  der 
Aza  der  jp,  den  Kräften  F,  y, . .  •  in  der  Axe  der  y 
den  Kräften  ^,  &9...  in  der  Axe  der  *.  Soll 
dienern  System  im  Gleichgewichte  seyta,  so  muss 
der  drei  Systeme  Jt,  X\ . . . ;  Y,  P, . . .  $ 
X9  JE,..*  für  sieh  seyn,  nnd  daher,  wenn,  wie  in 
fbf&,  X-t-JT-t-..«s=^f,  o.  s.  w.  gesetzt  wird,  jede 
isr  drei  Summen  j£9  By  C  null  seyn.  Denn  da  zwei 
Kfäfte,  die  nicht  in  einer  Geraden  wirken,  so  wie  drei 
Kräfte,  deren  Riobtnngen  nioht  in  eine  nnd  dieselbe 
fallen,  sioh  nicht  das  Gleichgewicht  halten  kön- 
,  so  würde,  wenn  von  den  drei  Summen  Ay  B,  C 
swei,  oder  eine,  oder  keine,  null  wären,  das  Sy- 

etne  Resultante  haben. 
Die  erste  Bedingung  des  Gleichgewichts  zwischen 
Kräften  im  Baume,  dass  die  Kräfte^  wenn  sie  parallel 
eich  an  einen  und  denselben  Punkt  getragen  wer- 
,  sich  das  Gleichgewicht  halten,  wird  daher  erfüllt, 


^  =  0,  Ä  =  0,  #=0. 
3)  Die  «weite  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des 
Systems  S  ist  das  Gleichgewicht  des  Systems  der  Paare 
W*  Hieran  wird  nach  $.  54.  5.  erfordert,  dass,  wenn 
■an  die  Paare  auf  die  Ebene  der  y*,  %x  und  xy  pro- 
:,  in  jeder  dieser  Ebenen  für  sioh  die  projicir- 
Paare  im  Gleichgewichte  sind.  Das  zu  dem  Sy- 
W  gehörige  Paar,  welches  aus  der  auf  den 
(jr,  y,  x)  wirkenden  Kraft  (X,  Y,  Z)  des  Systems 
8  sad  der  durch  O  gehenden  Kraft  {—X,—Y,—Z) 
Wtfeht,  hat  aber  zu  seiner  Projection  auf  die  Ebene 
*r  xf  ein  Paar,  dessen  Kräfte  (X,  Y)  und  (— -X,  —  Y) 
mf.  aof  die  Punkte  (x,  y)  und  O  gerichtet  sind; 
*i  ron  dienern  Paare  ist  das  Moment  =  dem  Mo- 


i 

i 
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mente  der  Kraft  (X,  Y)  in  Bezog  auf  O  (§.  31.),  ' 
=  (jrF — yX)sina  ($.  37.).  Auf  gleiohe  Weise  ver-  \ 
hält  es  sich  mit  jedem  der  übrigen  Paare  des  Systems  A 
W.  Nach  der  in  $.  65.  angenommenen  Bezeichnung  j 
ist  daher  das  Moment  aller  auf  die  Ebene  der  x9  y 
projicirten  Paare  des  Systems  JV>  siVsina,  und  folg» 
lioh  Gleichgewicht  zwischen  ihnen,  wenn  N=Q  ist 
Eben  so  zeigt  sich,  dass  resp.  Z/  =  0  und  üf=0 
die  Bedingungen  sind,  unter  denen  die  Projectionea  _ 
von  JV  auf  die  Ebenen  der  yx  und  xx  sich  das  Gleich-  | 
gewicht  halten.  Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  j 
des  Systems  JV  sind  demnach :  i 

£  =  0,  üf  =*<>,  Nz=09 

welohe  in  Verbindung  mit  den  drei  vorigen  Gleichungen  ! 

jis=s09  u.  s,  w.  die  Bedingungen   für  das  Gleichge-  j 

wicht  des  Systems  S  vollständig  darstellen.  ! 

Zusatz.    Aus  nr.  2.  dieser  Entwiokelung  sohliessca  . 

wir  noch,  dass,  wenn  die  Kräfte  des  Systeme  Ursprung-  = 

lioh  auf  einen  und  denselben  Punkt  wirken,  die  drei  m 

Gleichungen:  Jf  =  0,  B=0,  C=0,  die  einzigen  zum  * 

Gleichgewichte  erforderlichen  Bedingungen  sind,    und  = 

dass,  wenn  sie  nicht  erfüllt  werden,  das  System  eine  auf  * 
denselben  Punkt  gerichtete  Resultante  (Ay  B>  C)  hat  '" 

f  68. 
Setzt  man  in  den  sechs  Gleichungen  j£9B,.m.  ATaO 
die  Projeotionen  Zy  Z} . .  und  die  Coordinaten  x,  *, . . 
sämmtlioh  =0,   so  werden  die   Gleichungen    C9  L*>  . 
M =  0  identisch,  und  man' erhält  rückwärts 

Jf  =  0,  J?=0,  ^=0,  wie  in  f  38., 

als  die  einzigen  Bedingungen  des  Gleichgewichts  Ar 
den  speciellen  Fall,  wenn  die  Kräfte  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  in  der  Ebene  der  xy  y,  wirken. 


A 
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D»  (A\  r,  0),  ..  und  (x,  y,  0),.,  die  Projectio- 
■m  der  Kräfte  ( A",  1",  Z), . .  und  der  Punkte  {r,  y,  x), . , 
sef  die  Ebene  der  j-,  y  sind,  so  geben  die  drei  Glei- 
thtngen  A,  By  iV=0  noeb  zu  erkennen,  dnss,  wenn 
eia  Sratem  im  Räume  im  Gleichgewicht  ist,  auch  Gleich- 
ce*kbt  zwischen  den  uuf  die  Ebene  der  xy  projicirten 
Kräften  desselben  slatt  findet.  Eben  so  wird  durch 
die  Gleichungen  R,  C,  Z#  =  0  das  Gleichgewicht  der 
Prsjcctioaen  auf  die  Ebene  der  yx,  und  durch  die  Glei- 
•Bsogen  C,  J,  M  =  Q  das  Gleichgewicht  der  Pro- 
jeetionen auf  die  Ebene  der  xx  ausgedrückt.  Wir  fol- 
gern hieraas: 

itt  ein  Syttem  von  Kräften  im  Raums  im  Gleich- 
jetriehte,  so  itt  et  auch  die  Protection  des  Syttemt 
muf  eine  beliebig  gelegte  Ebene.  Itt  über  von  drei 
fri>}*ctionen  eine*  Syttemt  im  Räume  auf  drei  tich 
mar  in  einem  Punkte  tchneidende  Ebenen  jede  Pro- 
jeetion  für  tir/i  im  Gleichgewichte,  to  itt  et  auch 
imt  Syttem  tetbtt  und  mithin  auch  die  Projektion 
imtolbm  auf  Jede  vierte  Ebene, 

Vermöge  der  drei  Gleichungen,  -/,/?,  C  =  0,  gilt 
der  erste  Theil  dieses  Salzes  auch  von  Projeetionen  eines 
SjaUas»  toi  Räume  auf  gerade  Linien,  to  da**,  wenn 
«W  Kräfte  de*  Syttemt  im  Gleichgewichte  tind, 
mmthem  den  auf  eine  beliebige  Gerade  projicirten 
Kräften  ebenfall*  Gleichgewicht  herrtcht.  Wenn 
eher  von  drei  Projeetionen  det  Syttemt  auf  drei 
weil  m  einer  Ebene  liegende  und  nicht  mit  einer 
Ebene  parallele  Gerade  jede  für  tich  im  Gleich»  c- 
•mite  itt,  so  ist  et  auch  die  Protection  auf  jede 
merte  Gerade,  allem  dethalb  noch  nicht  dat  Syttem 


\ 
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f69.  * 

Ist  ein  System  von  Kräften  im  Räume  nicht  int 
Gleichgewichte,  so  lässt  es  sioh  immer  auf  zwei  Kräfte 
zurückbringen ,  die  im  allgemeinern  Falle  nicht  weiter  sn 
vereinige«  sind.  Seien  (Xt9  Yt9  Zx)y  (X2,  Ya9  Zt)*] 
diese  zwei  Kräfte  und  resp.  (xx ,  yk ,  xt)>  (x2 ,  y2 ,  **) 
zwei  Punkte  ihrer  Richtungen.  Um  die  gleiche  Wirkung 
des  Systems  mit  diesen  zwei  Kräften  auszudrücken, 
hat  man  nach  §.  66.  Zusatz  die  von  den  Kräften  de*«' 
Systems  abhängigen  sechs  Grössen  Jf,  B,  .  •  •  ff 
den  eben  so  durch  letztere  zwei  Kräfte  bestimmten  < 
Grössen  gleich  zu  setzen.  Dies  giebt  die  sechs  Glei»  ; 
chungen  *■ 

J  =  Xt+X2,  L=yiZt-x1Yl+y2Z2-x%Y%%  i 
B=Yt  +  Y2,  Jttz=xlXl  —  xtZl+x1X2—xtZt9  <. 
C=Zt+Z29  N=xxYt-ytXt+x2Y2-y%X%.   ; 

Betrachtet  man  daher  das  System,  und  damit  die  sechs  ■ 
Grössen  Ay  By  .  ..iV,  als  gegeben,  und  will  mnn  dift  :j 
zwei  mit  ihm  gleichwirkenden  Kräfte  finden,  so  hat  matt  1 
sechs  Gleichungen  zwischen  zwölf  Unbekannten  t  *» 

<A»1  $  •  •   -^»2  >  •  •  •*  1  9  •  •  **2  9  *  €  # 

_  i 

Man  kann  folglich  sechsen  der  letztern  beliebige  Werw    - 
the    geben,    hierdurch   die   sechs    übrigen   bestimme* 
und  somit  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  Kräfte  fift» 
den ,    die    mit  dem  gegebenen  Systeme  gleiche  Wir- 
kung haben. 

Nur  dürfen  unter  den  6  willkührlioh  zu  nehmenden 
Grössen  nicht  solche  seyn,  zwischen  denen  allein  schon 
vermöge  der  sechs  Gleichungen  Relationen  stattfinden; 
z.  B.  nicht  Xt  und  X2  zugleioh,  weil  durch  die  GM» 
chung  j£  =  Xt+X2  mit  der  einen  dieser  Grössen 
die  andere  bestimmt  ist 


v  i 
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Eben  so  wenig  können  die  sechs  Coordinaten  xl9. . 
x, , .  ♦  beliebig  genommen  werden«  Denn  aus  den  drei 
Istsftu  der  sechs  Gleichungen  flieset: 

tet  +  Myt+Nxt=X2(ytx2-y2xi)+Y2{xlx2-x2xl) 

L*t+My2+Nx2=xl{y2xi--yix2)+Yl(x2xl-xlx%) 

+  ^i(^2yi~^iy2) 

od  hieraus  mit  Anwendung  der  drei  ersten  Gleiohun- 
gtat 

L{x2  —  Xl)  +  M(y2  —  yi)  +  N(x2  —  x,) 

=  <*{y2xl—ylx2)  +  B{x2xl—xlx2) 

+  C  (x2yl  —  xty2) (a). 

Die .  sechs  Coordinaten  sind  daher  nioht  Ton  ein- 
ander  unabhängig.  Vielmehr  sieht  man  aus  letzterer 
Oetchung,  dass,  wenn  die  eine  Kraft  (Xlf  Yl9  Z%) 
eipen  gegebenen  Punkt  (al9  6t,  ct)  geht,  die 
in  einer  damit  gegebenen,  den  Punkt  enthal- 
Ebene  liegt  Setzt  man  nämlich  in  (a)  die  Coor- 
ao  *i>  ci  an  *6  Stelle  von  xl9  yx>  xgf  so 
■t  die  hervorgehende  Gleichung  zwisohen  x2 ,  y 2 ,  x2 
fte  Gleichung  dieser  Ebene;  und  da  diese  Gleichung, 
warn  man  auch  x29  y2,  x2  resp.  =<*iy  6t>  cx  setzt, 
Hswtiieh  wird,  so  geht  die  Ebene  durch  den  gegebenen 
Psakt 

Ist  umgekehrt   die   eine  Kraft  (X,,   Y29  Z2)  in 
gegebenen  Ebene  enthalten,  deren  Gleichung 


J+Ji+Ji^i {ß) 

a2         Yt         *2 


•y,  so  geht  die  Richtung  der  andern  Kraft  (X(,  F,, 
£,)  darch  einen  damit  gegebenen,  in  der  Ebene  be- 
pifeiien  Punkt  Denn  aus  der  Yergleichung  von  (ß) 
■k  («)  ergiebt  sich: 

8# 
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Lxt+Myl+Nxl  =at  (£  +  Ä*.  —  CyO, 

Hiermit  erbalten  jp19  yt ,  *t  bestimmte  Werthe^ 
und  diese  sind  die  Coordinaten  des  Punktes,  durch 
welchen  die  Kraft  (Xv ,  Yl9  Zt)  zu  legen  ist.  Sab» 
stihiirt  man  endlich  die  ans  den  diei  letzten!  Glei- 
chungen fliessenden  Wertbe  von  a2,  629  e2  in  (ß)  und 
setzt  x7  ,  y2 ,  %7  resp.  =  xx ,  y , ,  *, ,  so  wird  (/?)  iden- 
tisch j  mithin  ist  der  Punkt  (jf,,  y,,  «J  gleichfalls  in 
der  Ebene  (/?)  enthalten. 

In  dieser  Beziehung  entspricht  daher  jedem  Punkte 
.  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ein  in 
ihr  liegender  Punkt.  Ist  demnach  von  zwei  Kräften, 
welche  mit  dem  Systeme  gleichwirkend  sind,  die  Rich- 
tung» der  einen  gegeben,  so  hat  damit  auoh  die  Rich- 
tung der  andern  eine  bestimmte  Lage.  Denn  sie  ist 
die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen,  die  irgend  zweien 
Punkten  der  erstem  Richtung  entsprechen,  oder  anoh 
die  Linie  durch  zwei  Punkte,  welche  irgend  zweien  in 
der  erstem  Richtung  sich  sohneidenden  Ebenen  entspre- 
chen. So  wie  daher  jedem  Punkt  eine  Ebene  und  jeder 
Ebene  ein  Punkt  entspricht,  so  hat  auoh  jede  Gerade 
eine  andere  ihr  entsprechende  Gerade.  —  Weiter  unten 
werden  wir  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 

f  70. 

Die  zwei  Kräfte,  worauf  sich  ein  nicht  im  Gleich- 
gewichte befindliches  System  mittelst  der  sechs  Glei- 
chungen in  §.  09.  immer  reduciren  las  st,  sind  im  AH* 
gemeinen  nicht  in  einer  Ebene  enthalten.  Um  daher 
noch  zu  untersuchen,  anter  welohen  Bedingungen  die 
zwei  Kräfte  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen, 


Von  Kiifts*  im  Raune  überhaupt  ff  7 

«ige  man ,  du«  sie  dann  im  Allgemeinen  sich  auf  eine 
Kraft  rednoiren ,  im  speoielleren  Falle  aber  ein 
bilden.  Da  nun  jede  mit  (Xt ,  F, ,  Zt)  ein  Paar 
UUonde  Kraft  den  Ausdruck  (—  X, ,  —  F, , '—  ZJ  hat, 
»  wird  das  System  mit  einem  Paare  gleiche  Wirkung 
haben,  wenn  Xt^X2=09  Yt  +  Y2=09  Z4+Z2=0, 
slse  wenn  ($.60.) 

J  =  0,  Ä=0,  C  =  0 

■I,  —  was  auch  schon  daraus  erhellet,  dass  alsdann 
isa  den  swei  Systemen  V  und  W%  welche  in  $,  57. 
fer  das  System  S  snbsthuirt  wurden,  das  System  Firn 
fileiriigewiohte  seyn  muss.  (Vcrgl.  $.  67.  2.). 

Die  Werthe  von  L9  M,  N  in  $.  69.  werden  damit, 
man  der  Kürze  willen 


^^z.-cf,,  jr-cx.-tz,,  jir-jr.-flX.i 

mt  hieraus  lassen  sich  die  Ebene  und  das  Moment 
des  nsultirenden  Paares  bestimmen.  Denn  zuerst 
tat  man: 

,  wenn  ?,  *f,  £  selbst  zu  Coordinaten  genommen 
ea,  die  Gleiobung  Ar  eine  durch  den  Anfangspunkt 
Coordinatea  gelegte,   mit  der  Ebene  des  Paares 
parallele  Ebene  ist    Sodann  findet  sioh 

-«+F:+Ä't)tt»+9»+C«)-(XlS+r.fl+^.01. 

Liest  man  daher  das  Coordinatensystem  ein  recht- 
viskliges  seyn  und  bestimmt  von  den  zwei  Punkte^ 
(*,,y,,  *i)  und  (jrt>  y2,  *a)  in  den  Richtungen  der 
Krtfte  des  Paares  den   einen  so,  dass  die  Gerade, 


8 
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welche  ihn  mit  dem  andern  verbindet,  die  Ricbtungea  ) 

rechtwinklig  schneidet,  so  ist  1 

X^+Y^+Z^O, 

/(£*  +  n*  +  £*)  _  der  Breite,  und  -j 

V(X]+Yl+Z])  =  jeder  der  zwei  Kräfte  des  Paaret»  J 

folglich  V(L2  +JU 2  +JV2)  =  dem  Momente  desselben.  < 


> 


.  j 


\ 


Diess  fliesst  auch  sogleich  daraus,  dass  L,  JUy  JSf  } 
die  Momente  der  auf  die  drei  Coordinatenebenen  pro-   j 
jicirten  Kräfte  des  Systems  in  Bezug  auf  den  Anfang* 
punkt  der  Coordinaten  ($.  67. 3.)>  also  auch  die  Moment*  * 
des  auf  dieselben  drei  Ebenen  projioirten  Paares  sind^   \ 
auf  welches  sich  jetzt  das  System  zurückfuhren  lasse« 
soll;  und  dass,  wenn  man  eine  begrenzte  Ebene  auf 
drei  sich  rechtwinklig  schneidende  Ebenen  projioirt,  die 
Summe  der  Quadrate  der  Projeotionen  dem  Quadrat» 
der  begrenzten  Ebene  selbst  gleich  ist.  "    - 

§.  71. 

Wenn  die  zwei  Kräfte»  welche  mit  einem  gegebe» 
nen  Systeme  gleichwirkend  sind,  in  einer  Ebene  liegen  6 
und  sich  darin,  wie  es  im  Allgemeinen  der  Fall  is^ 
auf  eine  einzige  Kraft  reduoiren  lassen,  so  kann  maa 
die  Kraft  {Xl9  Yl9  Zx)  für  diese  eine  nehmen  und 
die  andere  (X2 ,  .  •)  null  setzen«  Hiermit  werden  X^ 
Y2J  Z2  einzeln  =0,  und  die  sechs  Gleichungen  mV* 
4*69«  gehen  über  in: 

j£=Xiy  B=aYl9  C=sZj, 

L=yxZ,-xx  Yt,  Mz^x.X,  -x&l$ 
N^x.Y.-f.X,. 

Eliminirt  man  hieraus  Xl9  F, ,  Z% ,  ao  kommt: 
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N*=Bxt-Ayiy 

,  wenn  man  noch  xiy  yiy  *,  wegschafft: 

(A) AL  +  BJU+CJV=Oy 

Gleichung  zwischen  A9  By  .  .  iV  allein,  also  die 
Bedmgungsgleiebung ,  bei  welcher  das  System  auf  eine 
ringe  Kraft  reducirbar  ist  Diese  Kraft  selbst  ist 
[Jy  Bj  C)  und  die  drei  Gleiohnngen  (a),  von  denen, 
tmm6ge  der  Relation  (Jf),  eine  jede  aus  den  zwei  übri- 
gen  fliesst,  sind  die  Gleichungen  für  die  Richtung  der 
Kraft.  Finden  sich  daher  £=0,  M=0,  jV=0,  so 
lat  das  System  eine  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dbaten  gehende  Resultante,  und  umgekehrt. 

Da  übrigens  die  Gleichung  (A)  auch  dann  erfüllt 
wird,  wenn  A9  By  C=0  sind,  d.  i.  wenn  das  System 
■ift  einem  Paare  gleiche  Wirkung  hat,  so  erhellet,  dass 
fiese  Gleichung  überhaupt  die  Bedingung  ausdrückt, 
hei  welcher  die  zwei  Kräfte  (Xiy  Yl9  ZL)  und  (JT2, 
rs,  Z2)  in  einer  Ebene  liegen,  und  dass,  wenn  das 
Bpstem  eine  einfache  Kraft  zur  Resultante  haben  soll, 
sa  der  positiven  durch  (A)  ausgedrückten  Bedingung 
neck  die  negative  hinzugesetzt  werden  muss,  dassnioht 
jede  der  drei  Grössen  A>  By  C  null  seyn  darf» 

f  72. 

Zusätze,  a.  Zu  der  Gleichung  (Jt)  kann  man 
•seh  auf  verschiedenen  andern  Wegen  gelangen;  am 
dafaehsten  wohl  folgendergestalt  Man  verwandle,  wie 
■  f.  57.,  das  System  S  in  zwei  andere  V  und  Wy 
vto  denen  V  ans  den  auf  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
featen  parallel  mit  sich  verlegten  Kräften  von  S  be- 
ttelt, W  aber  die  Kräfte  von  8  selbst  und  die  direct 
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entgegengesetzten  ron  F  eiithält  Die  Resultante  von 
F  ist  nun  eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Kraft 
f,  deren  Ausdruok  (A,  B,  C),  und  es  verhält  sieh 
daher  für  jeden  Punkt  (x9  y9  *)  ihrer  Richtung: 

(p) « . .  •  •  x  :y :  %  =  A  t  B :  C.  * 

Die  Resultante  "von  ff  ist  ein  Paar  ur,  dessen  Pro» 
jeetionen  auf  die  Coordinatenebenen,  =  L9  M9  ^Vsind, 
Die  Ebene  dieses  Paares  hat  folglich,  wenn  sie  durch 
den  Anfangspunkt  gelegt  wird,  die  Gleiohung  (§.  70.) 

(u>)...4.  Lx  +  My  +  JVx  =  0, 

Soll  nun  das  System  S  sich  auf  eine  einfaohe  Kraft 
reduciren,  so  muss,  wenn  W  nicht  schon  für  sich  im 
Gleichgewichte,  und  daher  L>  JH,  iV=0  sind,  die  Rich- 
tung von  v  in  die  Ebene  von  w  fallen.  Alsdann  aber 
müssen  die  den  xy  y,  %  proportionalen  Werthe  aas 
(c)  in  (w)  substituirt,  dieser  Gleiohung  Genüge  leisten, 
und  es  muss  daher  sejn:  AL  +  BM  +  CJV=0,  wie 
vorhin« 


b.  Nooh  eine  andere  Herleitung  dieser  Gleichung 
ist  folgende«  Sollen  die  zwei  Kräfte  (Xl9  Yl9  Zt) 
und  (X2y  Y29  Z2)y  worauf  sich  einSjstem  im  Räume 
immer  reduciren  lässt,  in  einer  Ebene  enthalten  seya» 
so  müssen  die  vier  Punkte  (xiy  yl9  x{)y  (xt  +  Xif 
yi  +  Yl9  Xi  +  Zt),  (x2,..),  (x2+X2,..)  in  einer^ 
Ebene  liegeif  (§.62.),  oder  mit  andern  Worten :  esmusnj 
der  Inhalt  der  Pjqramide,  welche  diese  vier  Punkte  su 
Ecken  hat,  =0  seyn.  Dieser  Inhalt  findet  sich  so- 
gleich, wenn  man  in  der  Formel  des  §.65.  xt9  ytf  ssl 
X19  ?i9  %%  ßr/,  g9  h>  F,  09  H9  und  xlt..Xlt.. 
für  x, « .  X9  • .  schreibt  und  ist  daher: 

irXt[(y1-yt)Zl^(*I-«t)ril  +  ... 
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=tr\Xt  (y2Z2  -  %2  72)  +  X2  {ytZt  -«,  Y%) 
+  Tt  (z, X,  -x2Z2)  +  T2  (*t Xx  - xx Zf) 
+Zt  (rt  Fa  -y*X2)  +Z2  (*,  T,  -y,  X,)}. 

Et  fliesst  aber  ans  den  drei  letzten  der  sechs  Glei- 
thngen  in  §.69.: 

X1JL+YtJU  +  Z2N=X2(ylZl-zlYl)+... 

Hiermit  wird  der  Inhalt  der  Pyramide 
^Ir^+XJL+iYt  +  rjM+iZ^ZJN] 

■feige  der  drei  ersten  jener  sechs  Gleiohungen,  Soll 
fcfcer  diese  Pyramide  verschwinden,  und  damit  das 
System  auf  zwei  in  einer  Ebene  liegeqde  Kräfte  rednoirt 
raden  können,  so  rnnss  AL  +  . .  =  0'seyn« 

Cm  Merkwürdiger  Weise  giebt  also  der  Ausdruck 
lr(^ /,  +  ..),  —  oder  \(AL  +  BM+  CJY)  selbst, 
wsaa  das  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist,  — 
m  Allgemeinen  den  Inhalt  der  Pyramide  an,  welche 
die  zwei  resultirenden  Kräfte  (Xt ,  ♦•)  und  (X2 , ..) 
wird;  und  wir  ziehen  hieraus  den  Schluss: 

Wie  auch  ein  System  von  Kräften  im  Jtaumf 
*rf  zwei  Kräfte  redueirt  werden  mag,  so  ist  doch 
mmer  die  Pyramide,  welche  diese  zwei  Kräfte  zu 
pgmmlot  Hegenden  Kanten  hat,  von  demselben  Inhalte. 

Sehr  einfach  lässt  sich  dieser  Satz  auch  folgendem 
gutsh  beweisen.  —  Sey  das  System  das  eine  Mal 
tri  die  zwei  Kräfte  PQ>  JtSy  und  das  andere  Mal  auf 
fit  swei  Kräfte  P,Q!y  RS?  redueirt  worden,  so  sind 
Mm  Kräfte  gleiehwirkend  mit  letztem,  und  es  ist 
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daher  in  Bezng  auf  die  willkührlioh  zu  nehmende  Axe 

M  JVPQ  +  MNRS  =  MNPQf  +  MJVITSr. 

Man  lasse  nun  ]die  willkührlichen  zwei  Punkte  Jf9 
iVresp.  mit  P>  Q  zusammenfallen,  so  wird  die  Pyrav 
niide  JUJVPQ  =  09  nnd  man  erhält: 

PQBS  =  PQPÜf  +  PQItSr. 

Eben  so  ergiebt  sich,  wenn  man  MN  naoh  und 
naeh  mit  HS9  P*  Q!  ^  RS?  zusammenfallen  läset: 

RSPQ  =  RSPQ*  +  HSR  ST, 
PQ'PQ  +  PftBS  =  JMQfRSf, 
R&PQ  +  RS'IIS  ^RSTPO*. 

Addirt  man  diese  vier  Gleichungen,  und  bemerkt, 
dass  PQBS  =  ßSPQy  u.  s.w.  (f  63.  1.),  so  kommt: 

2PQBS=2P&RS'9  und  damit  PQRS=Pß<?K&, 

wie  zu  erweisen  war*). 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  parallelen 

Kräften  in  Räume« 

f  73. 

Wir  wollen  noeh  die  jetzt  vorgetragene  allgemein« 
Theorie  des  Gleiohgewiehts  auf  den  besondern  Fall 
anwenden ,  wenn  sämmtliche  Kräfte  des  Systems  mit 


•)  Der  Entdecker  dieses  merkwürdigen  Theorems  ist  H*  Ch 
les,  (siebe  Gergpnne  Annales  Tom.  XVIII.  nr.  12.).  Aef  die  letztere 
Art  habe  ich  es  in  Cr  eile's  Journal  für  die  reine  nnd  angew.  Ma- 
tbem.  IV.  Band,  pag.  170.  dargethan  and  daselbst  durch  ganz  'MHif 
Betrachtangen  folgenden  Tiel  allgemeineren  Satz  hergeleitet: 

Bat  man  eme  beliebige  Anzahl,  »«,  vom  Kräften,   «tieft*  auf 
•fem  freien  fettem  Körper  wirken,  und  sind  diese  Kräfte  im  Gltichje 

Wm^^f^mmw m^    a^fjanaa;     ssspsa^ss^np    easja>    snsjvfo)    asjssav     *>s^Rpn;    V^WSSyaj    JsnsTvSvw    f^HPvIfv^Si     •j^bf    Vena*   anasaj 
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und  derselben  Geraden  parallel  sind.  Denkt  man 
sieh  die  Kräfte  eines  solchen  Systems  nach  und  nach 
Bi  xweien  mit  einander  verbunden,  so  übersieht  man 
schon  im  Voraus,  dass,  da  die  Resultante  zweier  par- 
alden  Kräfte,  die  kein  Paar  ausmachen,  eine  mit 
ftsan  parallele  Kraft  ist  (§«26«),  ein  solches  System 
im  Allgemeinen  eine  mit  jener  Geraden  parallele  ein- 
fache Resultante  hat,  oder  sich  auf  ein  Paar  reducirt, 
dessen  Ebene  mit  jener  Geraden  parallel  läuft,  oder 
endlich  im  Gleichgewichte  ist.  Die  Rechnung  hierzu  ist 
folgende* 

Sei  /'.ein  Abschnitt  einer  mit  den  Kräften  des  Sy- 
stems parallelen  Linie,  und  von  p  die  Projectionen  auf 
die  drei  Coordinatenaxen  =  a.p,  b.py  e.py  wo  «,  £,  c 
wem  den  Winkeln,  welche  die  drei  Coordinatenaxen  und 
f  mit  einander  bilden,  bestimmbare  Zahlen- sind,  Ais- 
dna ist,  wenn  wir  die  Kräfte  (X,  T>  Z),  (JE7,  r,  Z"), 
m.  s.  w.  einfach  mit  /*,  P*>  .  •  •  bezeichnen: 

X=oP3  Y=bP9  Z=cP, 
J7=a/^,  Y^bPfy  Z=cR, 

m.  s,  w.j  und  es  werden  mit  Anwendung  des  Summa- 
iMNuichens  2  die  sechs  den  Zustand  des  Systems 
bestimmenden  Grössen  ($.65.): 

A  =  o2P,  B=b2P,  C  =  o2P, 
L=:e2yP—62zP,  M  =  a2xP—e2xP 

N=*b2xP—a 


der  \*  (»-1)  dreiseitigen  Pyramide*,  weiche  her- 
indem  num  die  Kräfte  durch  Linie*  ausdrückt,  und  je  zwei 
tai ytyenüherliegtndem  Seiten  einer  Pyramide  nimmt,  =0.  Im 
Falle  aber,  wo  die  nKräfte  eich  nicht  auf  eine,  jedoch  im- 
mer emf  zwei  Kräfte  zurückführen  lassen,  ist  jene  Summe  von  Pyramiden 
•wem  dm  zwei  rstuUirendtn  Krfifle*  gebadetem  Pyramide  selbst gkich. 
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dient»  folgt  sogleich i  AL  +  Bät  +  C1V=0\  l 
daher  sieh  ein  System  paralleler  Kräfte,  — .  übereil  • 
stimmend  mit  dem  gleioh  Eingangs  Bemerkten,  —  im*  ■ 
mer  auf  swei  in  derselben  Ebene  enthaltene  Kräfte»  . 
folglieh  im  Allgemeinen  anf  eine  einfache  Kraft  redst  l 
oiren  lassen  musa.  Diese  Kraft  ist  {aSP9  6SPy  c^Pfr  j 
also  eine  mit  den  Kräften  des  Systems  parallele  Kraft}  ■ 
Pl=2P9  die  der  algebraischen  Summe  der  letzten 
gleich  ist.  Die  Gleichung  für  die  Projeotion  dieser 
Resultante  auf  die  Ebene  der  y*  ($.71.  (a.))  ist:        .    x 

02yP'—62xP=(cyl  —  dx^SP, 

oder,  wenn  vir 

SxP     t    SyP  SxP      r      - 

und  eben  so  sind 

*(C— *i)=*(5— *i)  ™*  '  Gf— *i)  =  «(i—  yi) 

die  Gleichungen   der  Projeotionen  der  Resultante  auf 
die  Ebenen  der  xx  und  xy. 

Ist  die  Summe  der  Kräfte  P,  /", .  . .  *»  0,  so  sind 
es  auch  Ay  JP,  C,  und  das  System  reduotrt  sich  im 
Allgemeinen  auf  ein  Paar,  dessen  Ebene,  wenn  sie  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gelegt  wird,  die 
Gleichung  <§.  70.)  Lx  +  JUy  +  Nx  = 

(6z— cy)  2xP+ (ex—ax)  SyP+  (ay — bx)  2xP=0    M 

hat,  und  daher  mit  den  Richtungen  der  Kräfte  parallel  ^ 
liegt   Das  Moment  des  Paares  ist,  unter  Annahme  recht- 
winkliger Coordinaten,  =  /(ü2+J!fa+iV*)  = 
j[{2xP)*+{2yP)*  +  ..-(a2xP+t2yP+..)% 

indem  bei  einem   rechtwinkligen  Coordinatensystcme, 
ßt  +*t  +et  =  i  Ut 


Vom  Krifa*  im  Rtna»  BMnpt  118 

Wenn  endlich  nicht  nur  2P=0,  und  damit  -4, 
#,  C=0,  sondern  noch  Z/,  üf,  JVozO  sind,  also  sich 

SxPzSyP:  2xP=  axbte 

Tsrhalten,  so  herrscht  Gleichgewicht  Da  diese  Dop* 
pelproportion  die  Stelle  zweier  Gleichungen  vertritt,  so 
■ad  nun  Gleichgewichte  eines  Systems  paralleler  Kräfte 
M  Betingungsgleiehungen  noth  wendig  und  hinreichend* 

Zu  satt.  Viel  einfacher  wird  diese  gante  Rech« 
wmg9  wenn  man  das  Coordinatensystem  so  legt,  dass 
fc  eine  Axe,  i.  B»  die  der  *>  mit  den  Kräften  parallel 
iM.  Hiermit  werden  «=0,  4  =  0,  e  =  l,  nnd  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  reduoiren  sich  auf: 

2#»=0,  2xP=09  IyP=0. 

Wird  bloss  die  erste  dieser  Gleichungen  erfüllt,  so 
System  der  Kräfte   gleiohwirkend  mit  einem 
,  dessen  Ebene  die  Gleichang 

*2yP—  y2jcP=Q 

Ankommt,  nnd  dessen  Moment  bei  rechtwinkligen  Coor- 


=  ^[(^^  +  (2yP)^]ist 

Ist  SP  nioht  =0,  so  haben  die  Kräfte  eine  mit 
Axe  der  %  parallele  Resultante  =2Py  welche  die 
der  jrjr  in  einem  Punkte  schneidet,  dessen 
»{  nnd  fj  sind. 


IM  KnterThaiL   fettetet  Kapitel. 


Sechstes  Kapitel 

Weitere  AmfOhrnng  der  Theorie  der  Moment« 

f  74. 

Ist  ein  System  Von  Kräften  im  Räume  nicht  i 
Gleichgewichte,  so  ist  sein  Moment ,  oder  das  Mome 
der  zwei  Kräfte,  auf  welche  sich  das  System  imm 
reduciren  lässt,  von  einer  Axe  zur  andern  im  Ailg 
meinen  veränderlich.  Die  sehr  merkwürdigen  Gesetz 
nach  denen  diese  Aenderungen  sich  richten,  sollen  dk 
Gegenstand  unserer  näohsten  Untersuchungen  ausmache 

Die  höchst  einfachen  Beziehungen,  welche  bei  eine 
in  einer  Ebene  enthaltenen  und  auf  eine  einzige  Krt 
reduoirbaren  Systeme  zwischen  den  Momenten  desselh 
oder  seiner  Resultante  für  verschiedene  Punkte  d 
Ebene  statt  finden,  haben  wir  in  §.30.  und  §.48.  ke 
nen  gelernt  Die*  Jetzt  anzustellenden  Untersuchung! 
werden  daher  den  dortigen  zwar  verwandt,  aber  in  de 
Grade  zusammengesetzter  seyn,  als  es  überhaupt  je« 
geometrische  Untersuchung  wird,  sobald  man  sie  ai 
dem  Gebiete  von  zwei  Dimensionen  in  das  von  dr 
Dimensionen  überträgt 

Relationen  zwischen  Momenten» 
deren  Axen  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  (| 

f  75. 

Alle  zu  einem  Systeme  im  Räume  gehörigen  Kräfl 
kann  man  auf  eine  einfaohe,  durch  einen  beliebig  gi 
wählten  Punkt  M  (Fig.  24.)  gehende  Kraft  v  und  ei 
Paar  tp,  dessen  Kräfte  PQ  und  /*C  soyen,  zurüol 
führen  (§.57.).    Die  Ebene  des  Paares  und  die  eifl 
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Kraft  P*(£  desselben)  nehme  man  gleichfalls  doroh 
Jf  gehend  an,  was  nach  §.50.  Folger.  immer  möglieh 
■L  Alsdann  ist  in  Bezug  auf  eine  durch  M  gelegte 
As»  MiV  das  Moment  von  v  sowohl,  als  von  P'Q?y 
ssll,  und  daher  in  Bezug  auf  dieselbe  Aze  das  Moment 
ies  Systems  =  dem  Momente  von  v  und  w  (§.  59.), 
=  dem  Momente  von  PQ>  =  dem  Seohsfaehen  der 
Pyramide  MNPQ> 

*=2MPQ.  MJV.  sin  (MPQAMJV). 

Wenn  daher,  wie  in  diesem  Kapitel  immer  gesohe- 
kss  soll,  alle  Axen,  worauf  ein  System  bezogen  wird, 
rea  gleicher  Länge  angenommen  werden,  so  hat 
■an  feigenden  Satz: 

#fir  jeden  Punkt  M  giebt  es  eine  durch  ihn  ge- 
Ebene  MPQ  von  der  Beschaffenheit,  dose  das 
des  Systems  für  jede  den  Punkt  M  treffende 
Äxe  dem  Sinus  des  von  der  Axe  mit  dieser  Ebene 
pUdeten  Winkels  proportional  ist. 

f  76. 

Um  uns  die  Verhaltnisse,  die  hiernach  swisohen  den 
Momenten  für  die  durch  M  gehenden  Axen  statt  finden, 
iMehanlioher  zu  machen,  wollen  wir  von  M  aus  auf  die 
«Beben  Axen,  wie  MS  und  üfiV,  Abschnitte,/ Ms 
ml  Mny  tragen,  die  den  Momenten,  welche  den  Axen 

'■lammen,  proportional  sind.     Ist  daher  MS  auf  der 

'  Bsm  MPQ  normal,  so  verhält  sich 

Ms :  Mn  =  1 :  oos  SMJV9 

Ugfah  ist  Mns  ein  reohter  Winkel,  d.  h.  der  Punkt 
•  Sagt  in  einer  nm  Ms  als  Durchmesser  beschriebenen 
ml  daher  die  Ebene  MPQ  in  M  berührenden  Kugel- 
tob;  eder  mit  andern  Worten:  das  Moment  jeder  durch 
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Üf  gehenden  Axe  ist  dem  Ton  dieser  Kugelfläche ta 
geschnittenen  Theile  Mh  der  Axe  proportionuL 

So  wie  nun  unter  allen  durch  M  gehenden  Sehn« 
der  Kugel  die  auf  der  Beruhrungsebene  in  M  norm 
stehende  Sehne,  als  Durchmesser,  die  grösste  ist,  tu 
alle  yen  M  ausgehende,  mit  ihr  gleiche  Winkel  b 
dende  Sehnen  einander  gleioh  sind,  so  hat  auch  not 
allen  durch  M  gelegten  Axen  die  auf  der  Ebene  MF 
normale  Axe  das  jgrdsste  Moment,  und  allen  Axe 
die  gegen  sie  unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sin 
kommen  Momente  von  gleioher  Grösse  zu.  So  * 
ferner  die  Sehnen,  wenn  sie  in  die  Berührungsebei 

* 

selbst  zu  liegen  kommen,  in  Null  übergehen,  so  i 
auch  von  jeder  in  dieser  Ebene  enthaltenen  und  dun 
M  gehenden  Axe  das  Moment  =  0.  Sind  endlich  M 
und  MO  zwei  von  M  naoh  gerade  entgegengesetzt 
Riohtungen  ausgehende  Axen,  und  schneidet  die  Gerad 
in  welcher  sie  beide  liegen,  die  Kugelfläche  in  »,  i 
wird  das  Moment  einer  jeden  von  ihnen  zwar  dar* 
dieselbe-  Gerade  Mn  ausgedrückt.  Da  aber  n  mit . 
auf  einerlei  und  mit  O  auf  entgegengesetzte  Seiten  vi 
M  fällt,  so  stellt  Mn  für  die  eine  Axe  ein  positiv« 
und  für  die  andere  ein  eben  so  grosses  negatives  M 
tiaent  vor. 

Man  lege  durch  M  eine  beliebige  Ebene;  siesdoM 
det  die  Kugelfläche  in  einem  Kreise ,  von  welchem  A 
Durchschnitt  der  Ebene  mit  der  die  Kugel  in  M  m 
rührenden  Ebene  eine  Tangente  ist.  Von  den  Sehnt 
dieses  Kreises  gilt  offenbar  dasselbe,  was  so  eben  v< 
den  Sehnen  der  Kugel  bemerkt  worden.  So  wie  dato 
durch  jeden  Pnnkt  im  Räume  eine  Kugel,  so  l&est  sfc 
durch  jeden  Punkt  einer  Ebene  in  ihr  ein  Kreis  fc 
schreiben,  weleher  die  Eigenschaft  besitzt,  das*  A 
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t  jeder  durah  den  Punkt  gehenden  und %  in  der 
e  enthaltenen  Axe  der  Sehne  proportional  ist, 
der  Kreis  von  der  Axe  absehneidet  Unter  allen 
Axeo  hat  daher  die  den  Kreis  berührende  ein 
t  =0,  die  darauf  normale  Axe  das  grösste 
t,  IL  s.  w. 


Da  übrigens  das  Sechsfache  der  Pyramide  MJVPQ 
das  Moment  der  Kraft  PQ  ausdrückt,  so  gilt 
fcs  bisher  von  den  Momenten  eines  ganzen  Systems 
gesagte  auch  yon  den  Momenten  einer  einzelnen  Kraft 
F0,  et  h.  die  Momente  der  Kraft  PQ  in  Bezug  auf 
Axea,  die  durch  M  gehen,  sind  den  Theilen  dieser 
Axea,  welche  in  eine  die  Ebene  MPQ  in  M  beruh« 
Kugel  feilen,  proportional. 


§.  77. 

Unter  allen  Momenten,  welche  einem  System  in 
Besag  auf  die  durch  M  gehenden  Axen  zukommen,  ist 
dm  grosste  =  2MN.  MPQ.  Die  Richtung  seiner  Axe 
•eine  Grösse  in  Vergleich  zu  den  Momenten  für  die 
in  M  sich  schneidenden  Axen  stellt  der  von  M 
•»gehende,  auf  MPQ  normale,  Durchmesser  der  Ku- 
gel vor.  Will  man  daher  in  Bezug  auf  durch  M  ge- 
legte Axen  die  Momente  uicht  bloss  tou  einem,  sondern 
Mi  mehreren  Systemen,  oder  auch  von  mehreren  ein- 
Kräften,  mit  einander  vergleichen,  so  hat  man 
M  eben  so  viele  Kugelflächen  zu  beschreiben, 
vea  M  aasgehende  Durchmesser  auf  den  Drei» 
MPQ)  welche  den  einzelnen  Systemen  oder 
Ubi  angehören,  rechtwinklig  stehen  und  den  Flächen 
Dreiecke  proportional  sind.  Ein  solober  Durch- 
,   welcher,  in  der  Axe  des  grtisaten  Moments 
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liegend,  diesem  Momente  proportional  ist,  werde  4i 
Linie  des  grössten  Moments  genannt 

Von  einer  einzelnen  Kraft  PQ  ist  daher,  rffcol 
sichtlich  des  Punktes  M>  die  Linie  des  gröseten  Momed 
ein  in  M  auf  der  Ebene  MPQ  errichtetes  und  dieM 
Dreieoke  proportionales  Perpendikel. 

f  78. 

Bei  der  Reduction  eines  Systems  von  Kräften  AI 
CD)  •  . .  anf  eine  einfache  durfch  M  gehende  Kraft 
und  auf  ein  Paar  PQ,  PQ!  (§.75.)  entsteht  letzte« 
durch  Zusammensetzung  von  Paaren ,  welche  in  dl 
Ebenen  MAB,  MCD,...  liegen,  und  deren  MotaenJ 
den  Doppelten  dieser  Dreiecke  gleich  sind  ($»5& 
Diese  Zusammensetzung  kann  aber  nach  §.  53.  dadnrc 
bewerkstelligt  werden,  dass  man  auf  den  Ebenen  MAI 
MCD, ...  in  M  Normalen  errichtet,  ihre  Längen  A 
sen  Dreiecken  proportional  macht,  und  von  diesen  L 
nien,  als  Kräfte  betrachtet,  die  Resultante  bestimm 
Denn  diese  ist  auf  der  Ebene  des  gesuohten  resultirtt 
den  Paares  PQ9  P' Q!  rechtwinklig  und,  wenn  P*i 
durch  M  gelegt  wird,  dem  Dreiecke  MPQ  proportioos 

Nach  der  im  vorigen  §•  gegebenen  Erklärung  werde 
aber  durch  diese  Normalen  zugleich  die  Linien  tk 
grössten  Momente  der  einzelnen  Kräfte  und  des  vc 
ihnen  gebildeten  Systems  rucksichtlich  des  Punktes  i 
dargestellt,  und  wir  sohliessen  daher: 

Die  in  Bezug  auf  einen  gewissen  ISsnkt  stm 

findende  Linie  des  grössten  Moments  für  ein  Sf stm 

von  Kräften  ist  die  Resultante  der  durch  denseUe 

Punkt  gehenden  Linien  der  grössten  Momente  /Ü 

die  einzelnen  Kräfte  des  Systems. 
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f  79. 

Ans  dem  eben  entwickelten  Satze  lässt  sioh  eine 
mht  uninteressante  geometrische  Folgerung  ziehen. 
Sqjeo  in  Bezug  auf  den  Punkt  M  die  Linien  M$y 
Jf /, ...  die  Linien  der  grössten  Momente  fftr  die  Kräfte 
ABy  CD9 .  • .  5  Msl  die  Linie  des  grössten  Moments 
fir  das  System  dieser  Kräfte.  Man  beschreibe  um 
Ms9  jWV,  .. .  und  üf#19  als  Durohmesser,  Kugeln  und 
bge  durch  Jlf  eine  beliebige  Axe  -ÄTAT,  welche  die 
Oberflächen  dieser  Kugeln,  ausser  in  üf,  resp.  noch 
is  »,  »',...  und  i»,  schneide,  so  sind  die  Abschnitte 
JV«,  Mn'y...  und  üf«t  die  der  Axe  MN  zugehörigen 
■eoMBte  der  einzelnen  Kräfte  ABy  CD,...  und  des 
im  fluten  gebildeten  Systems;  folglich  Jtfn  +  Mn'+... 
ssJVj»t,  welches  uns  folgenden  Satz  giebt: 

Beschreibt  man  duroh  einen  Punkt  M  mehrere 
Kngelfläehen,  legt  durch  M  beliebig  eine  Gerade 
und  bestimmt  auf  ihr  von  M  aus  einen  Abschnitt, 
welcher  der  algebraischen  Summe  der  Sehnen  gleich 
ist,  die  von  den  |Kugelfläohen  in  der  Geraden  ab- 
geschnitten werden,  so  ist  dieser  Abschnitt  die  Sehne 
einer  neuen  durch  M  gehenden  Kugel,  deren  duroh 
M  gelegter  Durohmesser,  statisch  ausgedruckt,  die 
Resultante  der  durch  M  gelegten  Durchmesser  der 
erstem  Kugeln  ist. 

Auf  dieselbe  Art,  wie  die  Wirkungen  mehrerer 
Mfc  in  einem  Punkte  schneidender  Kräfte  auf  die  Wir- 
bsg  einer  einzigen,  denselben  Punkt  treffenden  Kraft 
werden  können,  lassen  sich  daher  auch  meh- 
sioh  in  einem  Punkte  sohneidende  Kugelüäohen 
q  euer  einzigen  zusammensetzen,  und  eben  so  wird 
auch  mehrere  in  einer  Ebene  enthaltene  und  durch 

9* 
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denselben  Punkt  gehende  Kreise  zu  einem  neuen  E 
vereinigen  können. 

Sind  demnach  DA,  DB  (Fig.  25.)  zwei  anliej 
Seiten  und  DC  die  Diagonale  eines  Parallelogra 
und  beschreibt  mau  um  diese  drei  Linien,  als  D 
mes9$iy  Kreise ,  so  ist  ijer  dritte  Kreis,  als  durc 
sammeasetzung  der  zwei  erstem  entstanden,  zu  bei 
teu,  indem  ,*  wenn  eine  beliebige  durch  D  gez< 
Gerade  die  drei  Kreise  resp.  in  a9  by  c  schneide 
Sehne  De  des  dritten  ans  den  Sehnen  Da  „ium 
der  beiden  ersten  zusammengesetzt  ist* 

,  Um  dieses  unmittelbar  zu  beweisen,  erwäge 
dass  DaAy  I)bB>  DcC,  als  in  Halbkreisen  gel 
rechte  Winkel,  und  daher  Day%Dby  Do  die  recht 
ligen*  Projeotionen  von  DA,  DB,  DC  auf  ein* 
„  dieselbe  Gerade  sind.  Es  ist  aber  immer  die  Projt 
von  DC  gleich  der  Summe  der  Projectionen  von 
und  AC\  und  die  Projection  von  AC  gleich  der 
jeotion  von  DBy  als  von  einer  der  AC  gleichet 
parallelen  Linie;  folglich  De  =  Da  +  D6. 

f  80. 

Diese  aus  statischen  Betrachtungen  hervorg 
gene,  jetzt  aber  rein  geometrisch  dargestellte  an 
wiesene  Zusammensetzung  jron  Kreisen  kann  nui 
wiederum  zum  Yortkeil  der  Statik  verwendet  we 
indem  eich  darauf  ein  neuer  Beweis  für  da« 
allelogramui  der  Kräfte  gründen  läset,  einBc 
der  sich  von  den  meisten  übrigen  daduroh  untersohi 
dass  sioh  bei  ihm  die  Richtung  und  Grösse  der  F 
tante  sogleich  ergeben.  Folgendes  sind  die  h 
nöthigen  Betrachtungen. 

1)  Schneidet  eine  durch  D  gezogene  Gerad< 
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M  Kreise  in  <#,  69  e,  und  ein©  »weite  Gerade  durch 

B  m  af,  V)  •,  ie  sind  die  drei  Bögen  aa*,  bb\  cc' 

ähnlich,    indem  jeder  von  ihnen  die  Hälfte 

den  beiden  Geraden  gebildeten  Winkels  piisst. 

Obi  umgekehrt*   sohneidet  man  von  drei,  mit  D  in 

Geraden  liegenden,   Punkten  a,   6,  c  der  drei 

auf  den  Kreisen  nach  einerlei  Seite  hin  drei 

r  ähnliehe  Bögen  aef9  bb\  et/  ab,  so  sind  auoh 

ef,  ¥y  ff  mit  D  in  einer  Geraden. 

2)  Werde  nun  jeder  der  drei  Kreise,  die  ich  nach 
dm  Endpunkten  ihrer  Durehmesser  kurz  mit  A,  B>  G 
Wieichnea  will,  in  eine  und  dieselbe  Anzahl  gleicher 
Heile  getheilt,  und  dieses  so,  dass  ein  gewisser  Thei- 
kt  des  Kreises  A ,  einer  des  .ff,  einer  des  C 
D  selbst  in  einer  Geraden  liegen.  Alsdann  wer- 
den eben  Bemerkten  zufolge,  wenn  man  von  diesen 
i  Punkten  in  ihren  resp.  Kreisen  naoh  einerlei  Seite 
st  weher  fortsählt,  je  drei  gleiohvielte  Theilpunkte 
■it  D  wiederum  in  einer  Geraden  seyn. 

S)  Werde  noeh  bei  dieser  Eintheilung  festgesetzt, 
•jms  der  den  Kreisen  gemeinschaftliche  Punkt  D  in 
jedem  von  ihnen  ein  Theilpunkt  sey.  Da  nun,  wenn 
s,  #,  e  irgend  drei  zusammengehörige  Theilpunkte,  d.  h. 
M  solche  sind,  die  mit  D  in  einer  Geraden  liegen, 
■sa  Da  +  Db  =  De  hat,  so  muss,  wenn  a  in  D  fällt, 
ab»  die  Gerade  den  Kreis  A  in  D  berührt,  Db=Dc 
•ji,  also  t  mit  c  zusammenfallen;  d.  h.  die  durch  D 
as  den  Kreis  A  gelegte  Tangente  geht  durch  den  ge- 
gesseitigan  Durchschnitt  E  der  Kreise  ff  und  C.  Ist 
Usr,  wie  verlangt  wird,  D  ein  Theilpunkt  im  Kreise 
i,  so  ist  auch  E  ein  Theilpunkt  in  den  Kreisen  B 
•i  C.  Damit  folglich,  der  Forderung  gemäss,  D  auch 
■  jedem  der  zwei  letztern  Kreise  ein  Theilpunkt  seyn 
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könne,  ist  es  hinreichend  und  nothwendig,  das«  ron  da» 
Bögen  derselben  DFE  und  DOE  eia  jeder  zu  seine** 
ganzen  Kreise  in  einem  rationalen  Verhältnisse  stehe. » 

Weil  aber  HEB  und  DEC,  als  Winkel  in  Halb-  1 
kreisen,   reehte  Winkel  sind,   nnd  daher  Ef   B9   O  * 
in  einer  Geraden  liegen,  so  misst  der  Bogen  DFB  } 
den  Winkel  2.  ÜBE  =  2.JDB,   nnd  der  Böge* 
DOE  den  Winkel  2. DCE=*2.ADC*).  Mithinist 
es  nur  nöthig,  dass  in  dem  Parallelogramm  DAC< 
jeder  der  beiden  Winkel,  welche  die  Diagonale  ÜJ 
'  mit  den  Seiten  macht,  zn  360°  rational  ist    Setzen  lirtf 
daher  360°  in  m  gleiohe  Theile  getheilt,  von  denen  p 
Theile  auf  den  Winkel  ADC,  und  q  auf  CDB  gehe«, 
so  kommen,  wenn  auoh  die  Peripherie  jedes  der  drei 
Kreise  in  m  gleiohe  Theile  getheilt  wird,  auf  den  Psftcu 
DFE  2{p+f)  und  auf  DOE  2p  solcher  Theile,  und 
es  liegen,  wenn  in  jedem  der  drei  Kreise  Dzixm  erste« 
Theilpunkt  genommen  und  naoh  der  duröh  die  Folge 
DB  CA  bestimmten  Richtung  herumgezählt  wird,  im 
arte  Theilpunkt  des  Kreises  A,  der  (*+2(p+f))i* 


•)  Ueberbaupt  ist  diese  Figur  an  merkwürdigen 
reichhaltig.  Die  Paukte  B9  H,  /,  in  denen  sich  die  Kreise  B  and ti» 
A  nnd  C9  A  nnd  B,  ausser  in  0,  noch  schneiden,  liegen  in  dm 
Seiten  BC9  AC  und  der  Diagonale  AB  des  Parallelogramms,  unddb 
in  E9  ff,  I  auf  BC,  ACt  AB  errichteten  Normalen  schneiden  sieh 
in  D.  Von  diesen  Normalen  berührt  DE  den  Kreis  A9  DH  deaKrnk 
£,  und  wenn  DI  bis  nach  K  an  den  Kreis  C  fortgesetzt  wird,  so  fst<2" 
D/  =  /fi.  So  wie  ferner  im  Obigen  die  Bögen  DFE  und  DGB,  m 
lassen  sich  auch  alle  übrigen  Bögen,  in  welche  die  drei  Kreise  einander 
zerschneiden,  durch. Winkel  im  Parallelogramm  AB  ausdrucken«  8e 
sind  z.  B.  die  Bögen  HLD,  DFB,  HDE  der  Kreise  A9  B9  C 
einander  ahnlich  und  messen  einen  Winkel  =*2.ADB.  Die  Bögen 
Dal;  Ebl  der  Kreise  A,  B  sind  sich  ahnlich  und  messen  einen  Win* 
kel  -2.Difi;  die  Bögen  IAH,  IMD  der  Kreise  A9  B  sind  skb 
ähnlich,  indem  jeder  Ton  ihnen  einen  Winkel  =—2.  D2M  misst;  u.  s.  w. 
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nim  B  and  der  (j.+2/>)te  des  Kreises   C  mit 
mer  in  gerader  Linie. 

i  Wir  wollen  jetzt  von  D  nach  allen  m  —  1  iibri- 

il  punkten  des  Kreises  A  gerade  Linien  ziehen, 

■  jede,  ihrer  Grösse  uud  Richtung  nach,  eine  auf 

-kendo   Kraft   vorstelle.     Auf  gleiche  Art   werde 

i  die  Theilnnukte  des  Kreises  /»'  ein  zweites,  und 

ie  Thciljuinktt:  des  Kreisen  C  ein  drittes  System 

wirkender  Kräfte   bestimmt.     Wegen   der  CSlei- 

jOa  +  Hb  =  Z/r,  wenn  n ,  />,  c  drei  zusammen- 

o  Theilpunktc  sind  (nr.  3.),  ist  nun  von  den  diesen 

punkten  zugehörigen  drei  Kräften  die  Kraft  in  dem 

i  C  gleich  wirkend  mit  den  beiden  andern;  und  da 

neil|iuukte  aller  drei  Kreise  zu  dreien  so  zuaam- 

■oomnien  werden  können,  dass  sie  mit/)  in  einer 

i  liegen,  so  wird  die  Resultante  der  Kräfte  des 

Ay   verbanden   mit  der  Resultante  der  Kräfte 

//,   gleiobwirkeud  mit  der  Resultante  der 

i  Kreises  C  seyn. 

ihteu  «vir  aber   die  Kriiftc  eines  der  drei 
idera,  so  sind  je  zwei,  die  von /J  aus  nach 
deichweit    von  D   zu   beiden  Seiten  liegenden  Theil- 
des    Kreises    gerichtet   sind,    einander  gleich 
iben  daher  eiue  Resultante,  welche  den  durch  J* 
i  Durchmesser  zur  Richtung  bat.     Dieselbe  Kich- 
i  folglich  auch  der  Resultante  aller  Kräfte  des 
>  zukommen. 

I  ferner  je  zwei  Kreise  mit  ihren  Seli- 

r  den  dadurch  vorgestellten  Kräften,  einander 

Figuren,    von    denen  die   eine  in   die  andere 

:,   weiiu   man  jede  Kraft   des   einen  Kreises  in 

Verhältnisse  ändert,  in  welchem  sein  Durchmesser 

i  Durchmesser  des  underu  steht.     In  duinselbcu 
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Verbältnisse  werden  folgUoh  auob  die  Keeultanl 

Kräfte  des  einen  and  des  andern  Kreises  zu 

seyn,  so  dass  die  Durchmesser  DA,  DB9  DO 

allein  die  Rfehtungen,  sondern  anoh  die  GrflesiiiiwftlilHi 

nisse  der  Resultanten   der  dtei  Systeme  tob  Krtftas 

angeben. 

•  « " 

6)  Zu  Folge  des  in  nr.  4.  Erwiesenen  ist  daher  von 

drei  durch  DA,  DB,  DC  vorgestellten  Kräften  4fr- 
letztere  gleiohwirkend  mit  den  beiden  erstem,  und 
das  Parallelogramm  der  Kräfte  für  den  Fall  dargel 
wenn  die  Diagonale  D  C  mit  den  Seiten  Winkel  maoht^  * 
deren  jeder  zu  360°  in  einem  rationalen  Verhältnisse 
steht.    Die  Ergänzung  des  Beweises  für  den  Fall  irra- 
tionaler Verhältnisse  bleibe  dem  Leser  selbst  überlassen. 

Von  den  Axen  der  grössten  Momente« 

f  81. 

Ist  für  einen  Piwkt  M  die  Linie  des  grössten  Mb»  , 
ments,  welche  dnroh  ihre  Richtung  und  Länge  die  de» 
Punkte  zugehörige  Axe  des  grössten  Moments  und  den 
Werth  desselben  angiebt  (§•  77.),  gegeben,  so  lftsst 
sich  das  Moment  für  jede  andere  durch  M  gehende  Axe 
sogleich  finden.  Wie  diese  Linie  des  grössten  Moments 
bestimmt  werden  kann,  ist  in  §.  78.  gezeigt  worden, 
und  wir  wollen  nun  untersuchen,  naoh  welchem  Gesetze^ 
die  Richtung  und  Länge  dieser  Linie  ton  einem  Punkte 
zum  andern  veränderlich  ist. 

Sey  demnach  ein  System  ton  Kräften  auf  eine 
einfache,  durch  einen  willkührlieh  angenommenen  Punkt 
M  gehende  Kraft  v  und  auf  ein  Paar  w  reducirt  wer- 
den.   Eben  so  habe  man  das  System  anf  eine  durch 
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behebigen   amiern   Punkt   M'  gehende  Kraft   v 


I   Paar  «'  ■ 


iick  gebracht. 


Da  hiernuub  v  und  w  gleioliuirkend  mit  t/  und  v' 
«ad,  so  sind  es  auch  n,  v  und  — «/>'  mit  ><'.  Die  Kraft 
r  nat>  daher  in  der  Ebene  des  aus  w  uuil  — */■'  rcsnl- 
tireaden  Paares  liegen,  oder  doch  dieser  Ebene  parallel 
irin  1 4- 57.|,  and  muss  mit  —  v  ein  diesem  resnltiren- 
den  Paart  das  Gseiobgewichl  haltendes  Paar  bilden 
f  IV  1.).  Die  Kräfte  v  und  v  siud  folglich  einander 
und  haben  gleichlaufende  itiohlungen,  und  die 
dieser  ftichtungen  wird  von  den  Ebenen  der 
w  und  if'  in  parallelen  Gerndcn  gesohnitten 
|.  —  Ist  M'  ein  Punkt  in  der  Richtung  von  v 
,  so  fallen  r  und  v  zusammen,  und  habeu  daher 
Wirkung;  mithin  sind  dann  auch  die  Paare  w 
ider  gleichwirkend,  d.i.,  sie  liegen  in  parallelen 
Ebenem  and  habeu  gleiche  Momente. 

Dos«  ih'e  Kraft  v  von  einem  Punkte  M zum  uuderu 
in  Richtung  und  Intensität  Unverändert  behalt,  geht 
osrigens  auch  daraus  hervor,  dass  e  die  Resultante  der 
w  einen  Punkt  M  parallel  mit  ihren  Richtungen  ge- 
tragenen Kräfte  des  Systems  ist. 

Weil  v  mit  v'  uud  v\  —v  gleichwirkend  ist,  so 
st,  wenn  wir  summt  liehe  drei  Paare  auf  eine  Ebene 
,  das  Momeut  der  Protection  von  w  gleich  dem 
der  Protection eu  von  w'  und  t/,  — v  ($.54.5.). 
Im  ein  besliinmtores  ftild  zu  haben,  wollen  wirunsdio 
csuieiiMch  oft li  ob  e  Hiehtung  von  v  und  v'  vertieal  auf- 
«irte  gebend  denken.  Lassen  wir  nun  die Projectious. 
(stte  horizontal  seyn  und  projieireu  darauf  rechtwinklig, 
n  ist  die  Hrojection  des  Paares  «',  —  v  null  und  die 
«Ute  der  Projeotioncn  von  w  und  •/  sind  einander 
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Das  Moment  der  Projektion  des  Paares  w  auf  eis»  J 
horizontale  Ebene  ist  demnaoh  für  alle  Punkte  M  *fa$1 
gleicher  Grösse,  und  mithin  das  Moment  von  w  selbilf 
am  kleinstes  für  diejenigen  Punkt?  My  für  welche  flieh 
die  Ebene  von  w  horizontal  findet 

Um  diese  Punkte,  wenn  es  anders  solohegiebt,  sa 
bestimmen,  wollen  wir  die  Paare  w  und  •/  auf  die  Ebene 
des  Paares  i/,  —  v  rechtwinklig  projiciren.    Nach  obi- 
gern  Satze  Ton  den  Projeetionen  ist  alsdann  das  Moment 
der  Projeetion  von  w  gleioh  der  Summe  der  Moment!.'«; 
des  in  der  Projeetionsebene  liegenden  Paares  t/,  —ff* 
selbst  und  der  Projeetion  von  w'.    In  dem  Falle  nun, 
wenn  vf  horizontal,  also  auf  der  Projeetionsebene  recht- 
winklig ist,  ist  das  Moment  seiner  Projeetion  null,  folg- 
lich haben  dann  die  Projeetion  des  Paares  w  und  das 
Paar  t/9  —v  gleiche  Momente;  und  weil  immer  die* 
Durohschnittslinien  der  Ebenen  von  w  und  uf  mit  der 
Ebene  von  (t/,  — v)  einander  parallel  sind,  jetzt  aber 
w'  horizontal  seyn  soll,  so  sind  jetzt  die  beiden  Durch- 
schnitte von  t?  und  t/  mit  der  vertioalen  Ebene  von 
(v\  — v)  horizontaL    Dies  giebt  zur  Bestimmung  der 
Punkte  ÜT,  für  welohe  vf  horizontal  ist,  folgende  Regel: 

Man  lege  durch  die  irgend  einem  Punkte  M  zuge- 
hörige Kraft  v  eine  (verticale)  Ebene  so,  dass  sie  die 
~Ebene  des  demselben  Punkte  zukommenden  Paares  w 
in  einer  horizontalen  schneidet.  Auf  diese  Ebene  pro- 
jicire  man  das  Paar  w  rechtwinklig  und  ergänze  die 
Kraft  —  v  durch  eine  zweite  t/  in  derselben  Ebene  an 
einem  Paare,  welohes  mit  der  Projeetion  von  w  einerlei 
Moment  hat  Jedes  Paar  •/,  das  einem  Punkte  ST  in 
der  Richtung  von  v'  zukommt,  wird  alsdann  eine  hori- 
zontale Lage  haben. 

Sind  umgekehrt  die  sioh  rechtwinklig  schneidenden 
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»'  und  «•'  iiejteben,  onii  legt  man  durch  irgend  einen 
Poakt  .V  eine  der  t'  parallele  und  gleiche  Kraft  v,  so 
iat  da*  Paar,  welches  aus  der  Zusammensetzung  der 
Paare  «■'  und  r',  —  **  entspringt,  das  dem  AI  zugehö- 
rig*. Die  Ebene  desselben  schneidet  die  Ebene  von 
-  <)  in  einer  Uorizontalen ,  sein  Moment  aber  und 
seia  Winkel  mit  dem  horizontalen  v'  ist  um  so  grösser, 
ja  grdaser  das  Moment  des  Paares  i/,  —  v  ist,  je  weiter 
alao  ,V  von  v   entfernt  liegt. 

£.  82. 

Dieses  vorausgeschickt  ist  nun  die  Bestimmung  der 

jedem  Punkte  M  zugehörigen  Linie  des  grö'ssfen  Mo- 

•aata  jraor.  leicht.     Diese  Linie  steht  nach  $.  77.  auf 

den  er  des  Punktes  rechtwinklig  und  ist  dem  Momente 

enn    Paares    proportional;    sie    ist    daher    dasselbe, 

aal  wir  in  f.  53.  die  Axe  des  Paares  nannten.     Da  nun 

tie  Resultante   der  Äsen  zweier  zusammenzusetzenden 

Paare  die  Axe  des  resultir enden  Paares  ist  (ebendas.), 

nd  da  jetzt  das  Paar  w  aus  der  Zusammensetzung  der 

|     Paare  w1  und  *■■',  —v  hervorgeht,   so  ist  die  Linie  des 

rreaeten  Moments  für  den  Punkt  Jfl  die  Resultante  der 

Lhnt  aas  grössten  Moments   für  einen  in  t/  liegenden 

Poakt  JV  und  der  nach  demselben  Massstabe  beBtimm- 

aa  Axe  des  Paares  >■',  —  v.    Die  hierzu  nöthige  Con- 

weuüui  Ut  folgende. 

8er,  wie  im  Vorigen,  tt  auf  v>'  rechtwinklig;  Ali 
(TV.  Ä.)  «teile  die  Richtung  von  v  vor;  wir  wollen  sie 
sie  Hanptliuie  des  Systems  nennen  und  sie  uns 
nraernai  vertieal  denken.  Für  jeden  ihrer  Punkte  M' 
i»t  ü«  Linie  des  grössten  Moments  eine  von  ffl  aus 
«nf  iie  getragene,  dem  Momeuto  von  w' proportionale, 
Uare  *V. 
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Ist  nun  M  irgend  ein  anderer  Paukt  des 
and  M'  der  Punkt  der  Uauptlinie,  weloher  mit  Jf 
einer  Horizontalen  liegt,   so  ist  MAB  die  Ebene 
Paares  t/,  —  v\  MM  seine  Breite,  also  MM  .v 
Moment  und  ein  auf  der  Ebene  MAB  errichtetes, 
Sem  Momente  proportionales  Perpendikel  MO  die  An* 
des  Paares.    Die  Linie  des  grössten  Moments  für  JE 
wird  hiernach  gefunden  als  die  Resultante  Ms  von  JfÄ 
und  einer  an  M  der  M'/  gleich  und  parallel  goUif 
genen  MQ9  oder,  was  dasselbe  ist,  als  die  Hypotenratii 
Ms  des  bei  0  rechtwinkligen  Dreieoks  MOsy  in 
ohein  Os  gleioh  und  parallel  der -MV  ist;  sie  ist  daher 
rechtwinklig  auf  dem  von  M  aof  die  Hauptlinie  geftlt 
ten  Perpendikel  M'M,    und  ihre  Grösse,    so  wie  ihr 
Winkel  mit  der  Hauptlinie,  sind  bei  einem  und  dspn 
selben  Systeme  bloss  von  der  Grösse  dieses  Perpefr» 
dikels  abhängig« 

Weil  MO  proportional  mit  MM.v  iit,  so  ist  da» 
Verhältnis  MOiM'M,  oder  die  Tangente  des  Wic- 
kels MM'O  proportional  mit  v,  also  oonstant,  weil  + 
von  einem  Punkte  M  zum  andern  seine  Grösse  nicht 
ändert  Für  alle  Punkte,  welche  in  einer  und  derselbe* 
durch  M'  gehenden  Horizontalen  MC  enthalten  sind, 
liegen  daher  die  zugehörigen  O  in  einer  gleichfalls  darek 
M  gehenden  Horizontalen  MD.  Vertical  aber  O  ia 
einer  Höhe  =  M s\  also  in  eiuer  durch  s*  mit  MD 
gezogenen  Parallele  s'E  liegt  der  Punkt  s.  Läset  man 
daher  die  Punkte  M  und  s  in  MC  un&  JE  sich  so 
fortbewegen,  dass  die  Gerade  Ms  auf  MC  immer  normal 
steht,  so  ist  Ms  jederzeit  die  Linie  des  grössten  Mo- 
ments  für  M ,  und  man  sieht  hieraus  deutlich,  wie  bsai 
wachsender  Entfernung  des  M  von  M  die  Grösse  dieser 
Linie  und  ihr  Winkel  mit  der  Hauptlinie  immer  zunehurao« 
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Seist  man  den  Winkel  OsM,  oder  den  Winkel  von 
e  aiit  der  Hanptlinie~,  =  a>  und  den  constanten  Win- 
kal  CJF0  =  a9  so  ist 

9FM*V< 

Ms=jf(JWs'1  +IWJM2  tanga9)  und  tanga>= -j^  taug«, 


dasselbe  erkannt  wird. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  erhaltenen  Resultate 
ii  folgenden  Sätzen  zusammenstellen. 

1)  Für  alle  Punkte,  u eiche  in  der  Fläche  eines 
um  die  Hauptlinie  y  als  Axc,  beschriebenen  Cy  linders 
liegen^  sind  die  Linien  der  grössten  Momente  einan- 
gleicht berühren  insgesammt  diesen  Cy  linder 'iind 

mit  der  Hauptlinie  gleiche  Winkel.  Für 
eße  tSsnkte^  die  in  einer  und  derselben  Seitenlinie  des 
Cylimders  liegen ,  sind  daher  diese  Linien  einander 
parallel  und  in  einer  Ebene  enthalten ,  diedenCylin- 
der  jm  der  Seitenlinie  berührt.  Für  alle  Funkte 
rem,  welche  in  dem  Durchschnitte  der  Cy  linder- 
\it  einer  auf  der  Hauptlinie  normalen  Ebene, 
Kreise y  liegen,  bilden  die  zugehörigen 
Fläche  eines  durch  Umdrehung  um  die 
Hmmptlinie  erzeugten  hyperbolischen  Hyperboloids. 

2)  Je  weiter  ein  Punkt  von  der  Hauptlinie  ab- 
steht ,  Je  grösser  also  der  Durchmesser  des  Cy  linders 
ist)  desto  grösser  ist  die  zugehörige  Linie  des  gross- 
tm  MomenA  und  desto  mehr  tüihert  sich  der  IVinkel 
dieser  Linie  mit  der  Hanptlinie  einem  rechten,  indem 
die  Tangente  desselben  dem  Abstände  des  Punktes 
rem  der  Hauptlinie  proportional  ist.  Für  Punkte, 
die  in  einer  enrf  der  Hauptlinie  normalen  Geraden 
liegen ,   Seiden   die  zugehörigen   Linien  die  Flache 

hyperbelischen  Paraboloids.    Denn  indem  M  in 
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MC  fortbewegt  wird,  bleibt  Ms  einer  auf  MC  n 
malen  Fläche  parallel  und  trifft  fortwährend  die  w\ 
Geraden  MC  und  SJB. 

S)  Für  jeden  Punkt  in  der  Hauptlinie  fallt  i 
Lüde  des  grössten  Moments  in  die  Häuptlinge  sei 
und  ist  kleiner,  als  für  jeden  andern  Punkt,  also  < 
Minimum  Maximorum* 

§.83. 

Aufgabe.  Die  Gleichung  für  die  Hauptlinie  i 
den  Werth  des  kleinsten  unter  den  grössten  Moment 
zu  finden. 

A  u  f 1  ö s  u  n  g.  Das  Coordinatensystem  sey  ein  red 
winkliges.  Beziehen  wir  nun  das  System  der  KHU 
zuerst  auf  eine  Axe  t9  welche  durch  den  Punkt  (f  gm 
geht,  eine  Länge  =1  hat  und  mit  den  Axen  der 
y,  x  die  Winkel  qp,  x*  V  macht,  so  sind  die  Project 
nen  der  Axe  auf  die  Coordinatenaxen ,  =cog<jp,  coa 
coBifty  und  es  ergiebt  sich  das  Moment  für  diese  Aa 
wenn  wir  in  dem  in  §.  65.  erhaltenen  Ausdrucke  d 
Moments,  für  P,  G,  H  diese  Cosinus  substitnin 
Bezeichnen  wir  daher  dieses  Moment  mit  T  und  setz 
zur  Abkürzung: 
(i)...Z—  gC+AB=aL„  M—hA+fC  =  Mn 

N-fB+gA  =  N„ 
so  wird 

(2) . . .  T=  Lf  cosqp  +  M,  oos^  +  IV,  cosy. 

Setzen  wir  ferner 

v(l;+m; +#;)=!*,  und 

(3)...  y^=C089',    -^  =  cos/,    ^  =  C0B1//, 

so  ißt    (4) . . .  cosg>'2  +  cos/2  +  cost//2  =  1  und 

T=  7*  (00*90089'  + COS*  008/+  0081// 008  t/). 
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Wegen  (4)  lassen  rieh  aber  9%  /,  v'  *1*   drei 
ei  betrachten,  die  eine  Gerade  —  sie  heisse  t' 
werde  gleichfalls  durch  (f>  gy  &)  gelegt  —  mit 
Axen  der  x>  y,  x  bildet;  and  es  ist  mithin 
»09  eos9'-f-eosjtcosj|/  +  MBV'C08^/=co8l*f', 

folglich...  T=*7* oosfV. 

Nehmen  wir  daher  bloss  q>,  %%  v  veränderlich,  so 
der  grSsste  Werth  von  T,  =  T  und  dafür  der 
Winkel  *%l  =  0,  d.  h.  unter  allen  durch  den  Punkt 
t/t  E->  *)  gehenden  Axen  f  ist  f  diejenige,  welcher 
gröeste  Moment  zukommt;  die  Winkel  dieser  Axe 
Coordinatenaxen  sind  =  9',  /j  V^  u&d  das 
Moment  selbst  =  T. 


Unter  den  verschiedenen  grösaten  Momenten,  welche 
verschiedenen  Punkten  (/J  g9  h)  zugehdreb,  fal- 
len aber  die  Axen  t  aller  derjenigen  Momente  in  die 
Banptlinie,  deren  Axen  mit  c,  d.  i.  mit  der  Resultante 
von  A)  B)  Cy  parallel  sind,  für  welche  sich  also 

cosy':  coa/:coai//  =  -4  tB;  C 

verhalten«    Hiermit  folgt  aus  (3)  und  (1): 

L—gC+kB     M—hA+fC     IV—fB+gA 
*3 = B = TT^> 

welches  daher  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Coordi- 
Mten  fy  g*  k  a"e,f  derjenigen  Punkte  sind,  welche 
■oWt  ihren  Axen  in  die  Hauptlinie  fallen;  es  sind  folg- 
Bck  die  zwei  Gleichungen  der  Hanptlinie  selbst 

Setzen  wir  zuletzt  noch  in  dem  allgemeinen  Aus- 
*ioke  des  Moments  (2)  die  durch  9,  /,  1//  bestimmte 
Ktttamg  der  Axe  parallel  mit  der  Hauptlinie,  also  mit 
fcr  Resultante  von  As  B+  Cs  so  werden 
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A  B  C 

wo  D  =  f(A*  +  B*  +  C*)y  and  damit 

*,_  AL,  +  BM,  +  C1Y, 
l~  ~~D 


—  V{A*+B*  +  C*)  "***",  (1)' 


also  unabhängig  von/",  g,  A.  Alle  mit  der  Hanptlinie 
parallele  Äsen  haben  daher  gleiche  Momente«  deren  , 
gemeinschaftlicher  Werth  der  eben  gefundene  ist  IM6- 
ser  Werth  kommt  daher  auch  dem  Momente  einer  in 
die  Hauptlinie  selbst  fallenden  Axe  zu,  d.  i.  dem  klein* 
sten  unter  den  grössten  Momenten. 

jSusatz.  Dass  alle  mit  der  Dauptlinie  parallele 
Axen  gleiche  Momente  haben,  wird  auch  leicht  ans 
Fig.  26.  erkannt  Denn  da  Ms  die  Linie  des  grössten 
Moments  für  den  Punkt  JUy  und  MQS  ein  rechter 
Winkel  ist,  so  ist  die  der  ÜIV  gleiohe  und  parallele 
Linie  MQ  dem  Momente  der  in  sie  fallenden  Axe 
proportional  (§.  76.). 

Von  den  Axen,  deren  Momente  null  sind. 

f  84. 

Noch  eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen 
diejenigen  Axen,  in  Bezug  auf  welche  das  Moment  des 
Systems  null  ist  Sie  ergeben  sich  unmittelbar  mos 
dem  Vorigen,  da  es  unter  allen  durch  einen  Punkt  M 
gehenden  Axen  alle  diejenigen  und  keine  andern  sind, 
welche  auf  der  dem  Punkte  zukommenden  Linie  des 
grössten  Moments  rechtwinklig  sind,  also  in  der  Ebene 
des  dem  M  zugehörigen  und  durch  ihn  selbst  gelegten 
Paares  w  liegen.    In  dieser  Beziehung  wollen  wir  Ott 
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M  gelegte  Ebene  von  w  die  Nullebene  des 
Punktes  M  nennen. 

So  wie  es  nun  für  jeden  Punkt  eine  Nullebene  giebt, 
m  lässt  sieh  auch  umgekehrt  in  jeder  Ebene  ein  Punkt 
ugebcn,  in  Bezug  auf  welchen  sie  die  Nullebene  ist, 
ein  Punkt,  den  man  den  Nullpunkt  der  Ebene 
le,  und  welcher  die  Eigenschaf);  besitzt,  dass  von 
in  der  Ebene  enthaltenen  Axen  bloss  für  diejeni- 
,  welche  den  Punkt  selbst  treffen,  das  Moment  des 

null  ist    • 
Denn  werde  die  Ebene  von  der  vertikalen  Haupt* 
AB  (Fig.  26.)  im  Punkte  M'  geschnitten  und  sey 
C  eine  in  der  Ebene  durch  BT  gelegte  Horizontale, 
so  liegt  darin  der  Nullpunkt  M  der  Ebene  und  ist  von 

JT  Hin    einen   Abstand   MM  =  JIF/  - — 8-    entfernt, 

tanga  ^ 

ws  JfV  und  a  constant  sind,  und  w  den  Winkel  der 
Ebene  mit  dem  Horizonte  bezeichnet  ($.82.).    Istfeber 
fit  Ebene  mit  der  Hauptlinie  parallel  und  von  ihr  um 
einen  Abstand  =x  entfernt,  berührt  sie  also  einen  um 
fie  Hauptlinie  mit  einem  Halbmesser  =.r  beschriebenen 
Cjlmder,  so  liegen  in  der  Ebene  die  Axen,  deren  Mo- 
mente null  sind,  einander  parallel  und  machen  mit  der 
Ebene  des  Horizonts  einen  Winkel,  dessen  Tangente 

= -hestv-  •     Vergl.  $.  82.    Iu  diesem  Falle  ist  also  der 

Sittpunkt  der  Ebene  als  unendlich  entfernt  zu  betrachten. 

Hat  man  somit  den  Nullpunkt  M  einer  Ebene  ge- 
finlen,  so  kann  für  eine  andere  durch  M  nicht  gehende 
Ate  t  der  Ebene  das  Moment  nicht  =0  seyn.  Deun 
ut  erstens  die  Ebene  nicht  parallel  mit  der  Hauptlinie, 
•  lässt  sich  unter  der  hier  allein  geltenden  Yoraus- 
*tamg,  dass  die  zwei  Kräfte,  worauf  das  System  re- 

10 
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dnoirbor  ist,  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  das  Systeak  ■ 
auf  ein  in  der  Ebene  enthaltenes  Paar  w  und  auf  eine 
durch  M  gehende  mit  der  Hauptlinie  parallele  Kraft  e» 
reduoiren,  und  für  die  Axe  t  sind  nur  die  Momente  de* 
zwei  Kräfte,  welche  das  Paar  ausmachen,  nicht  aber 
das  Moment  von  «/,  also  auch  nioht  das  Moment  dei  ' 
Systems,  null. 

Ist  zweitens  die  Ebene  mit  4er  Hauptlinie  parallel,  ' 
und  ist  p  eine  der  in  ihr  liegenden  parallelen  Axen)  ' 
für  welche  das  Moment  des  Systems  null  ist,  t  irgend 
eine  andere  in  der  Ebene  enthaltene  Axe,  welche  p  im 
Punkte  N  schneidet,  so  ziehe  man  durch  N  (in  der 
Ebene)  eine  Parallele  v  mit  der  Hauptlinie  und  be- 
schreibe in  der  Ebene  einen  Krcff",  weloher  p  in  N 
berühre.  Alsdann  verhalten  sich  die  Momente  in  Bezog 
auf  die  Axen  v  und  f,  wie  die  in  den  Kreis  fallendes 
Theile  vpn  v  und  t  (f.  76.).  Da  nun  das  Moment  fflf 
v  gleich  dem  kleinsten  unter  den  grössten  Momente* 
ist  (§•  83.  Zus.),  und  dieses  unter  der  gemachten  Vor* 
aussetznng  nioht  null  seyn  kann,  so  kann  es  auoh  nicht 
das  Moment  für  die  Axe  t  seyn. 

f  85. 

Die  Eigenschaften  von  Nullebenen  und  Nullpunkten 
lassen  sich  auch  ganz  leioht  aus  den  oben  (§.  69.)  ana- 
lytisch bewiesenen  Sätzen  herleiten,  dass  von  der  einen 
der  beiden  Kräfte,  worauf  ein  System  redooirbar  ist, 
die  Richtung  im  Allgemeinen  nach  Willktthr  genommen 
werden  kann,  nnd  dass,  wetan  die  eine  der  beiden 
Kräfte  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  die  andere 
in  einer  damit  gegebenen,  den  Punkt  enthaltenden 
Ebene  liegt,  nnd  umgekehrt    Von  diesen  Sätzen  wüT 
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•eh  jetzt  poch  eiuen  widern  auf  ganz  einfache  lietrttch- 
lantco  sich  gründenden  Ueweis  mittheileo,  und  hierauf 
den  ZuMimtneuhang  zwischen  ihnen  und.  den  Eigenschaf- 
ten der  !\  uliebenen  und  Nullpunkte  kürzlich  angeben. 

1)  Hat  man  zwei  Kräfte  P  und  P,  (Fig.  27.),  de- 
m  Richtungen  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  nnd  eine 
Richtung  -/,  welche  mit  der  einen  /'  der  beiden  erstem 
■  einer  Ebene  n  Hegt,  und  daher,  im  Allgemeinen 
»enigsten«,  mit  /'  einen  Pnnkt  A  gemein  hat,  so  ist  es 
im  AJJcein einen  immer  mügfich,  die  zwei  Kräfte  in  zwei 
mit  ihnen  glcichwirkende  Q  und/?,  zu  verwandeln,  von 
eeneu  die  eine  Q  die  Hichtung  y  bat. 

Urtiti  Au  P  und  /',  mit  Q,  und  ff,  glcichwirkend 
•ejn  sollen,  so  müssen  es  auch  P  und  — fl  mit  ff 
and  —  P,  seyu.  P  und  —  Q  bähen  aber,  als  zwei 
Kräfte,  deren  Richtungen  in  eiuerEbeoe  a  liegen  und 
im  Punkte  A  derselben  sich  schneiden,  eine  durch  den 
Sehneidepunkt  A  gebende  und  in  der  Ebene  a  enthal- 
tene Resultante  R.  Diese  Resultante  It  tnuss  daher 
ueh  den  Kräften  ff,  und  — P,  zukommen,  es  muss 
Hjdich  nnoh  #,  die  Resultante  von  P,  und  it  seyuj 
nnd  da  zwei  uiout  in  einer  Ebene  eulbaltcne  Kräfte 
ninbt  auf  eine  einzige  Kraft  reduoirt  werden  können 
ij.  57-J,  M  müssen  P,  und  /f,  so  nie  auch  ff,,  in 
naer  Ebene  u,  enlbalten  sevn  und  sich  darin,  im  All- 
«ememen  wenigstens,  in  einem  Punkte  A,  schneiden. 
Darnach  ist  die  Richtung  von  11  bestimmt  als  der 
ttamhaehnttt  der  Ebene  a,  in  welcher  /*  und  ff  wirke», 
ntri  der  durch  /*,  und  den  Schuuidepunkt  1  von  /' 
mi  Q  ja  legenden  Ebene  «,.  Da  also  vou  den  drei 
/»  — Ö,  —  /(,  welche  im  Gleichgewichte  sind, 
Richtungen,   und  vou  der  ersten  derselben,   /',  die 
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Intensität,  gegeben  sind,  so  lassen  sioh  aboh  von'  Qt' '! 
und  R  die  Intensitäten  finden  (f.  28.  .«.) ,  und'  hieran!  ; 
die  Richtung  und  Intensität  vonöM  als  von  einer TWft, - 
welche  mit  — -  Ä  und  —  Pt  im  Gleichgewichte  ist.     *    '" 

2)  Wir  folgern  hieraus  weiter :  Ist  von  der  Richtung 
der  Kraft  Q  nur  der  Punkt  A  gegeben,  in  welchen 
sie  die  P  schneiden  soll,  so  kennt  man  von  der  Kraft 
Ql  nur  die  Ebene  a19  in  welcher  sie  mit  Px  liegen 
muss;  es  ist  nämlich  die  durch  A  4ind  Px  zu  legende  . 
aL.  Ist  aber  für  Q  nur  die  Ebene  a  gegeben,  in  wel- 
cher sie  m'itP  liegen  soll,  so  ist  von  Qt  nur  der  Punkt 
Ax  bekannt,  in  welohem  sie  die  Pt  schneiden  muss; 
es  ist  nämlich  der  Durchschnitt  der  Ebene  a  mit  /\. 

Wenn  demnach  von  irgend  zwei  Kräften,  die  mit 
zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Kräften  P  und  Px 
gleiche  Wirkung  haben,  die  eine  der  Pin  einem  Punkte 
A  begegnet,  so  liegt  die  andere  in  der  durch  A  und 
Pt  bestimmten  Ebene;  und  wenn  die  eine  mit  P  in 
einer  Ebene  a  liegt,  so  geht  die.  andere  durch  den 
Schneidepunkt  von  a  mit  Pv. 

3)  Auch  in  dem  Falle,  wenn  die  gegebene  Rich- 
tung von  Q  nicht,  wie  vorhin,  mit  der  Richtung  von/1 
in  einer  Ebene  liegt,  lassen  sioh  im  Allgemeinen  die 
Intensität  von  fi  und  die  Riohtung  und  Intensität  von 
Qt  so  bestimmen,  dass  Q  undQt  mit  P  und  Pl  gleich- 
wirkend werden.  Denn  zieht  man  eine  Gerade  s,  welche 
die  Richtung  von  P  und  Q  zugleich  schneidet,  so  kann 
man  nach  dem  Vorigen  P  und  Pv  zuerst  in  zwei  Kräfte 
S  und  Sx  verwandeln,  von  denen  S  die  Richtung  # 
hat,  und  kann  sodann  auf  dieselbe  Weise  aus  S  dnd 
St  die  mit  ihnen,  und  folglich  auoh  mit  P  und  Pty 
gleichwirkenden  Kräfte  d  und  0t  herleiten. 
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4)  Ist  daher  ein  System  von  Kräften  auf  xwei 
in  einer  Ebene  liegende  Kräfte  reducirbar9  so 
die  Richtung  der  einen  van  beiden  im  Allge- 

jede  beliebige  seyn.    Um  so  mehr  kann  folglich 
noch  Unbestimmtere  verlangt  werden,  dastf  die  eine 
beiden  Kräfte  dureh  einen  beließig  gegebenen  Punkt 
,  oder  in  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  liege. 
Der  Punkt  A  und  die  Ebene  a  in  dem  Satze  nr.*2. 
daher  ebenfalls  ganz  nach  Willkühr  bestimmt 
,  welches  uns  zu  dem  Schlüsse  fuhrt: 

In  Bezug  auf  ein  System  von  Kräften,  welches 
smf  xwei  nicht  in  eitler  Ebene  liegende  Kräfte  P  und 
P  reducirt  werden  kann,  entspricht  jedem  Punkte 
A  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  al  und  jeder  Ebene 
%  sin  in  ihr  liegender  Punkt  Ax  dergestalt,  dass,  wenn 
die  eine  der  beiden  Kräfte,  P,  dem  Punkte  A  be- 
gegnety  oder  in  der  Ebene  a  wirkt,  die  andere  Pk 
in  der  entsprechenden  Ebene  /it  enthalten  /+<,  oder 
den  entsprechenden  Punkt  At  trifft. 

5)  Geht  aber  die. Kraft P  durch  den  Punkte,  und 
liegt  folglich  die  Kraft  Px  in  der  dem  A  eptaprechen- 
4en  Ebene  o,,  so  schneidet  jede  duroh  A  gehende  und 
k  «,  enthaltene  Axe  sowohl  die  Richtung  von  P,  als 
fit  von  Pt,  und  es  ist  daher  in  Bezug  au  £  jede  dieser 
Ann  das  Moment  von  P  und  Piy  folglich  auoh  das 
tUofcnt  des  Systems,  null. 

Die  einem  Punkte  A  entsprechende  Ebene  a,  ist 
■ttm  die  Nullebene  des  Punktes,  und  eben  so  der 
mos  Eben»  a  entsprechende  Punkt  At  der  Nullpunkt 
im  Ebene. 

Zusätze,  a.  Ist  at  die  dem  Punkte  A  entspre- 
etade  Ebene,  so  ist  auoh  A  der  der  Ebene  aL  entspre- 


fgO  Enter  Tbeil.    Sechstes  Kapitel. 

ohende  Punkt,  indem,  wenn  die  eine  Kraft  Pt  in  ag 
wirkt ,  die  andere  P  dem  A  begegnen  muss;  und  eben 
so  erhellet,  dass  wenn  der  Ebene  a  der  Punkt -4,  ent» 
spricht,  auch  umgekehrt  letiterer  die  entere  zur  ent- 
sprechenden hat 

b.  Ist  A  ein  Punkt  der  Ebene  a,  und  wird  die 
willkfihrliche  Richtung  der  Kraft  P  so  genommen,  dass 
sie  zngleieh  durch  A  geht  und  in  a  liegt,  so  muss  die 
Kraft  Pt  wegen  des  erstem  in  der  Ebene  ut  liegen 
und  wegen  des  letztern  durch  den  Punkt  At  gehen; 
mithin  muss  At  ein  Punkt  der  Ebene  at  seyn,  d.  h: 

Liegt  ein  Punkt  in  einer  Ebene,  so  geht  die  dem 
Punkte  entsprechende  Ebene  duroh  den  der  Ebene  ent- 
sprechenden Punkt. 

f  86. 

Diese  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  Punkten 
und  Ebenen  sind  eine  besondere  Art  der  sogenannten 
dualen  oder  reciproken  Verhältnisse,  welche  in  der 
neuern  Zeit  so  mannigfach  untersucht  worden  sind,  und 
wobei  zwei  Systeme  von  Punkten  und  Ebenen  in  einer 
solohen  Beziehung  zu  einander  betrachtet  werden,  dass 
jedem  Punkte  des  einen  Systems  eine  Ebene  des  andern 
und  jeder  Ebene  des  einen  ein  Punkt  des  andern  ent- 
spricht Im  Gegenwärtigen  kommt  noch  die  besondere 
Bedingung  hinzu,  dass  jeder  Punkt  in  der  ihm  entspre- 
chenden Ebene  selbst  liegt,  und  —  was  eine  Folge 
davon  ist,  —  jede  Ebene  den  ihr  entsprechenden  Punkt 
selbst  enthält  Hierdurch  werden  nicht  nur  die  beider 
Dualität  im  Allgemeinen  Statt  habenden  Beziehungen 
in  etwas  modifioirt,  sondern  es  treten  noch  Relationen 
von   eigentümlicher  Beschaffenheit  hinzu.     Folgende 
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8ita  geben  eine  kurze  Uebersioht  dieser  merkwürdigen 
Bcaiehungen*). 

Zuerst  ^folgt  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden : 

1.  Zu  jedem  Punkte  gehört  eine  ihn  enthaltende  Null* 
ebene  und  zu  jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender 
Nullpunkt. 

2.  Ist  Ton  einer  Ebene  und  einem  in  ihr  liegenden 
Punkte  entere  die  Nullebene  des  letztern,  so  ist 
mnoh  letzterer  der  Nullpunkt  der  erstem,  und  um- 
gekehrt 

3.  Liegt  ein  Punkt  in  einer  Ebene,  so  geht  die  Null-' 
ebene  des  Punktes  durch  den  Nullpunkt  der  Ebene; 
oder  was  dasselbe  ist: 

3°.  Gebt  eine  Ebene  durch  einen  Punkt,  so  liegt  der 
Nullpunkt  der  Ebene  in  der  Nullebene  des  Punktes. 

Ans  3«  flie8st  weiter:  Liegen  mehrere  Punkte  in 
Ebene,  so  gehen  die  Nullebenen  der  Punkte  durch 

Nullpunkt  der  Ebene  j  d.  h. 
L  Von  mehreren  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten 
schneiden  sieb  die  Nullebenen  in  einem  Punkte, 
welcher  in   ersterer   Ebene    liegt   und   ihr  Null- 
punkt ist. 

Eben  so  folgt  aus  3°.: 
4*.  Von  roebrern  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Ebenen   liegen  die   Nullpunkte  in    einer  Ebene, 
welche    erstem  Punkt    enthält    und   seine   Null- 
ebene ist 

Aas  4.  schliessen  wir  ferner:  Von  mehrern  in  zwei 
sogleich,   d.  i.  in   einer  Geraden,  liegenden 


•)  AasfahrKcher  habe  ich  diesen  Gegenstand  in  einer  Abhand- 
J  „Uaber  eine  besondere  Art  dualer  Verhältnisse  zwischen  Figuren 
■Rats»"  in  Cr  eile's  Joroal  X.  Band,  pag.  317.  untersucht. 


f52  *  Bnter  TheiL    Sechstes  Kapitel. 

Punkten  gehen  die  Nullebenen  sowohl  durch  den  Null- 
pnnkt  der  einen,  als  durch  den  der  andern  jener  zwei 
Ebenen,  d.  i.  sie  sohneiden  sich  in  der  diese  zwei  Null- 
punkte verbindenden  Geraden;  also: 

5.  Die  Nullebenen  mehrerer  in  einer  Geraden  liegen- 
den Punkte    schneiden    sich    wiederum   in    einer 
Geraden. 
Aehnlicherweise  ergiebt  sioh  aus  4*. : 
5°.  Die  Nullpunkte  mehrerer  sich  in  einer  Geraden 
schneidenden  Ebeuen   liegen  «wiederum   in    einer 
1   Geraden. 

Nach  5.  und  5°.  entspricht  also  jeder  Geraden  eine 
zweite  Gerade,  so  dass  jeder  Punkt  der  einen  zu  seiner 
Nullebene  die  durch  ihn  und  durch  die  andere  Gerade 
gelegte  Ebene  hat,  und  dass  von  jeder  durch  die  eine 
Gerade  gelegten  Ebene  der  Nullpunkt  derjenige  ist,  in 
welchem  sie  von  der  andern  Geraden  geschnitten  wird. 
Je  zwei  solchergestalt  sich  entsprechende  Gerade  sind 
zugleich  die  Richtungen  zweier  Kräfte,  auf  welche  sich 
das  System  reduciren  lässt.  Denn  sind  a  und  b  die 
Nullebenen  der  Punkte  A  und  B,  und  geht  die  eine 
der  beiden  Kräfte  duroh  A  oder  27,  so  muss  die  an* 
dere  resp.  in  a  oder  b  liegen;  geht  folglioh  die  eine 
duroh  A  und  B  zugleich,  so  muss  die  andere  den  Durch- 
schnitt von  a  mit  6,  d.  i.  die  der  AB  entsprechende  Ge- 
rade zur  Richtung  haben. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  B  in  a  liegt,  geht 
nach  3.  die  Nullebene  b  von  B  durch  den  Nullpunkt 
A  von  #,  d.  i.  a  und  b  schneiden  sioh  in  AB  selbst 
Jede  in  einer  Ebene  a  duroh  den  Nullpunkt -4  dersel- 
ben gezogene  Gerade,  oder»  was  dasselbe  ist,  jede 
'  duroh  einen  Punkt  A  gelegte  Gerade,  welohe  zugleich 
in  der  Nullebene  a  des  Punktes  liegt,  also  jede  Axe, 
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Bezog  auf  welche  das  Moment  des  Systems  null  ist, 

folglich  sich  selbst  zur  entsprechenden,  und  es  ist 

unmöglich,  das  System  anf  zwei  Kräfte  zn  redu- 

,  Ton  denen  die  eine  eine  solche  Gerade  zur  Rieh* 

hat. 

Cm  diese  Sätze  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 
wellen  wir  von  den  drei  Co ordinaten ebenen,  worauf  das 
System  der  Kräfte  in  dem  Vorigen  bezogen  worden, 
Nullpunkte,  und  von  dem  Anfangspunkte  derCoor- 

O  die  Nullebene  zu  bestimmen  suohen. 
Für  eine  in  der  Ebene  der  xy  liegende  Axe  sind 
k  und  H  null  (§.  62.),  folglich  das  Moment  des  Systems 
(f.  65.)  in  Bezug  auf  eine  solche  Axe 

=  rF{L —gC)  +  rO  (M+fC). 

Man  sieht  nun  sogleich,  dass,  wenn  man  f  und  g 
dveh  die  Gleichungen  und  M+fC=0  und  L — gC 
=  0  bestimmt,  dieses  Moment,  unabhängig  von  F  und 
Gy  also  für  jede  in  der  Ebene  der  xy  enthaltene  Axe, 
welche  durch  den  Punkt  [fy  g)  geht,  null  wird.  Dieser 
Ponkt,  d.  i. 

ist  daher  der  Nullpunkt  der  Ebene  der  xy,  und  eben 
s»  Enden  sich 

fr -3- 5- (!•••- 1) 

•W  die  Nullpunkte  der  Ebenen  der  yx  und  xx. 

Ferner  ist  für  eine  durch  O  gelegte  Axe,  wenn 
n  den  Anfangspunkt  (/*,  gy  h)  derselben  mit  O  zu- 
ttanen  fallen  lassen  und  daher  /*,  g,  h  =  0  setzen, 
fct  Hement 

=r  rFO  +  r  OM  +  rBN. 
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Da  nun  jetzt  (F,  ö,  U)  der  Endpunkt  der  Ax* 
ist,  so  liegt  derselbe,  und  mithin  die  von  O  ansgebendf  ' 
Aza  selbst,  wenn  in  Bezug  auf  sie  das  Moment  nuQ 
ist,  in  e|ner  Ebene,  deren  Gleichung 

L  x  +  M y  +  ATz  =  0 , 

welches  also  die  Gleichung  der  Nullebene  von  O  ist. 

In  dieser  Ebene  müssen  nach  4°  die  Nullpunkte  der 
in  O  sich  schneidenden  Coordinatenebenen  liegen.  Auch 
finden  wir  dieses  duroh  unsere  Rechnung  bestätigt, 
wenn  wir  in  der  Gleichung  für  erstere  Ebene  die  vorhin 
für  die  Nullpunkte  erhaltenen  Co ord in aten  sqbstitpiren.. 

f  87. 

Weitere  Folgerungen  ergeben  sich,  wenn  wir -Sy- 
steme von  Ebenen  betrachten,  die  entweder  mit  einer 
und  derselben  Geraden,  odfer  mit  einander  parallel  sind. 

Drei  oder  mehrere  sioh  in  Parallelen  schneidende 
Ebenen  können  als  solche  angesehen  werden,  die  sieh 
in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  schneiden,  undN 
wir  sohliessen  daher  nach  4*. : 

6.  Die  Nullpunkte  mehrerer  sioh  in  Parallelen  schnei- 

denden Ebenen  liegen  in  einer  mit  den  parallelen 
DorohschnittsliDien  ebenfalls  parallelen  Ebene,  de- 
ren Nullpunkt  unendlioh  entfernt  nach  der  durch 
die  Parallelen  bestimmten  Richtung  zu  liegt 
Da  ferner  parallele  Ebenen  als  solche  betrachtet 
werden  können,  die  sich  in  einer  unendlioh  entfernt  lie- 
genden Geraden  schneiden,  so  müssen  nach  5#. 

7.  die  Nullpunkte  mehrerer  paralleler  Ebenen  in  einer 

Geraden  liegen. 

Seyen  a,  a',  «*",...  mehrere  unter  sioh  parallele 
Ebenen,  and  eben  so  bilden  6,  b\  £",...  ein  zweites 
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ljaliaa  anter  «tob,  alter  nicht  auch  mit  den  erstem 
■araiielen  Ebeneu.  Von  a,  a', . .  aeyen  ^,  Ä>.*  und 
ni  A,  *', ..  aeyen  /?,  /f , . .  die  Nullpunkte,  so  liegen 
tack  7.  A,  A1,..  in  einer  Geraden  «,  und  //,  //',.. 
in  einer  «weiten  Geraden  ß.  Da  ferner  die  Ebenen 
m,  «f*, .-  Ton  den  Ebenen  A,  /■',..  in  einander  parallelen 
Sei adu»  geschnitten  werden,  so  liegen  naeb  6.  sänmit- 
keka  Nullpunkte  -f,  -7',..  //,  ß1,..,  also  auch  die 
Geraden  «  und  ^,  in  einer  Ebene.  Zugleich  aber  können 
•  and  ft  keinen  Punkt  mit  einander  gemein  hüben. 
Denn  fiel»  z.  II.  A  mit  B  zusammen,  eo  tniissten  aueb 
£e  Nullebcneu  a  und  b  dieser  Punkte  zusammenfallen, 
nighai  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Mithin  sind  a 
osd  ,1  mit  einander  parallel,  und  wir  können  den  Salz 
■afst  eilen: 

Hat  man  mehrere  Systeme  paralleler  Ebenen,  so 
«ad  die  Geraden,  welobe  sieh  in  jedem  Systeme  duroh 
an  Nullpunkte  der  Ebenen  legen  lassen,  iusgesamtut 
■it  einander  parallel. 

Diene  parallele  Richtung  der  Geraden  ist,  wie  man 
Wiefct  sieht,  dieselbe,  welche  wir  im  Obigen  bei  jedem 
Systeme  von  Krilfteu  als  einzig  in  ihrer. Art  fanden  und 
■m   rertical    dachten.     Wir    wallen  auch  gegenwärtig 
aVete   Richtung   vertical   unuehmen    und   hiernach   den 
vorigen  Salz  eo  aussprechen: 
8.  Die   Nullpunkte  eines   Systems   paralleler  Ebenen 
liegen  in  einer  rerticalen  Linie. 
Hieraus  folgt  leicht  der  umgekehrte  Satz: 
1  Von  zwei  Punkten  A   und    //,  die  in  einer  Verti- 
eallinte  liegen,  sind  die  Nullelienen  a  und  b  parallel. 
Denn   wären   sie  es  nicht,  so  lege   man   duroh  It 
an*  Ebene  &'  parallel  mit  a.      Der  Nullpunkt  von  b' 
■anale  dann  derjenige  seyn,   in   welchem  o'  von  einer 
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durch  A  gelegten  Verticale  getroffen  wird,  folglioh  M 
selbst    Mithin  hätte  B  zwei  verschiedene  Nullebenen, 
welches  nicht  möglich  ist 
10.  Jede  verticale  Ebene  c  hat  einen  unendlich  ent- 
fernten Nullpunkt,  und  jeder  unendlich  entfernte 

*   Punkt  C  eine  verticale  Nullebene. 

Denn  seyen  A  und  B  zwei  Punkte  in  c9  welche  ia 
einer  vertioalen  Linie  liegen.  Die  Nullebenen .  a  und  t 
von  A  und  B  sind  folglioh  (9.)  einander  parallel,  und 
da  nach  3.  in  a  sowohl,  als  in  6,  der  Nullpunkt  von  e 
liegt,  so  muss  dieser  unendlich  entfernt  seyn. 

Um  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen, 
lege  man  durch  C  eine  Ebene  n,  und  eine  mit  a  par- 
allele Ebene  6>  die,  weil  €  unendlich  entfernt  seyn  soll» 
ebenfalls  durch  C  gehend  zu  betrachten  ist.  Nach  3*. 
geht  aber  die  Nullebene  von  C  sowohl  durch  den  Null- 
punkt A  von  a,  als  durch  deu  Nullpunkt  B  von  6y  also 
durch  die  Verticallinie  AB  (8*)  und  ist  daher  selbst 
vertical.  / 

Da  die  Nullebenen  zweier  Punkte,  die  in  einer 
Verticale  liegen,  einander  parallel  sind  (9.),  also  sich 
erst  in  einer  unendlich  entfernten  Geraden  schneiden, 
so  ist  die  einer  Vertioalen  entsprechende  Gerade  un- 
endlich entfernt.  Von  den  zwei  Kräften,  worauf  sich 
das  System  zurückführen  lässt,  'kann  daher  keine  eine 
verticale  (mit  der  tlauptlinie  parallele)  Richtung  haben, 
eben  so  wenig,  als  sie  mit  einer  Axe,  für  welche 
das  Moment  des  Systems  null  ist,  zusammen  fallen 
kann  (vor.  §.). 

^.  oo« 

Zusätze.  Sey  A  B  CD  eine  dreiseitige  Pyramide, 
und  von  ihren  Seitenflächen  B€Dt   CDA,  DAß» 
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AMC  seyen  die  Nullpunkte  resp.  Fy  G>  //,  /,  so  ist 
FGHI  eine  in  ABCD  eingeschriebene  Pyra- 
snide,  sogleich  aber  auch  eine  um  letztere  umschrie- 
bene. Denn  die  Ebene  durch  die  Nullpunkte  6f,  ff9 
/  der  sich  in  A  schneidenden  Ebenen  CDJly  DAß, 
AMC  ist  nach  §.  86.  4\  die  Nullebene  von  A9  und 
abgleiche  Art  sind  IffF,  IFG>  FGH  die  Nullebenen 
im  My  Cy  D.  Die  zwei  Pyramiden  stehen  daher  in 
Mtr  solchen  gegenseitigen  Beziehung,  dass  die  Ecken 
der  einen  die  Nullpunkte  der  Fläohen  der  andern,  und 
tm  Flächen  der  einen  die  Nullebenen  der  Ecken  der 
■■dun  sind.  Dabei  entspricht  jeder  Kante  der  einen 
Pyramide  eine  Kante  in  der  andern;  z.  B.  der  Kante 
AM,  in  welcher  sich  die  Flächen  DAß  und  ABC 
schneiden,  die  Kante  Uly  welche  die  Nullpunkte  die- 
Flächen  verbindet  *)• 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sioh  auoh  auf  jedes  an- 
Polyeder anwenden,  Sey  S  die  Ecke  eines  Po- 
lyeders, a,  6>  c9...  die  in  dieser  Ecke  in  der  Ordnung, 
sie  an  einander  grenzen,  (a  an  69  6  an  c,  u. s.w.) 
enstossenden  Seitenflüchen,  und  A%  B9  Cy... 
tm  Nullpunkte  dieser  Flächen,  die  daher  in  einer 
,  in  der  Nullebene  von  Sy  liegen.  ABC. ..  ist 
ein  ebenes  Vieleck,  und  auf  gleiche  Art  wird 
bei  jeder  andern  Eoke  durch  die  Nullpunkte  der  um 
fis  Ecke  herumliegenden  Fläohen  ein  ebenes  Vieleck 
httfunmt  Von  allen  Seiten  aller  dieser  Vieleoke  gehört 
•ker  jede  Seite,  z.  B.  ABy  zweien  Vielecken  zugleich 
•s.  Denn  wenn  die  Kante  des  Polyeders,  in  weloher 
"^  die  Fläohen  a  und  6  schneiden,  und  von  weloher 

*)  Ueber  die  Constraction  zweier  solchen  Pyramiden  siehe  einen 
des  Verf.  in  Cr  eile 's  Journal,  III.  Band,  pag.  273.    Vergt 
kleiner  Systems*.  Entwickele  pag.  247. 


|£8  Enter  TheÜ.    Seohtta  Kapitel. 

8  der  eine  Endpunkt  ist,  zum  andern  Endpunkte  die 
Ecke  T  hat 5  so  gehört  die  Seite  AB  des  Winkel» 
ABC...  aneh  zu  dem  Vielecke,  welches  sioh  in  de* 
Nullebene  von  T  aus  den  Nullpunkten  der  in  T  zusaa» 
menstosseaden  Flächen  bildet*  Alle  diese  Vielecke 
hängen  daher  als  Seitenflächen  eines  zweiten  Polyeder« 
zusammen,  welches  in  das  entere  zugleich  um-  und 
eingeschrieben  ist;  eingeschrieben,  weil  seine  Eckes 
Ay  By...  die  Nullpunkte  der  Flächen  o,  69  • . .  die 
erstem  sind,  —  umschrieben,  weil  seine  Flaches 
ABC...,  u.  s.  w.  die  Ecken  S,  u.  s.  w.  des  erstem 
zu  Nullpunkten  haben.  Jedes  von  ihnen  hat  daher  ebca 
so  viel  Ecken  und  Flächen,  als  das  andere  resp.  Flä- 
chen und  Ecken  hat;  naoh  dem  bekannten  Euler'sohen 
Satze,  dass  die  Kantenzahl  der  um  zwei  Einheiten  Ter- 
minderten  Summe  der  Ecken-  und  Fläohenzahlen  gleich 
ist,  haben  folglich  beide  Polyeder  gleioh  viel  Kanten, 
was  auch  schon  daraus  fliesst,  dass  jeder  Kante  dee 
einen  eine  Kante  des  andern  entspricht,  z.  B.  der  Kante 
des  ersten,  in  welcher  sich  die  Fläohen  a  und  £  schnei- 
den, die  Kante  AB  des  zweiten. 

Seyen,  um  diese  Betrachtungen  noch  durch  ein 
Beispiel  deutlicher  zu  machen,  a  und  o%  b  and  Vy 
c  und  d  die  sechs  sich  zu  zweien  gegenüberliegendes  * 
Vierecke  eines  Hexaeders,  in  weiterem  Sinne  genom- 
men, so  sind  die  Nullpunkte  A^  A\  B,  ZP,  C,  C  die- 
ser Flächen  die  Ecken  eines  in  und  um  das  Hexaeder 
beschriebenen  Oktaeders,  welche  sich  eben  so  paar* 
^weise»  A  und  A\  u.  s.  w.  gegenüberstehen.  So  wie 
das  Hexaeder  0  Flächen  und  8  Ecken  hat,  kommen  dem 
Oktaeder  8  Fläohen  und  6  Ecken  zu.  Die  Zahl  der 
Kanten  ist  aber  bei  jedem  der  beiden  Körper  =  12. 

Ist  das  Hexaeder  ein  Parallelepipedum ,  und  daher   ; 
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ef  mit  «,  V  mit  6>  &  mit  c  parallel,  so  sind  die  drei 
Diagonalen  AAiy  BB>  CC  des  Oktaeders  einander 
pmDel  (f.  87.  a);  die  Ebene  AJ'BB  ist  parallel  mit 
ds»  vier  -Kanten  des  Parallelepipedums,  in  denen  sich 
ie  Fliehen  a,  af,  6y  b'  schneiden;  u.  s.  w.  (§«87.  6.). 
Allerdings  macht  es  einige  Schwierigkeit,  sioh  ein 
Oktaeder,  dessen  Diagonalen  einander  parallel  sind, 
ramstellen.  Es  gehört  zn  den  bis  jetzt  noch  nicht 
betrachteten  Polyedern,  deren  Flächen  sioh  innerhalb 
sie  begrenzenden  Kanten  sohneiden,  zn  Polyedern, 
den  in  §•  45. 3.  gedachten  Vielecken  analog  sind, 
Perimeter,  bevor  sie  in  sich  zurückkehren,  sioh 
ghsriifslls  ein-  oder  mehrere  Male  begegnen. 

Relationen  zwischen  Momenten,  deren  Axen 
beliebige  Richtungen  haben. 

f  89. 

Dia  Momente  eines  Systems  in  Bezng  anf  mehrere 

sieh  m  einem  Punkte  M  schneidende  Axen  sind,  wie 

wir  in  $.  76.  gesehen  haben,  den  Theilen  der  Axen 

proportional,  welohe  in  letztern  von  einer  gewissen  durch 

M  sa  beschreibenden  Kugelfläche  abgeschnitten  werden. 

daher  tobt  drei  sich  in  einem  Punkte  M  schneiden- 

and   nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Axen  MAy 

MB,  MC  die  Momente  a,  /?,  y  gegeben,  so  läset  sich 

das  Moment  S  für  irgend  eine  vierte  durch  M 

le  Axe  MD  durch  folgende  einfache  Construction 

i:  Man  nehme  in  den  Axen  MA,  MBy  MC  die 

AWshnilto  Ma>  M6y  Mc  proportional  mit  a,  ßy  /und 

•esohreibe   durch   die   vier   Punkte  My  ay  by  c  eine 

Ksgettiche.    Schneidet  nun  diese  die  Axe  MD  in  </, 

*  «M  Md  dem  gesuchten  i  proportional  seyn. 

Bbca  ao  liest  sieh  aus  den  Momenten  Ma,  Mb 


\ 


160  Erster  Tbeil.    Sechstes  Kapitel. 

zweier  eich  schneidenden  Axen  MA,  MB  das  Moment 
Md  für.  jede  dritte  durch  M  gehende  und  mit  ersten 
beiden  in  einer  Ebene  liegende  Axe  MD  finden,  indem 
man  durch  M>  a9  6  einen  Kreis  beschreibt,  welcher 
MD  in  d  schneiden  wird. 

f  90. 

Sohneiden  sich  die  drei  Axen,  deren  Momente  ge- 
geben sind,  unter  rechten  Winkeln,  so  läset  sich  die 
Aufgabe  sehr  einfach  durch  Rechnung  lösen.  —  8ey 
unter  allen  durch  M  gehenden  Axen  MS  die  Axe  des 
grössten  Moments,  und. daher,  wenn  diese  von  der  Ku- 
gelflüche in  s  geschnitten  wird,  Ms  ein  Durohmesser 
der  Kugel«  Alsdann  ist  Ma  — Ms.cosSMAy  oder, 
wenn  wir  das  grösste  Moment  =<r  setzen  und  uns  eine 
zweite  Kugel  Renken,  die  um  M  als  Mittelpunkt  mit 
der  gemeinschaftlichen  Länge  der  Axen,  als  Halbmesser, 
beschrieben  ist,  und  auf  deren  Oberfläche  daher  die 
Punkte  S9  A,  B9  C,  D  liegen: 

a  =  a  cos  AS  j  und  eben  so 

ß  =  o  cos  BS,  y  =  acosCS9  i  =  aco&DS. 

Schneiden  sich  nun,  wie  angenommen  worden,  die 
drei  Axen  MA,  MB,  MC  unter  rechten  Winkeln, 
und  sind  daher  die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  ABC  insgesammt  =90°,  so  hat  man: 

coaDS  =  cos  AD  cos  AS  +  cos  BD  cos  BS 

+ cos  CD  cos  CS. 

Hierin  für  qobDS,  cos  AS  y ...  die  ihnen  nach 
Torigen  Formeln  proportionalen  Werthe  S3  «,...  sub- 
ßtituirt,  erhält  man: 

(A) . . .  <J=a  cosAD  +  ß'cosBD  +  y  cosCD. 

Aus  den  Momenten  für  drei  sich  unter  rechten 
Winkeln  in  einem  Punkte  tchneidendeii  Axen  findet 
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sich  demnach  das  Moment  für  Jede  vierte  durch  den* 
Punkt  gehende  Axe,  wenn  man  erstere  drei 
resp.  mit  den  Cosinussen  der  Winkel  mul? 
•frteiW,  welche  von  den  Axen  dieser  Momente  mit 
der  Axe  des  vierten  gebildet  werden,  und  diese  Pro- 

Uefcrigow  ist  unter  derselben  Vorauraetenog,  dam 
MC  =  CA  =  AB =90°  t 

CQ9AS*  +  008  BS2  +  008  CS2  =  1 

■kl  daher 

'   a»  +  /J*  +  y*  =  <r% 

m*AS=s  =— ,  co* BS  =  u.s.  w. 

Form  ob,  mittelst  deren  man  aus  den  Momenten  für 
i  aieh  rechtwinklig  in  einem  Punkte  schneidende 
,  von  der  doroh  denselben  Punkt  gehenden  Axe, 
welche  das  grösste  Moment  hat,  dieses  Moment  selbst 
die  Lage  der  Axe  finden  kann« 


f  91. 

Die  im  Torigen  §•  erhaltene  Relation  zwischen  Tier 
Memnten,  Ton  deren  vier  Axen  sich  dtfci  unter  rechten 
Wiikeln  treffen,  ist  zuerst  Ton  Eni  er  gegeben  wor- 
im%y  Es  ist  aber  nicht  schwer,  eine  eben  so  einfache 
Fomel  für  den  allgemeinern  Fall  herzuleiten,  wenn  die 
Ha  Axen  willkuhrliohe  Winkel  mit  einander  machen. 

1)  Von  einer  durch  die  Gerade  PQ  vorgestellten 
Ersft  ist  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Axe  At  Bt  die 
Pyramide  AtBkPQ  (§.59.  Zus.).  Seyen  nun  A  und 
B  xwei  beliebige  andere  Punkte  in  At  Bx ,  so  verhalten 


•)  IHots  Ada  Petrop.  Ton.  VD.  vom  Jthre  1793. 
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steh  die  Pyramiden  AtBxPQ.ABPQ  wie  die  Drei. 
ecke  AlBlPi  ABPy  und  diese  wie  die  Gerades 
<AXBV\AB\  and  es  ist  daher,  wenn  wir  die  ATcnllage 
AlBl-%nr  Einheit  deb  Maasses  nehmen: 

ABPQ=±AB.AXBXPQ, 

wo  die  Linie  AB  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  iÄ, 
je  nachdem  sie  mit  der  in  sie  (allenden  Axe  Ak  Bt 
einerlei  oder  entgegengesetzte  Richtung  hat 

2)  Auf  gleiche  Art  ist,  wenn  wir  noch  andere  Kräfte 
i*Qfy  /*"ö", ...  auf  die  Axe  At  Bt  beziehen: 

ABP'Q  =  AB.AxBxP'Qy 

u.  8.  w.  Addiren  wir  alle  diese  Gleichungen,  so  kommt 
mit  Anwendung  des  Summationszeichens  29  und  wenn 
wir  das  Moment  des  von  den  Kräften  /*#,  /*#,..• 
gebildeten  Systems  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welohe  i* 
der  Geraden  AB  liegt,  aber  nicht  AB  selbst,  sonden 
die  Linfefieinheit  (=AlBt)  zur  Länge  hat,  mit  [AB\ 
bezeichnen: 

2ABPQ  =  AB2AtBxPQ  =  AB[AB\. 

3)  Seyen  MAl$  MBty  MCiy  MDt  vier  sich  in 
einem  Punkte  j8f  schneidende  Axen,  von  denen  die  drei 
ersten  wenigstens  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Man 
nehme  in  MDt  beliebig  einen  Punkt  D  und  construire 
um  MD  als  Diagonale  ein  Parallelepipedum,  dessen 
in  M  zusammenstossende  Kanten  in  die  Axen  MAt 
MBiy  MCX  fallen.  Seyen  resp.  JP,  By  C  die  andern 
Endpunkte  dieser  Kanten,  so  ist,  wenn  PQ  wiederum 
eine  Kraft  bezeichnet: 

MDPQ=MAPQ+JUBPQ+JUCPQ  (f  «3.3.) 

folglich  auch  bei  einem  Systeme  von  mehreren  Kräften 
PQ,  P*<?>  u.  s.  w.: 
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2MDPQ = 2MAPQ + ZMBPQ  +  SMCPQ 
Mgfieh  nach  mr.  2. : 

Wen  demnach  für  die  drei  Axen  MAt9  MBl9 
MC,  die  Momente  [MA]>  [MB],  [MC]  gegeben  sind, 
■ad  das  Moment  [MD]  für  die  AxeüfZJ,  gesnohtwird, 
s*  eonstraire  man  das  Parallelepipednm  MABCD> 
ab  wodurch  sich  die  Verhältnisse  iwischen  Jfjf ,...  JKf  D 
ergeben,  nnd  man  erhält  damit  nach  letzterer  Gleichung 
Mgenden  das  Gesuchte. 

f  92. 

Zusätze,  a.  Macht  man  in  den  Axen  MAn...MDt 
die  Linien  M*>...Md  den  Momenten  der  Axen  resp. 
proportional,  so  liegen  a,  6,  c>  d  mit  M  in  der  Ober- 
liche einer  Kugel  (§.  76.),  nnd  man  bekommt  damit 
isn  geometrischen  Satz: 

Hat  man  eine  Kugel  und  ein  Parallelepipednm^ 
dessen  eine  Ecke  M  in  der  Fläche  der  erstem 
liegt,  und  sind  a,  £,  cy  d  die  Punkte,  in  denen  die 
Kngelfläohe  resp.  von  den  in  M  zusammenstossen- 
den  Kanten  MAy  MB,  MC  und  der  Diagonale 
MD  des  Parallelepipedums  gesohnitten  wird,  so  ist: 

MD.Md=  MA .  Ma  +  MB.M6  +  MC.Mc. 

6*  Schneiden  sich  die  drei  Axen  MAt ,  MBt ,  MCX 
»ter  rechten  Winkeln,  so  verhalten  sich 

MAxMB.MC.MD 
=co*At  MDX :  oos Bt  MDt  t cosC,  MDt  x  1 

•nd  man  kommt  durch  Substitution  dieser  Verhältniss- 
vsrthe  in  die  allgemeine  Gleichung  (B)  auf  die  spe- 
cialis Gleichung  (A)  in  f  90.  wieder  zurück. 
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So  sehr  auch  die  Gleichung  (B)  die  Eulcrjcbc  (^) 
an  Allgemeinheit  übertrifft,  so  ist  sie  doch  nur  als  eio 
spedeller  Fall  einer  weit  allgemeinern  Relation  an«- 
sehen,  die  ^ioh  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  (B)  ent- 
wickeln lässt. 

Man  habe,  wie  Torhin,  ein  beliebiges  System  von 
Kräften  PQ,  P&,  P"&',...,  weiches  S  heisse. 
Seyen  ferner  AA,9  BB9  CC,...  die  Kräfte  eines 
zweiten  Systems  Ty  welche  einander  das  Gleichgewicht 
halten.  Alsdann  ist  wegen  dieses  Gleichgewichts  von 
Ty  wenn  man  T  nach  und  nach  auf  alle  Kräfte  PQ+ 
P*4P9...  des  Systems  S,  als  auf  Axen,  bezieht  (§.58.) : 

AJTPQ  +  BBPQ  +  CCPQ  +  ...=0 
AA'P*Q  +  BBP'QT  +  CCP*#+ . . .  =  0 

u.  s.  w.  j  und  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  summirtt 

2AAßPQ  +  2BBPQ  +  2CCPQ  +  ...=s9i 

folglioh  naoh  §.91.  2«: 

AA,[AA^  +  BB[BBr\  +  CC[CC\  +  ...  =  0, 

wo  [Aut]9  [BB]>...  die  Momente  des  Systems  S&r 
Axen  bezeichnen,  welohe  an  Länge  einander  gleich 
sind  und  resp.  in  den  Geraden  AA\  BB,.*.  liegen, 
und  wo  man,  wie  schon  erinnert,  die  Coefüoienten 
AA!)  BB9  •  •  dieser  Momente  positiv  oder  negativ  an 
nehmen  hat,  je  nachdem  die  Richtungen  dieser  Linien 
mit  denen  der  in  sie  fallenden  Axen  übereinstimmen, 
oder  nioht 

Bezieht  man  demnach  ein  System  S  von  Kräften 
auf  mehrere  {einander  gleiche)  Axen,  und  kann 
nach  der  Bichtung  einer  jeden  dieser  Axen 
traft  wirken  lassen  von  der  €hrösse>  dass  alle  diese 
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nettem  Kräfte  einander  da*  Gleichgewicht  Aalten,  to 
üt  die  Stamme  der  Momente  von  S,  jedes  Moment 
*+rh*r  mit  einem  Coefficienten  multiplicirt ,  welcher 
dir,  der  Axe  de»  Momente  zugehörigen^  Kraft  pro- 
pertionat  ist,  =  0. 

Auf  gleiche  Art  Endet  sieb,  wenn  AA*  die  Resul- 
tante Tod   BIf,  CC,...  ist: 

AA'IAA']  =  BB'\BBr\  +  CC[€C\  +  ... 

Auch  fliesst  dieses  schon  aus  der  vorn  ergebenden 
Formel.  Denn  alsdann  sind  .VA,  BIT,...  mit  ein- 
ander im  Gleichgewichte  und  daher 

A'A  [A'A]  +  BB1  IBB1]  +  ...  =0. 

Ee  ist  aber  A,A  =  —  AA'  und  \A'A]  =  [AA'\i 
indem  der  eine  Aasdruck,  so  gut  wie  der  andere,  das 
Moment  des  Systems  S  in  Bezug  auf  eine  Axe  vor- 
stellt, welche  in  der  durch  die  zwei  Punkte  A  und  A' 
gezogenen  Geraden  enthalten  ist;  folglich  u.  s.  w. 

Beispiele.  1)  Hat  man  vier  sich  in  einem  Punkte 
MBtttdende  Axen,  so  kann  man  immer  ein  Parallel- 
isifcodniii  eonstruiren ,  von  welchem  drei  in  dem  Punkte 
tatunmen  dt  essende  Kanten  und  die  durch  denselben 
Pnakt  gehende  Diagonale  in  die  vier  Axen  zu  liegen 
kfltamru.  Von  vier  Kräften  aber,  welche  ihrer  Grösse 
■ss*  Richtung  nach  durch  diese  drei  Kanten  und  die 
Diagonale  vorgestellt  werden,  ist  die  Kraft  in  der  Dia- 
(OHle  die  Resultante  der  drei  andern.  Hiermit  das 
neige  Theorem  in  Verbindung  gebracht,  kommen  wir 
anf  den  Satz  in  f.  91.  zurück,  der  dalier  von  dem  vo- 
riges nur  ein  besonderer  Pell  ist. 

t\   Ist   ABCD  ein  Parallelogramm,   so   sind   tue 
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Kräfte  AB  und  AD  mit  den  Kräften  BC  und  DC 
gleiohwirkend f  und  daher: 

AB[AB\+AD[AD]  =  BC[BC\  +  DC[DC\. 

3)  Construirt  man  zu  einem  ebenen  Vierecke  ABCD 
(Fig.  13«)  ein  zweites  ab  cd,  dessen  Seiten  ab,  6c,.*. 
mit  den  gleichnamigen  AB,  BC,...  des  erstem,  und 
dessen  Diagonalen  ac,  bd  mit  den  ungleichnamigen 
BD,  AC  des  erstem  parallel  sind,  so  sind  vier  Kräfte, 
welche  in  den  vier  Seiten  der  einen  Vierecks  wirken, 
und  deren  Intensitäten  sieh  wie  die  entsprechenden 
Seiten  des  andern  verhalten,  im  Gleichgewichte  (§.29.); 
folglich : 

ab[ABl+bc[BC]+cd[CD\+da[DA\=0,  sowie 
AB[ai]+BC[6c]+C1L>[cd\+DJ{Ja]  =  0, 

zwei  Gleichungen,  deren  Jede  die  Relation  zwischen  den 
Momenten  für  irgend  vier  in  einer  Ebene  gelegene  Äxte 
darstellt. 

f  95. 

Folgerungen,  a.  Ist  in  dem  zweiten  Beispiele  des 
vorigen  §•  D  der  Nullpunkt  der  Ebene  des  Parallelo- 
gramms ABCD,  so  ist  [AD]=0,  [DC]  =  Oy  und 
die  Formel  wir* 

AB[AB\  =  BC[BC\; 

folglich  verhalten  sjph  die  Momente  [AB]  und  [BC\, 
wie  BC  und  AB,  d.  u  wie  die  Abstände  der  Linien 
AB  und  BC  von  D\  also: 

*  * 

•  Vom  je  zwei  m  einer  Ebene  liegenden  Axen  *m4 
dieMmnente  denAbeiSnden  der  Axen  vom  Nullpunkte 
der  Ebene  proportional,  40  dato,  wenn  man  um  dem 
Nutt/mm**,  ah  Mit**l?mmkt,  Kreüe  in  der  Ebene 
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iwirniif,  alle  Axen,  welche  einen  und  denselben 
Kreis  berühren,  gleiche  Momente  haben >  und  dass 
für  Axen,  welche  Tangenten  verschiedener  Kreise 
r,  die  Mmnente  sich  wie  die  Halbmesser  der  Kreise 


b.  Sind  daher  AA,  BB  (Fig.  28.)  zwei 
Äsern,  und  trägt  man  auf  sie  Längen  Aa9  &b>  weioho 
den  Momenten  für  diese  Axen  proportional  sind,  se 
aast;  in  der  Geraden  DDt,  welche  durch  den  Schnei- 
Jepunkt  D  der  Geraden  AB  und  ab  parallel  mit  den 
Axen  gesogen  wird,  der  Nullpunkt  der  Ebene  der  Axen 
Segen.  Denn  die  Abstände  der  AA!  und  BB!  von*  irgend 
einem  Punkte  dieser,  und  nur  dieser,  Geraden  DDf 
terbakea  sich  wie  Aa  und  Bd.  In  Bezug  auf  DD*, 
ab  Axe,  ist  daher  das  Moment  null,  und  für  je  zwei 

DD?  parallele  und  in  einer  Ebene  gelegene .  Axen 
die  Momente  den  Abständen  der  Axen  von  DBF 
proportional.  Für  eine  dritte  mit  AA  jind  BB  paral- 
lele and  mit  ihnen  in  derselben  Ebene  Hegen4e  Axe 
CC,  die  von  AB  in  C  und  von  ab  in  c  geschnitten 
wird,  ist  folglich  das  Moment  proportional  mit  Cc. 

c.  Aaf  ähnliche  Art,  wie  hiernach  aus  den  Momen- 
ten für  zwei  parallele  Axen  das  Moment  für  jede  dritte 
ent  ihnen  parallele  und  in  derselben  Ebene  enthaltene 
Axe  gefunden  werden  kann,  lässt  sich  auch  aus  den 
Honenten  Aa,  Bb,  Cc  (Fig.  29.)  für  drei  parallele 
■ed  nicht  in .  einer  Ebene  liegende  Axen  das  Moment 
fir  jede  vierte  mit  ihnen  parallele  Axe  p  überhaupt 
eeetiiimum   —    Eine  durch  Aa  und  Bb  gelegte  Ebene 

eine  durch  Cc  und  p  gelegte  mögen  sieh  in  der 
f  achneiden,  die  mit  den  vier  Axen  ^a,.,,/» 
p«alki  seyn  wird.  Sind  daher  F  und  /  die  Durd*- 
eshaiHs  voa  f  mk  AB  und  aby  so  ist  Ff  das  Moment 
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■ 

für  y,  und  eben  so,  wenn  p  von  <7F  nnd  r/'reep.  in 
&  md  y  getroffen  wird,  €?#  das  Moment  für  /».  B* 
liegt  aber  G  mit  -4,  -Ä,  C,  nnd  finita,  £,  c  in  eine* 
Ebene,  welches  folgende  noch  kürzere  Regel  giebt  t  Hm 
lege  durch  A,  By  C  eine  Ebene  und  eine  «weite  durah 
a$  6)  c,  nnd  wenn  diese  Ebenen  die  vierte  Axe  p  resp. 
in  O  nnd  g  sohneiden ,  so  ist  Gg  das  für  p  gesnobM 

Moment. 

Sind'  daher  von  drei  parallelen  aber  nicht  in  einer 
Ebene  liegenden  Axen  die  Momente  einander  gleich; 
so  ist  auch  das  Moment  jeder  vierten  mit  ihnen  paral- 
lelen Axe  von  derselben  Grösse,  indem  dann  jene  zwei 
Ebenen  eine  parallele  Lage  haben.  Sind  aber  die  drei 
Momente  ungleich,  so  sohneiden  sich  die  zwei  Ebenen, 
nnd  wenn  man  durch  ihre  Durchschnittslinie  eine  Ebene  m 
parallel  mit  den  Axen  Aay...  legt,  so  ist  von  jeder 
mit  Aa>...  parallelen  Axe  das  Moment  dem  Abstände 
der  Axe  von  <*  proportional.  Alle  Axen,  die  parallel 
mit  ~<4a,...  nnd  in  einer  nnd  derselben  mit  a  parallelen 
Ebene  enthalten  sind,  haben  daher  einander  gleiohe 
Momente.  Jede  in  o  selbst  fallende  nnd  mit  Aay... 
parallele  Axe  hat  ein  Moment  =  0.  Der  Nullpunkt  der 
Ebene  o  ist  daher  unendlich  entfernt  und  liegt  nach 
der  durch  die  Parallelen  Aa,...  bestimmten  Richtung. 
,  Die  Ebene  o  ist  folglich  mit  der  Hauptlinie  des  Sjstessa 
parallel  (f  87.  10.). 

§.  96. 

Zusatz.  Ans  dem  Satze  des  vorigen  §,,  daas 
die  Momente  für  Axen,  die  in  einer  Ebene  liege«, 
sieh  wie  die  Abstände  der  Axen  vom  Nullpunkte  der 
Ebene  Torheiten,  fliesst  eine  leichte  Methode,  um  aas 
den  Momenten  dreier  Axen  in  einer  Ebene,  die  siebt 
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•De  drei  mit  einander  parallel  sind ,  oder  lieh  in  einem 
Peakte  schneiden,  den  Nullpunkt  der  Ebene  und  damit 
eae  Moment  für  jedo  vierte  Aze  der  Ebene  zu  Buden, 
Sej  ABC  (Fig.  30.)  daa  von  den  Richtungen  der  drei 
Axengebildere Dreieck,  (von  welchem  die  eineEokeauob 
■■endlich  entfernt  seyn  kann,)  und  die  Momente  die* 
dieser  nach  BC,  CA,  AB  gerichteten  Axea  seyen  f, 
gy  A.  Man  eoostruire  ein  zweites  Dreieck  A' ' H  C", 
eeateo  Seilen  BrC7...  mit  den  gleichnamigen  Bf',... 
daa  erstem  .parallel  laufen  und  von  BC,...  sich  in 
Abständen  befinden,  die  den  Momenten  f,  g,  h  pro- 
portional sind.  Da  hiernach  die  Abstünde  des  Punktes 
Jt  Ton  CA  und  AU  sich  wie  g  za  A  verhalten,  und 
■  demselben  Verhältnisse  die  Abstände  jedes  andern 
Punktes  der  Linie  AA',  und  nur  dieser,  von  CA  und 
AB  sind,  so  mura  jenem  Satze  zufolge  der  Nullpunkt 
•er  Ebene  in  AA\  und  aus  ähnlichem  Grunde  nuoh  in 
BW  und  CC,  liegen.  Die  drei  Geraden  AA',  //  /f, 
CC  schneiden  sieb  daher  in  einem  Punkte  N,  im  Null- 
punkte der  Ebene,  und  daa  Moment  für  jede  vierte 
An  der  Ebene  verhall  sieh  z.  It.  zu  _/;  wie  der  Abstand 
ssr  vierten   Axe   von   N  zum  Abstände  der  Axe  BC 

IM  X 

I  Beiläufig  folgt  hieraus  der   auch  sonst  schon   be- 

kamt* geometrische  Satz,  dass  bei  zwei  ähnlichen  und 
iseheh  liegenden  Dreiecken  die  drei  Geraden,  welche 
i  As  sich  entsprechenden  Ecken  verbinden,  sich  in  einem 
i      Pakte  schneiden, 

—  Die  Aufgabe,  aus  den  Momenten  dreier  in  einer 

Ehoie    Hegenden   Axen  das   Moment   für    irgend    eine 

ntrte  Axe    der  Ebene  zu  finden,    kann  nuoh   mittelst 

«•er  der  beiden   Formeln  in  f.  94.   3.    gelöst   werden, 

'     ntnn  selbst  einleuchtet. 
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Noch  eine  Lösung  der  Aufgabe  geht  am  der  in 
§.89.  an  Ende  bemerkten  Constntction  hervor,  liegen 
nämlich  die  Axen,  deren  Momente  gegeben  find»  m 
den  Seiten  de*  Dreiecke  ABC,  und  ist  D  ein  belieW* 
ger  Punkt  der  vierten  Axe,  so  erhält  man  mittel«! 
jener  Construction  aas  den  Momenten  der  Axen  in  AM 
und  AC  das  Moment-  der  Axe  in  AD>  aus  den  M#i 
menlen  der  Axen  in  AC  und  BC  das  Moment  der  A^ 
in  CJD,  nnd  aas  den  Momenten  der  Axen  in  AJD 
CD  das  Moment  der  vierten  Axo  selbst.  — 
ergeben  sieb  zugleich  einige  geometrische  Sätze,  M 
dereft  Entwickelnng  ich  mioh  aber  nicht  aufhalten  will» 


f  97. 


j  i 


im  Vorhergehenden  erhaltenen  Relationen  swi* 
sehen  den  Momenten  eines  Systems  in 'Besag 
rere  Axen  fanden  nur  dann  statt,  wenn  Kräfte 
werden  konnten,  welche,  nach  den  Axen  wirkend, 
ander  das  Gleichgewicht  hielten.  Die  Relationen  seflbsä 
waren  von  linearer  Form,  und  jene  Kräfte  traten  darin 
als  Coeffioienten  der  Momente  auf.  Es  entsteht  nan 
die  Frage,  eh  nioht  auch  dann,  wenn  ein  solches Gfoieb* 
gewicht  nicht  möglich  ist,  Relationen,  wenn  auoh  van 
anderer-,  als  linearer  Form,  zwischen  den  Momenten 
sich  angeben  lassen«  ; 

Um  dieses  zu  untersuchen,  wollen  wir  mefaropa 
Axen  in  solcher  Anzahl  =*,  und  in  solcher  Lage  gegen 
einander  voraussetzen,  ,dass  zwischen  den  auf  sin  ha» 
sogenen  Momenten  irgend  eines  Systems  van  Kräften 
stets  eine  Gleichung,  nnd  nur  eine,  statt  findet.  Flr 
ein  System  S  seyen  diese  n  Momente  =  Jf,  Jtt,  JITV-4 
för  ein  beliebiges  andere  &  seyen  sie  =Jf+jV^ 
ßf+AT,  M"+N",....    Nach  der  Natur  der  M< 


Theorie  der  Momente«  f7f 

aluta™»  für  ein  drittes  System,  welches  aus 
KrÜten  von  ST  und  den  direot  entgegengesetzten 
«an  S  besteht ,  die  Momente  in  Bezog  auf  dieselben 
,  =iV,  ßF9  N'\...  seyn.  Besteht  daher  die 
te  Gleichung  das  einemal  zwischen  My  ÜT, . .  9 
andremal  zwischen  M+Ny  äF  +  N\.*.s  so 
sie  aneh  bestehen  zwischen  N9  iV,  • .  • ,  d.  i.  wenn 
für  My  JU\ ...  die  Incremente  setzt,  welche  diese 
der  Gleichung  zufolge  haben  können.  Wie  die 
Aseljsis  lehrt,  ist  dieses  aber  nnr  dann  möglich,  wenn 
ie  Gleichung  von  der  linearen  Form  pM+p'Jtt'+p"M" 
+ ..  •  =  0  ist,  wo  p>  p\  p'\ • . •  Zahlen  vorstellen,  die 
na  einem  Systeme  S  zum  andern  in  constanten  Ver- 
sa einander  stehen9)« 
Um  diese  eonstanten  Verhältnisse  zu  bestimmen, 
man,  das  System  S  bestehe  aus  einer  einzigen 


That,  sind  s.  B.  drei  Veränderliche  »,  y,  *  durch 
z  —  f  (<rf  y)  mit  einander  verbanden ,  so  ist  die  all- 
Caachmig  zwischen  ihren  Incrementen  4xf  Jy,  /tz\ 

map,  f,  rt  e,  I,  . ••  die  au  der  Gleichung  z<=f(x,  y)  zu  bestim- 
Differentialqaotienten 

dz     dz     £s       d»s       d*s 
dx%  dyf  dx*9  dxdy9   dy**'" 

Soll  man  zwischen  a\n  Incrementen  dieselbe  Gleichung, 

x%  y,  z,  statt  finden,  soll  also  4z  bloss  von  dx  and 

4y ,  akht  aber  von  *  nnd  y  abhangen ,  so  müssen  auch  in  jener  aB- 

Gleichnng  der  Incremente  die  Coeffidenten  p,  9,  r,  *,  I,... 

von  *  nnd  yf  folglich  -constant  seyiu    Sind  aber  p  nnd  9 

9  so  sind  alle  folgenden  r,  «,  t, . .  •  nolL    Hiemach  ist  die 

swiechen  den  Incrementen : 

Jz  =  pdx  +  q^y% 
die  Glefchnng  zwischen  x%  y,  s  selbst: 

s  —  P'  +  W, 
«FnWf  cusmint  sind. 


ffjl  Bnter  Thell.    Seebttes  Kapsel. 

Kraft.  Alsdann  sind  My  Jtf, ...  die  (sechsfachen) 
raihiden,  welche  diese  eine  Kraft  S  zur  gemeinsei 
Hohen  Kante  Und  die  der  Längeneinheit  gleichen  nA 
an  gegenüberstehenden  Kanten  haben.  Die  Prodi 
pM>p'M\...  sind  folglich  Pyramiden,  diemanerl 
wenn  man  in  den  vorigen  die  mit  den  Aren  snsama 
fallenden  Kanten  resp.  =/>,  /?',•••>  statt  =J,  nus 
folglich  auch  die  Momente  von  Kräften  py  //>••»,  wel 
in  den  «Axen  wirken ,  in  Bezug  auf  eine  in  der  B 
tung  von  S  liegende  Axe.  Da  nnn  die  Summe  dfa 
Momente  für  jede  Lage  von  S  null  seyn  soll,  so  mfli 
die  Kräfte  /»,//,...  einander  das  Gleichgewicht  ha] 

Sind  demnach  mehrere  Axen  in  solcher  Am 
s=sn  u*d  in  solcher  Lage  gegen  einander  verkam 

dass  die  Momente  My  M% . . .  M^n~~  '  für  n — 1  i 
selben  nach  der  Beschaffenheit  des  Systems  y  wek 
off  sie  bezogen  wird,  alle  möglichen  iVerthe  hs 

können >  das  Moment  MK  '  für  die  nte%  Axe  s 
durch  jene  n— 1  Momente  bestimmt  wirdy  so  ist 
deshalb  zwischen  den  n  Momenten  stattfindende  € 
chung  von  der  linearen  Form: 

pM+?M'  +  ...+pin-1)  M^-**^  ' 
und  Kräftey  welche  die  Richtungen  der  nAxenhs 

und  sich  wie  die  Coefßcienten  py  p'9... p'**"**  { 
halten,  sind  mit  einander  im  Oleichgewichte. 

Sind  folglioh  —  so  können  wir  hieraus  noch  sd 
ssen  —  die  Momente  für  irgend  n— 1  Axen  ron 
ander  unabhängig,  und  lassen  sich  für  die  n— 1  A 
und  eine  itte  keine  Kräfte  angeben,  welche,  nach  tt 
wirkend,  einander  das  Gleichgewicht  halten,  so  ist i 


Theorie  der  Momeate.  175 

Moment  für  die  »te  Axe  von  den  Momenten  für 
•—1  entern  unabhängig. 

Dieselbe  Folgerung  gilt  aber  auch  dann  nooh,  wenn 
ef&r  die  *» — 1  entern  Axen,  oder  für  einige 
,  ron  einander  abhängig  sind»  so  dass  zwi- 
flmen  eine  oder  anch  etliche  Gleichungen  (a)  statt 
Denn  gäbe  es  eine  Gleiohnng  (ß)  zwischen  dem 
Momente  nnd  den  übrigen ,  so  könnte  man  ans 
(0)  mittelst  der  Gleiohnngen  (o)  so  viel  der  #•— i  entern 
te  eliminiren,  dass  in  {ß)  ausser  dem  »ten  Mo- 
nor  solche  zurückblieben,  welche  von  einander 
mahkäagig  wären ,  nnd  es  mössten  dann  Kräfte,  nach 
Axen  dieser  Momente  wirkend,  mit  der  Kraft  in 
is  tau  Axe  im  Gleichgewichte  seyn  können,  welohes 
die  Voraussetzung  streitet;  überhaupt  also: 

Je  nachdem  sieh  für  die  Richtungen  gegebener 

Mkrirfte,  die  im   Oleichgewichte  mit  einander 

\  angehen  lassen,  oder  nieht9  findet  auch  zwischen 

Momenten  eines  Systesns  in   Bezug  auf  diese 

Abhängigkeit,  oder  keine ,  statt. 

£•  «Jo« 

Nach  den  Ergebnisssen  des  vorigen  §.  ist  die  Un- 
fiber  die  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen 
im  Momenten  eines  Systems  in  Bezog  auf  gegebene 
Azm  in  jedem  Falle  auf  die  Beantwortung  der  Frage 
ariokgebraoht:  Welohes  muss  die  gegenseitige  Lage 
mm  gegebenen  Anzahl  gerader  Linien  seyn,  wenn 
Irlfte  sollen  gefunden  werden  konneu,  welche,  nach 
Linien  wirkend,  einander  das  Gleichgewicht 
f 

Wir  gehen  9  um  diese  schon  an  sioh  nicht  unin- 
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tqrossante  Frage  in  beantworten,  von  den  eeek 
gemeinen  Bedingungen  de«  Gleichgewicht«  ans: 

(a) u=o, «=0, ^=0;  (*w) 

wo,  wenn  /*  /", ...  die  Kräfte  des  Systems  und  7, 
9%  />  V^9*«*  die  Winkel  bezeichnen,  welohe  die 
tnngen  Ton  Py  /"j...  mit  den  drei  Axen  eines i 
winkligen  Coordinatensystems  machen,  nnd  wen 
y,  %) ,  (j/}  y'y  **), . . .  beliebige  in  den  Richtung« 
P9  Pßy ...  genommene  Punkte  sind: 

jt  =  2Peosq>>  B  =  2Pcobx,  C  =  2Poo*y* 
L=2P(yoo8xp — «cos/),  JÜ=2P(xcos(p—xiH> 

JY=  SP(x  cos  x — ycosy). 

Aus  dem  Früheren  wissen  wir,  dass  zwischen 
Kräften  nur  dann  Gleichgewicht  herrschen  kann, 
ihre  Richtungen  in   eine  und   dieselbe  Gerade  i 
(§.4.  I.),  nnd  zwischen  drei  Kräften  nur  dann, 
ihre  Richtungen  in  einer  und  derselben  Ebene  1 
(vergl.  $•  85.  1.)   und   sich   darin   entweder  in   < 
Punkte  schneiden  oder  einander  parallel  sind.   Dai 
muss  sioh  auch  aus  den  Gleichungen  (a)  folgern  U 
Doch  wollen  wir  uns  bei  den  hierzu  nöthigen  Reo 
gen   nicht   aufhalten,   sondern  sogleich  zu  dem 
fibergeben,  wenn 

1)  das  System  aus  4  Kräften  besteht,  Elii 
man  diese  4  Kräfte  aus  den  Gleichungen  (a),  so 
ben,  weil  in  (a)  nur  die  gegenseitigen  Verhältnis« 
Kräfte  vorkommen,  3  Gleichungen,  sie  mögen  (*)  he 
—  zwischen  den  die  Richtungen  der  vier  Kraft« 
«timmenden  Grössen  x,  y,  *,  y,  #,  t//,  af9 . . .  t//"  zi 
Diese  Gleichungen  (£)  geben  daher  für  die  gegen« 
Lage  der  4  Riohtungen  die  Bedingungen  an. 
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es  möglich  iaif  dass  4  nach  diesen  Richtungen 
wirkende  Kräfte  sieh  das  Gleichgewicht  halten  können. 
Nun  wird  die  Lage  einer  geraden  Linie  im  Räume 
m  Allgemeinen  durch  4  Const^nten  bestimmt,  z.  B. 
am  Richtung  der  Kraft  P  durch  die  zwei  Coordinaten 
m,  $  ihres  Durchschnitts  mit  der  Ebene  der  x9  y,  und 
die  zwei  Winkel  q>  und  x>  welche  P  mit  den 
der  x  und  y  macht  Die  Lage  einer  Geraden 
als  bestimmt  anzusehen,  wenn  zwischen  diesen 
4  Coostanten  4  Gleichungen  gegeben  sind«  Zu  einer 
tsleben  Gleichung  fuhrt  unter  andern  die  Bedingung, 
due  die  Gerade  eine  andere  gegebene  Linie  schnei- 
dto  seil;  sn  zwei  solohea  Gleichungen  die  Bedingung, 
die  Gerade  duroh  einen  gegebenen  Punkt  gehen, 
Im  einer  gegebenen  Ebene  liegen  soll. 
Bezeichnen  wir  daher  die  Richtungen  der  vier  Kräfte 
mit  •,  b,  e,  d  und  nehmen  a,  6,  c  als  willkührlich 
pub an  an,  sc  haben  wir  für  die  Bestimmung  der  4 
Csastanten  von  d  die  3  Gleichungen  (6),  und  wir  kün- 
asa  daher  nach  Willkühr  noch  eine  4te  Gleichung  hin- 
nsetzen,  welche  s.  B.  die  Bedingung  ausdrückt,  dass 
i  eine  gegebene  Gerade  /  schneiden  soll.  Dies  führt 
m  der  bestimmten  Aufgabe: 

L  Zu  drei  gegebenen  Richtungen  a,  b,  c  eine 
eierte  d  zu  finden ,  welche  eine  noch  andere  gege- 
hme  Gerade  l  schneidet,  dergestalt ,  dass  sich  vier 
Ermfte  eingeben  lassen,  welche,  nach  diesen  vier  Rieh- 
tmgtn  wirkend,  im  Gleichgewichte  sind. 

2)  Bertehe  das  System  aus  5  Kräften.    Nach  Eli- 
tion  derselben   aus  den  6  Gleichungen  (a)  erhält 
zwei   Bedingungsgleichungen    {6)  zwischen   ihren 
ftobfongen.     Lässt  man   daher  4  dieser  Richtungen 
sejn,  so  muss  die  5te  den  2  Gleichungen  (6) 


/  . 
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Genüge  leisten,  und  man  kann  daher  zur  vollständig) 
Bestimmung  der  4  Conetanten  der  5ten  Richtung  n* 
zwei  beliebige  andere  Gleiohnngen  zwischen  diesen  Co 
stauten  hinzufügen,  wodurch  &  B.  die  Bedingung  ai 
gedrfiokt  wird,  dass  die  5te  Richtung  durch  einen  gef 
benen  Punkt  M  gehen,  oder  in  einer  gegebenen  Eba 
p  liegen  soll.  Hieraus  fliegst  die  bestimmte  Aufgabe 
IL  Zu  vier  gegebenen  Richtungen  a+  b,  e9 
eine  fünf te  e  zu  finden,  welche  durch  einen  gegehe* 
Punkt  M  geht,  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  C1  m 
Halten  ist,  dergestalt,  dass  sich  nach  diesen  fik 
Richtungen  wirkende  Kräfte  angeben  lassen ,  welci 
sich  dae  Oleichgewicht  halten. 

3)  Hat  man  ein  System  von  6  Kräften,  so  ga 
nach  Elimination  derselben  aus  (a)  eine  einzige  Gif 
chung  (b)  zwischen  den  Richtungen  hervor.  Hier  kll 
nen  also  5  Richtungen  beliebig  gegeben  seyn  nnd  f 
die  6te  3  Bedingungen  nach  Willkühr  genommen  wt 
den,  z.  B.  dass  die  6te  drei  gegebene  Gerade,  od 
einen  gegebenen  Punkt  nnd  eine  gegebene  Gern 
treffen  soll.    Man  hat  daher  die  Aufgabe: 

HL    Zu  fünf  gegebenen  Richtungen  a,  b,  c, 
e  eine  sechste  f  xu  finden,  welche  in  einer  ghgebem 
Ebene  fi  liegt  und  darin  einen  gegebenen  Punkt  j 
trifft,  dergestalt,  dass  sich  nach  diesen  sechs  Rm 
tungen  wirkende  Kräfte  u.  s.  w. 

4)  Ist'  das  System  aus  7  Kräften  zusammengeseta 
so  lassen  sich  aus  (a)  jtf  5  derselben  eliminiren,  tu 
man  bekommt  damit  das  Yerhältniss  je  zweier  Krif 
zn  einander,  ausgedruckt  duroh  die  Grössen,  wekl 
die  Richtungen  der  7  Kräfte  bestimmen. 

Sind  daher  sieben  Richtungen  gegeben,  se  i 
es  im  Allgemeinen  immer  möglich,  Kritfte  zu  findm 
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ftufci*,  mach  diesen  Richtungen  wirkend,  einander 
des  Gleichgewicht  halten.  Die  Intensität  einer  dieser 
Kraft*  kann  nach  WiUkühr  bestimmt  werden. 

Aehnlieherweise  erhellet,  dass  im  Allgemeinen  für 
%  %  etc.  gegebene  Richtungen  sioh  Kräfte  im  Gleich» 
gewichte  finden  lassen,  und  dass  von  diesen  Kräften 
2,  3,  ete,  ihrer  Intensität  nach  willkührlich  ge- 
werden können. 

f  99. 

'  Znsfttze.  a.  Von  den  drei  im  vorigen  §•  gestell- 
ten Aufgaben  läset  sich  die  erste,  ohne  die  allgemeinen 
Fennein'  («)  zn  Hülfe  zn  nehmen,  auch  folgendergestalt 
fach  Construotion  lösen.  Zuerst  sieht  man  leicht,  dass 
jeie  Gerade  x,  welche  die  drei  gegebenen  Richtungen 
s,  4,  cy  zugleich  schneidet,  auoh  die  vierte  d  schnei- 
den mnia.  Denn  heissen  P9  Q>  R}  S  die  naoh  a,  6,  c>  d 
gerichteten  Kräfte,  so  sind  in  Bezug  auf  x9  als  Axe, 
ie  Momente  von  Py  Q9  R  einzeln  null  (§•  60.),  mithin1 
Mh  wegen  des  Gleichgewichts  zwischen  P9  Q,  R,  S 
aaefa  das  Moment  von  S  für  x  null  seyn;  dieses  ist 
aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn  x  der  d  begegnet. 

Ratten  sich  daher  vier  Kräfte  das  Gleichgewicht^ 
m  trifft  jede  Gerade,  welche  die  Richtungen  dreier 
isr  vier  Kräfte  schneidet *,  auch  die  Richtung  der 


1 

4 


Es  ist  aber  bekannt,  dass,  wenn  eine  Gerade  x 
»  fertbewegt  wird,  dass  sie  drei  andere  a9  b9  c  fort- 
•ierend  schneidet,  jede  Gerade  d,  welche  drei  ver- 
•tiedenen  Lagen  h9  t,  k  der  x  begegnet,  auch  jede 
Arte  Lage  der  x  trifft,  dass  folglich  die  durch  die 
Btvegung   der  x  erzeugte  Fläche ,  —  ein  hyperbo- 

12 
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lisohes  Hyperboloid,  —  anch  entsteht»  wen*  d 
h)  4 \  k  fortgeführt  wird* 

Man  ziehe  demnach  drei  Gerade  A,  i9  k%  d# 
jede  die  Richtungen  a9  b9  c  zugleich  schneidet,  nnd 
Aufgabe  ist  darauf  znrüokgebracht:  eine  Gerade  d 
zu  legen,  dass  sie  die  Tier  Geraden  k>  iy  k9  l  zuglc 
trifft.     Dieses  ist  aber  im  Allgemeinen  entweder 
doppelte  Weise,  oder  gar  nicht  möglich ,  je  naohd 
nämlich  das  durch  die  Bewegung  von  x  oder  d  erzen 
Hyperboloid  von  der  Geraden  /  entweder  in  zwei  Pu 
ten,  oder  gar  nicht  getroffen  wird*     Im  erstem  Fi 
führe  man  die  Gerade  d  an  vi,  i9  k  so  weit  fort, 
sie   durch  den  einen  oder  andern  Schneidopunkt  gl 
nnd  sie  wird  dann  die  verlangte  Lage  haben.    Im  li 
teren  Falle  aber  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  unmögli 

Nachdem  somit  die  Richtung  von  d9  wo  mögli 
bestimmt  worden,  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  \ 
hältnisse  zwischen  den  Kräften  P9  Q9  R9  8  noch  a 
zumitteln«  Man  lege  die  Kräfte  parallel  mit  ihren 
kannten  Richtungen  a9  b9  c9  d  an  einen  und  dcnsell 
Punkt.  Weil  dadurch  das  Gleichgewicht,  das  zwisol 
ihnen  bestehen  soll,  nicht  gestört  wird  ($.  67.  2.), 
muss  jetzt  die  Resultante  von  P  und  Q9  welche  Theii 
der  Resultante  von  R  und  S  gleioh  und  direot  ent 
gengesetzt  seyn.  .  Die  Richtung  von  T  ergiebt  sioh  hi 
mit  als  der  Durchschnitt  der  Ebene,  in  welcher  P  i 
Q  liegen,  mit  der  Ebene,  in  welcher  R  und  $  si 
Nach  §.  28.  a.  kennt  man  damit  die  Verhältnisse  i 
Boh«?n  P9  Q9  T9  so  wie  zwischen  R9  £,  —  T9  folgl 
auch  die  Verhältnisse  zwischen  P9  Q9  R,  S  selbst. 

b.  Ohne  bei  der  Lösung  der  zweiten  und  drit 
Aufgabe  zu  verweilen,  will  ich  über  diese  Aufgal 
nur  folgende  Bemerkungen  hinzufugen. 
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Da  sich  bei  vier  gegebenen  Richtungen  a,  6,  e,  d 
ig  jedem  Punkte  M  eine  durch  ihn  gehende  fünfte,  so 
sie  tu  jeder  Ebene  ft  eine  in  ihr  liegende  fünfte  Rich- 
ting  finden  laset,  so  wird  durch  alle  fünften  Riebtungen, 
tit  m  rier  gegebenen  gefunden  werden  können,  der 
pinia  Raum  erfüllt,  jedoch  so,  daes  sieb  im  Allgemei- 
nes keine  zwei  derselben  schneiden,  oder,  was  dasselbe 
ist,  keine  zwei  iu   einer  Ebene  liegen,   indem  es  sonst 
für  den  Durchscbuitlspunkt  M  zwei  durch  ihn  gehende 
fnafte  Richtungen  e  und  «,  gäbe,  und  damit  auch  jede 
Mtorc  durch  M  gehende  und  in  der  Ebene  von  e  und 
/,  liegende  Gerade  f  eine  fünfte  Richtung  scyu  könnte. 
&ad  nämlich  /',  Q,  Jt,  Ä,  T  Kräfte,  die,  nach  a,  6,  c,  d,  e 
rtrichtet,    sich  das  Gleichgewicht  bnltcn,    und  sind  die 
»eh  »,  4,  r,  (/,  c,  gerichteten  Kräfte  /*,,  t}„  //, ,  Ä„  T, 
•tonfalls  im  Gleichgewichte,  so  wurden  auch  die  Kräfte 
/•+/»„  Ö  +  Ö,,  H  +  ft,,  S+S,   mit  der  Resultante 
der  nach  «  und  c,    gerichteten  Kräfte    '/'  und    T,    im 
Gleichgewichte  seyn.      Weil    es   aber   sowohl  bei  den 
•ntera  fünf  Kräften  P,...  T,  als  bei  den  füuf  letztem 
f,  ...T,,   nur  auf  ihr  gegenseitiges   VcrhältnieB    an- 
usswt,   so  würde  man  das  uoeb  willkühriiche  Verhult- 
M  von   7*  zu   7*,   so  bestimmen  können,  dass  die  ge- 
bebt« Resultante   irgend   eine   durch   -V  gehende  und 
■  der  Ebene  von  e  und  0,   liegende  Richtung./"  hatte. 
Daben  die  vier  gegebenen  Richtungen   eine  solche 
Lage,  dass  sich  zwei  Gerade  m  und  n  angeben  lassen, 
*sa  deren   jeder  jede   der  vier  Richtungen   geschnitten 
«irf,    so    ist    die   einem  Punkte  M  zugehörige   fimfte^ 
Richtung  r  diejenige,  welche  durch  .'/,  die  m  und  n  zu- 
fleidi  schneidend,  gelegt  wird.    Denn  für  m  und  *»,  als 
ist   das  Moment  jeder  der  nach    a,  6,  c,  d  wir- 
l   Kräfte   null.      Mithin   muss  auoli    das   Moment 
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der  nach  e  gerichteten  Kraft  in  Bezog  auf  m  sowo: 
alä  anf  #»,  nijll  seyn. 

c.  Sind  fünf  Riehtangen  a,  b9  c9  d,  e  gegeben, 
sind  alle  daraas  herzuleitenden  sechsten  Richtungen 
/i* /«•••»  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen,  in  einer  Ebene  enthalten.  Denn  gesetzt, 
lägen  fyfnf2  nicht  in  einer  Ebene»  Da  nun  4 
Kräfte,  die  nach  drei  sich  in  einem  Punkte  St  sehn 
denden  und  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Richtung 
wirken,  immer  in  solchen  Verhältnissen  zu  einaad 
genommen  werden  können,  dass  ihre  durch  M  gehen 
Resultante  irgend  eine  beliebige  Richtung  hat,  so  wür 
man  nach  ähnlichen  Schlüssen,  wie  vorhin,  von  d 
fünf  Richtungen  a,  •••*  zu  allen  durch  M  gehend 
Richtungen  überhaupt,  also  auch  zu  allen  durch  M  geh* 
den  und  in  der  Ebene  ft  enthaltenen  Richtungen,  nk 
bloss  zu  einer  derselben,  wie  es  (die  dritte  Aufga 
fordert,  gelangen  können.  Sind  aber  die  sechsten  Rh 
tungen,  welche  den  Punkt  M  treffen,  in  einer  Ebene 
enthalten,  so  ist  die  in  der  Aufgabe  geforderte  Rii 
tung  der  Durchschnitt  der  Ebenen  (i  und  v. 

Auf  ähnliche  Weise  zeigt  sich,  dass  alle  aus  o,.. 
herzuleitenden   sechsten  Richtungen ,  welche  in   ein 
und  derselben  Ebene  fi  liegen,  sich  in  einem  Punkte 
dieser  Ebene  schneiden  müssen,   und  dass  die  in  d 
Aufgabe  verlangte  Richtung  die  Gerade  MN  hat. 

Bei  einer  solchen  Lage  der  fünf  Richtungen  en 
lieh,  bei  welcher  sie  sämmtlich  von  einer  Geraden 
geschnitten  werden,  wird  jede  aus  ihnen  herzuleiten 
Richtung  von  my  als  von  einer  der  Axen,  für  welo 
das  Moment  der  sechs  Kräfte  null  ist,  gleichfalls  f 
troffen.    Die  in  diesem  Falle  gesuchte  sechste  Richtu 
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iä  feher  die  voo  M  nach  dem  Durchschnitte  von  fi 
m  gesogene  Gerade. 


§.  100. 

Dieselben  Bedingungen,  die  wir  somit  für  die  Rich- 
ron  Kräften  gefunden  haben,  wenn  die  Kräfte 
Gleichgewicht  sollen  halten  können,  müssen 
aoeh  für  die  Richtungen  von  Axen  statt  finden, 
mwisehen  den  Momenten  irgend  eines  Systems  in 
auf  diese  Axen  eine  Relation  bestehen  soll,  oder, 
«as  dasselbe  ist,  wenn  das  Moment  für  eine  dieser 
Axem  mos  den  Momenten  für  die  übrigen  soll  hergelei- 
tet werden  können«    Es  findet  daher 

t.  zwischen  den  Momenten  eines  Systems  in  Be- 
mg  msff  zwei  Axen  nur  dann  eine  Relation  statt, 
NM  letztere  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 
Die  zwei  Momente  sind  dann  einander  gleich  und 
einerlei  oder  entgegengesetzte  Zeichen ,  nach- 
die  Axen  einerlei  vder  entgegengesetzte  Rfch- 
ftayiin  haben. 

2.  Zwischen  den  Momenten  in  Bezug  auf  drei 
Ixen,  von  denen  keine  zwei  in  dieselbe  Gerade  fallen, 
giebt  es  nur  dann,  und  dann  immer,  eine  Relation, 

die  drei  Axen  in  einer  Ebene  liegen  und  sich 
entweder  in  einem  Punkte  schneiden  (§,  89»), 
•der  einander  parallel  sind  (§.  05.  b.). 

3.  Sind  die  Momente  dreier  Axen  von  einander 
mobhmngig,  so  kann  aus  ihnen  das  Moment  für  jede 
umrU  bestimmst  werden,  welche  gegen  die  erstem  drei 
dm  solche  Lage  hat,  dass  jede  Gerade ,  welche 
untere  drei  schneidet,  auch  der  vierten  Axe  <  be* 
W*sf« 
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Von  den  Momentea  dreier  Axen,  die  in  einer  Ebei 
liegen,  aber  'nch  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  i 
daher  das  Moment  jeder  vierten  Axe  in  der  Ebene  a 
hängig  (§•  96.),  und  ans  den  Momenten  dreier  Axe 
die  sich  in  einem  Punkte  schneiden«  aber  nicht  in  ein 
Ebene  liegen,  kann  das  Moment  für  jede  vierte  d< 
Punkt  treffende  Axe  gefunden  werden  ($•  89.  u.  §.  91 
Wenn  keine  von  drei  Axen  die  andere  schneidet,  «o  i 
von  ihren  Momenten  das  Moment  jeder  vierten  abhängt 
welche  zu  den  drei  erstem  eine  hyperboloidische  Laj 
hat  (§♦  99.  a:). 

4.  Bei  vier  Axen,  die  rücksichtlich  der  astf  * 
bezogenen  Momente  von  einander  unabhängig  em 
giebt  es  für  jeden  Punkt  eine  durch  ihn  gehend 
und  für  jede  Ebene  eine  in  ihr  liegende,  Axe,  den 
Moment  aus  den  Momenten  der  vier  erstem  bestimm 
werden  kann  (§.  99.  b.). 

Wird  jede  der  vier  Axen  von  denselben  zwei  G 
raden  getroffen,  r  *  sind  von  ihnen  alle  diejenigen,  ni 
keine  anderen,  £~ Längig,  welche  gleichfalls  von  dies« 
Geraden  geschnitten  werden. 

5.  Bei  fünf  von  einander  unabhängigen  Axt 
giebt  es  für  jeden  Punkt  eine  durch  ihn  gehem 
Ebene,  und  für  jede  Ebene  einen  in  ihr  liegende 
Punkt  dergestalt,  dass  aus  den  Momenten  für  erstm 

fünf  Axen  das  Moment  für  jede  durch  den  Puni 
gehende  und  in  der  Ebene  zugleich  enthaltene  As 
gefunden  werden  kann  (§•  99.  c). 

Werden  die  fünf  Axen  von  einer  und  derselbe 
Geraden  geschnitten,  so  sind  von  ihnen  alle  diejenige) 
und  keine  anderen,  abhängig,  welche  dieser  Gerade 
ebenfalls  begegnen. 


Tlieuiie  dar  Muuietitc. 
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6.    Au*    ihn    Momenten  J'ür    tecka    von    einander 


g*  Axen   kann  du* 


Moment  j 
zu  Ende). 


Jede 


imU  gefunden  werden  (§.  98. 
$  101. 
Zusatz-  Da  die  Gleichung  zwischen  den  von  ein- 
ander abhängigen  Momenten  von  linearer  Form  ist  und 
«*ria  kein  von  deu  .Muni unten  freies  Glied  vorkommt 
(4.  97.)  so  täoütiosseu  wir  noch,  dass  wenn  von  den 
» — 1  Momenten,  voraus  sich  ein  »tes  bestimmen  laset, 
itdes  =0  ist,  auch  das  nto  =  0  seyn  muss. 

Sind,  also  die  Momente  für  6  von  einander  uuab- 
Uagtge  Axen  einzeln  =0,  so  ist  es  auch  das  Moment 
jeder  7lea,  und  es  herrscht  Gleichgewicht.  Ehen  so, 
tie  bei  cüieui  Systeme  von  Kräften  in  eitler  Ebene 
•srans,  daas  die  Momente  des  Systems  Tür  3  nicht  in 
wer  Geraden  liegende  Punkte  der  Ebene  3=0  waren, 
iie  Niillti.it  des  Moments  für  jeden  andern  Pmi'.t  der 
Ebeue,  und  somit  das  Gleichgewicht  des  Systems,  sich 
tuLreru  lies*  (f.  33.  A.*),  kann  also  bei  einem  System 
is  lUume  auf  die  Nullität  aller  Momente  und  somit 
■af  das  Gleichgewicht  geschlossen  werden,  wenn  mau 
viiss,  dttse  für  irgend  6  von  einander  unabhängige  Ana 
Um  Momente  einzeln  =0  sind.  —  Dusaellio  ergiojbt 
«ich  anoh  aus  dem  allgeuieineu  Ausdruck*  für  das  Mo- 
■tot  eines  Systems  im  Ituume  (§.  65.): 
nL-gC+iJI)  +  O  (SI-hA+fC)  +/HiY-/B+gJ). 
Denn  schon  dadurch,  dass  mau  denselben  für  6  ver- 
M&iedeac  Axtiu,  also  für  6  veraohiedeue  Systoino  zu- 
tansiaugebongar  Wertbe  von  f,  g,  h,  t\  0\  II,  null 
Hb),  gelaugt  man  zu  deu  6  Bedingungen  des  Uloich- 
finioktsi  A=Qt...X=Q. 

Ucuu   ferner  in  Ltezag  auf  5  von  einander  unab- 
a*»gig#  Axou  die  Momente  eines  nicht  im  Gleichgewichte 
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befindlichen  Systems  einzeln  =0  sind,  so  sind  es  auch 
die  Momente  aller  andern,  von  erstem  fünf  abhängigen 
Axen,  nicht  aber  das  Moment  einer  Axe,  welche  tob 
ihnen  unabhängig  ist,  indem  sonst  nach  dem  Vorher-' 
gehenden  das  System  im  Gleichgewichte  wäre,  gegen 
die  Voraussetzung*  Aus  5  von  einander  unabhängigen 
Axen,  deren  Momente  =0  sind,  lassen  sich  daher  alle 
übrigen  Axen,  die  ein  Moment  =0  haben,  finden«  — 
Eben  so,  wie  alle  durch  einen  Punkt  gehenden  Axen, 
deren  Momente  null  sind,  in  einer  Ebene  liegen  (§•  84.)» 
müssen  daher  auch  alle  in  einem  Punkte  zusammen- 
treffenden  Axen  überhaupt,  deren  Momente  aus  den 
Momenten  für  5  von  einander  unabhängige  Axen  ge- 
funden werden  können,  in  einer  Ebene  enthalten  seyn, 
u.  s.  w.  (VergL  vor.  f.) 

§.   102. 

Die  Bedingungen  unter  denen  sioh  für  4,  5  oder  0 
Riohtungen  Kräfte  finden  lassen,  die  mit  einander  im 
Gleichgewichte  sind,  so  wie  die  Verhältnisse  zwischen  den 
sioh  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräften  selbst,  können 
ausser  den  im  Obigen  augezeigten  Verfahrungs weisen,' 
noch  auf  eine  andere  Art  hergeleitet  werden,  die  sieh 
unmittelbar  auf  den  das  Gleichgewicht  im  Räume  be- 
treffenden Hauptsatz  ($.  58.)  gründet  und  wegen  der 
Einfachheit,  mit  welcher  sie  die  gesuchten  Resultate 
liefert,  eine  nähere  Anzeige  verdient  Es  wird  hin- 
reichen, wenn  ich  diese  Methode  an  dem  Falle  erläu- 
tere, wenn  das  System  nur  aus  vier  Kräften  besteht 

Seyen  daher  P,  Q>  H,  S  vier  Kräfte,  zwischen 
denen  Gleichgewicht  herrseben  soll«  Stellt  man  diese 
Kräfte  duroh  Linien  dar,  bezeichnet  durch  x  ir- 
gend eine  andere  Linie  von  bestimmter  Länge,   und 
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dritakt  durch  Px  u.  s.  w.  die  Pyramiden  aus,  welche 
FwmAjr  u.  s.  w«  zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben, 
m  ist  jenem  Hauptsätze  zufolge: 

(i)  ...  Px+Gx+Bx+S*=0, 
auch  die  Lage  und  Länge  von  w  seyn  mag, 
nehme  nun  in  den  Riehtungen  von  Py  Qy  Ä,  S 
Abschnitte  o,3,c,</von  beliebiger  Länge,  so  ist  (f  •  Ol.  1) 
Ära— •  axy  etc.  wo  ax  die  durch  die  Geraden  a  nnd  or 
Pyramide  vorstellt,  und  es  wird  die  vorige 
,  wenn  man  nooh  der  Kürze  willen 

„.     p      a      h      s 

(*)  ... -=*  J=9>  7=^  rf=* 

t  (3)  ...  p.ax+f.  Är+r.  cx+s.  dx=Q. 
Man  lasse  fetzt  die  noch  unbestimmte  Gerade  x 
und  nach  mit  a3  A,  o,  <?  identisoh  werden ,  so  er* 
Ut  man,  weil  die  Pyramidal  aay  66  null  sind,  und 
d=*6m>  u.  s.  w.  ist  (f,  72.  zu  Ende.): 

7»  oA+r.  ök?+#.  <wf=0, 

.-.  jp*  a6+r.  6c+s.  6d=0> 

'/f.  ac+y.  bc+s.  crf=0, 

/».  ad+q.  bd+r.  cd=0, 

Gleichungen,  welohe  die  gesuohten  Bedingungen 

im  Gleichgewichts  enthalten  müssen. 

EEminirt  man  r  nnd  #  das  eineuial  aus  den  drei 
dieser  Gleichungen  und  das  anderemal  aus  der 
,  dritten  und  vierten,  so  kommt: 
($)  ...  p.  (ab.  cd—ae.  6d—ad.  bc)  =2q.  6c.  bd 
(6)  ...  2p.  ae.  ad=q  {ab.  cd — ac.  bd — ad.  6c) 
wd  veno  hieraus  noch  das  Verhältniss  p :  q  eliminirt 
tU: 

(')...  (mi.  cd—ae.  6d—ad.  &?)a=4  ac.  bd.  ad.  bc, 
nkfces  die  Bedmgungsgleiohung  für  die  gegenseitige 
kge  der  Tier  Richtungen  ist     Nach  dem  bereits  in 
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4«  09«  Gefundenen  kann  sie  daher  nichts  andere 
die  hyperboloidische  Lage  dieser  Richtungen  ausdr 
Auoh  lässt  sich  dies  unter  der  Voraussetzung,  d 
zwei  Gerade  t  und  tf  giebt,  deren  jede  jeder  di 
Richtungen  zugleich  begegnet  (ebendas.)  folgen 
8talt  leicht  darthun. 

Schneide  die  eine  dieser  Geraden  t  die  Riokb 
in  denen  die  Abschnitte  a,  6y  o,  d  liegen,  resp^ 
By  Cy  D  (Fig,  31.),  und  die  andere  Gerade  f  Wi 
A'y  ffy  Cy  jy*  Man  nehme  ferner  die  noch  unbej 
gelassenen  Abschnitte  a,  69  e,  d  resp,  ^AA*f 
CCy  DDf*  Hiermit  werden  die  Pyramiden  o6= 
BR^—ABAB,  bc=m—BCB?Cy  eto.  Nach 
Zus.  ist  aber  das  Sechsfache  der  Pyramide  Ai 
=ABA'B'.  «sin 9,  wo  #  den  kürzesten  Abstaa 
beiden  Geraden  AB  und  A'B>  oder  t  und  **, 
einander,  und  9  den  Winkel  von  1?  mit  t  besai 
Die  Pyramiden  o£,  6c,. „  werden  daher  propoi 
den  Produkten  AB.ATB*,  BC.BC,...  Substitute 
diese  Yerhältnisswerthe  in  der  Gleichnng  (7)  und 
noch  zur  Abkürzung: 

AB.  CD=fy  AC.  BD=g,  AD.  BC=A, 
ATK.  CD'=f,  AC.  »&=£,  AW.  B?C= 

so  wird  die  Gleichung: 

Weü  aber  A>  B>  C>  D  in  einer  Geraden  li 
so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

,   v  (./»#•—£>  und  ans  ähnlichem  Grunde 

Hiermit  redacirt  ach  die  Gleichnng  aqf:  (gA'—gfA) 
also: 

(*)  .♦.  g\h^stf\h\  d.,  L 
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4,  fcu  das  Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen^  nach 
die  Linie  AB  das  einemal  in  C  und  das  an- 
in  D  gesohnitten  wird,  ist'  dem  eben  so  'durch 
Sm  Punkte  Jty  Bty  C,  Dt  bestimmten  Verhältnisse  gleich« 
bekannt,  ist  dies  aber  das  charakteristische  Merk- 
,  bei  welchem  ausser  t  und  tf  auch  jede  dritte  Ge- 
,  welche  dreien  der  Tier  Geraden  AAt%  B&>  CCy 
MBt  begegnet,  zugleich  die  vierte  trifft0). 

Mittelst  der  Abschnitte  AB,BC, .  .  •  ABt^ .  « .  lassen 
die  Verhältnisse  zwischen  den  Kräften  sehr 
darstellen.    Setzt  man  nämlich  noch 

BC.BD=ty  BC.B?nr=*i> 

m  gebt  die  Gleichung  (5)  über  in: 

mk  wenn,  man  darin  fiir ./»/",  h  aus  (a)  und  (6)  ihre 
Wertke  setzt: 

— Pg#=9*?9 
folglich  ...  Pz9=—BC.BtD>iAC.ADr, 

P      Q  _     BC  ABT 

c  *•  JL?mB&—~AClBlF 

BD  AC        .   /  , 

==~25sB?Cr,iadl(c) 

«neos  durch  gehörige  Vertausohung  der  Buchstaben 
eck  die  Verhältnisse  zwischen  je  zwei  der  übrigen 
Krifte  ergeben.  # 

Zugleich  folgt  hieraus  ,  dass,  wenn  die  Punkte  A$ 
i>C,  D  in  der  genannten  Ordnung  in  der  Geraden 
f  taf  einander  folgen,  und  mithin  auch  A>  Btf  C<>  Dt 
fc  Felge  der  Punkte  in  der  Geraden  tt  ist,  und  wenn 

•)  V«fL  ftteiaer  tystemat.  Eotwkket  pag.  192. 
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/»nach  der  Riohtung  ^uf  wirkt,  Q  die  Riohtong  —Bff, 
<k  u  B*B9  hat«  Auf  eben  die  Weise  zeigt  sieh,  da* 
unter  denselben  Voraussetzungen  CC  die  Richtung  tob 
B  und  &D  die  Richtung  von  S  ist 

f.  103. 

Zusätze,  a.  Nicht  je  drei  Kräfte  können  auf  eine 
einzige  Kraft  reducirt  werden,  also  auch  nicht  mit  einer 
einzigen  Kraft  ins  Gleichgewicht  gebracht  werden.  Sind 
daher  von  den  Richtungen  der  vier  Kräfte  /*,  0,  Ä,  Ä,, 
welche  im  Gleichgewichte  seyn  sollen,  irgend  drei,  s.  R* 
die  von  jP,  Q,  ä,  willkührlich  gegeben,  so  können  nicht 
auch  jP,  Q,  B  selbst  nach  Relieben  genommen  werden, 
und  es  muss  folglich  zwischen  jP,  #,  B  und  den  Grössen, 
welche  die  gegenseitige  Lage  der  Richtungen  dieser 
drei  Kräfte  bestimmen,  eine  Relation  statt  finden« 
Diese  Relation  ergiebt  sich  ebenfalls  ganz  leicht  aus 
den  vier  Gleichungen  (4).  Denn  multiplicirt  man  «e 
der  Reihe  nach  mit  /*,  y,  r,  9  und  zieht  hierauf  von 
der  Summe  der  drei  ersten  die  vierte  ab,  so  kommt: 

p.f,  ob+p.r.  ac+g.r.  6c=09 
und  mit  Zuziehung  von  (2): 

P.&  —k [  +  RB—  +  0.Ä^=O, 

0.0  a.o  '  6.0        * 

welches  die  gesuchte  Gleichung  ist  Sie  drückt  ans, 
dass  die  Summe  der  drei  Pyramiden,  welche  Pund  g, 

P  und  By  Q  und  B  zu  gegenüberliegenden  Seitep  ha- 

p 
ben,  null  ist    Denn  so  wie— «a£  die  Pyramide  darstellt» 

deren  gegenüberliegende  Seiten  die  Linie  P,  welche  in 

a  fällt,  und  b  sind,  so  drückt  -•  r.  ab    die    Pyramide 

aus,  die  xu  gegenüberliegenden  Seiten  zwei  Linien  hat, 

welche  in  a  und  b  fallen,  und  deren  Längen  reep. 

Pund  Q,  sind,  u.  s.  w. 
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«3.  Auf  eine  andere  Weise,  als  vorhin  geschah, 
sieh  die  Verhältnisse  «wischen  den  vier  Kräften 
Hgeaidergcitnlt  darstellen.  Bf  an  multiplieire  wiederum 
Ae  Gleichungen  (4)  in  ihrer  Folge  mit  p>  f>  r,  s  und 
dann  von  der  Summe  je  zweier  die  Summe  der 
andern  ab;  dies  giebt: 

p%q.  ab=r.*.  ed9 
p.r.  acsaf.*.  bdy 
p.s.  ad=g.r.  bc*)9 

wenn  man  je  zwei  dieser  drei  Gleichungen  mit 
inltiplicirt: 

p2.  ac.  ad=g7.  de.  bd9 
p%.  ob.  od=r9.  be.  edy 
p%.  ob.  ac=s2.  bd.  edy 

}/bc bd.  edz  —  }/oc.  od.  cd :  \ab7ad7bd\  —  ]/ob.  ac.  6c> 

se  aar  noch  -,  K ...  für  py  7, ...  zu  setzen  sind,  und 

ss  die  Vorzeichen  so  gewählt  sind,  wie  sie  statt  finden 
1,  wenn  a,  6,  cy  d  die  Ordnung  ist,  in  welcher 
von  einer  sie  alle  zugleich  schneidenden 
Geraden  getroffen  werden. 

man  diese  Yerhältnisswerthe  von  /?,?*... 
der  Gleichungen  (4),  so  ergiebt  sich: 

\fab.  cd  —  ]/ac.  bd  +  }fad.  be  =0, 


die  Bedingungsgleiohung  für  die  byperboloidi- 
tthe  Lage  der  vier  Geraden  o,  6y  cy  d  ist,  die,  wenn 


•)  Nach  dem  vorhin  Bemerkten  sind  diese  drei  Gleichungen  iden- 
Wnet:  PQ—RS,  PR—QS,  PS^QR,  nnd  iteUen  daher  den  schon 
■  f. 72.  c  gefundenen,  ton  Chatlei  entdeckten,  Satz  dar.  Auch  ist 
«sSekfassfolge,  durch  welche  wir  gegenwartig  zu  diesem  Satze  ge- 
fcsgt  sind,  roa  der  dortigen  nicht  wesentlich  Terschieden. 
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sie  rational  gemacht  wird,  mit  der  bereits  erhaltenen  (7), 
wie  gehörig,  zusammenfällt  - 

c.  Durch  Substitution  derselben  Wertbe  von  />,  f,  r,  # 
in  (3)  erhält  man  nachstehenden  geometrischen  Saint 

Sind  ay  by  c>  d  vier  Gerade  Von  beliebigen  Li» 
gen  und.  so  geLgen,  dass  jede  andere  Gerade,  wsl* 
che  drei  derselben  schneidet,  auch  die  vierte  tri©,  , 
so  findet  zwischen  den  Pyramiden  ax,  bxy  cx9  dx$  - 
welche  eine  beliebige  fünfte  Gerade  x  zur  gemein-  ] 
schaftliohen  Kante  und  ay  by  cy  d  zw  gegenüberiie»  j 
genden  Kanten  haben,  immer  eine  lineare  Relatiea  l 
statt.    Es  ist  nämlich: 

\fbc.  bd.  cd.  aX  —  }/ac.  ad.  cd.  bx  +  ^ab.ad.bd*  es 

—  yab.ac.be.  dx=0. 

d.  Heissen  JET,  j&,  My  N  die  Momente  irgend  eines 
Systems  in  Bezug  auf  vier  Axen,  welche  *esp.  in  ÄS  .  j 
fayperboloidisch  gelegenen  Linien  a,  by  c9  d  fallen,  a*    ; 
bekommt  man  die  Relation  zwischen  diesen  Momenten» 
wenn  man  in  letzterer  Gleichung  für  axy  bx>  cxf  dx 
resp.  a.Ky  b.Ly  c.M>  d.JV  setzt. 
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Ton  den' Mittelpunkten  der  Kräfte. 

f.  104. 

Bei  allen  bisherigen  Untersuchungen  über  Systems 
Ton  Kräften,  die  auf  einen  frei  beweglichen  festen 
Körper  wirken,  zogen  wir  bloss  die  Intensitäten  und 
die  Richtungen  der  Kräfte  in  Betracht,  Hessen  aber  " 


i  den  Mittelpunkten  der  Kräfte. 


191 


riffspnnkte,  oder  die  Punkte  der  Richtungen, 
>  die  Kniffe  zunächst  ihre  Wirkung  äusserten, 
■•«ruckuebtigt,  indem  nach  §.  14.  a.  eine  Kraft  ohne 
lenderuog  ihrer  Wirkung  ituf  jeden  Pnnkt  ihrer  Rich- 
iag  verlegt  verden  konnte.  In  den  noch  folgenden 
iapitcln  dieses  ersten  Theils  der  Statik  «erden  aber 
k  Angriffspunkte  der  Kräfte  stets  mit  in  Rücksicht 
——amen  «erden.  Wir  werden  uns  nämlich  vorstellen, 
im  die  Lage  des  frei  beweglichen  festen  Körpers, 
4er,  was  dasselbe  ist:  die  Lage  des  frei  beweglichen 
hitanul  der  in  unveränderlichen  Entfernungen  von  eiit- 
ader  «lebenden  Angriffspunkte,  auf  irgend  eine  Weise 
«judert  werde,  während  die  Kräfte  mit  unveräuder- 
er  Intensität  und  nach  Richtungen,  die  ihren  nnfang- 
ieben  parallel  sind,  auf  die  Angriffspunkte  zu  wirken 
ortfinren.  Wir  werden  Bodann  untersuchen,  ob  und 
•wiefern  durch  diese  Acnderuug  der  Lage  des  Körpers 
iVirkung  der  Kräfte  sich  ändert, 
iben  die  Kräfle  anfänglich  eine  einfache  Rcsul- 
ntid  findet  es  sich,  dass  bei  jeder  beliebigen 
mg  der  Lage  des  Körpers  die  auf  die  anfäng- 
i  Angriffspunkte  parallel  mit  ihren  anfänglichen 
fortwirkenden  Kräfte  sich  immer  auf  eine 
l  reduciren  lassen,  und  dass  die  Richtung 
ttante  fort  nährend  einem  nnd  demsclb  eu 
i  Körpers,  oder  allgemeiner:  einem  Punkte, 
■  gegen  die  Angriffspunkte  eine  unveränderliche 
!  hat,  begegnet,  so  soll  dieser  Punkt  der  Mill  el- 
kl  der  Kräfte  heissen.  Bringt  man  an  ihm  eine 
leiultante  gleiche  aber  entgegengesetzte  Kraft  an, 
folgt  Gleichgewicht,  das  aueb  bei  beliebiger  Ver- 
:  der  Lage  des  Körpers  fortdauern  wird.  E  bea 
i  Gleichgewicht  entstehen,  wenn  man  den  Mittel- 
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punkt  unbeweglich  maoht,  bo  dass  der  Körper  nur  noch 
um  diesen  Punkt  gedreht  werden  kann,  indem  jeine  auf 
einen  unbeweglichen  Punkt  eines  Körpers  gerichtete 
Kraft  offenbar  keine  Bewegung  erzeugen  kann. 

I.    Von  dem  Mittelpunkte  paralleler  Kräfte.  '< 

f  105. 

Auf  zwei  Punkte  A  und  B  (Fig.  32.)  eines  Körpers 
wirken  zwei  parallele  Kräfte  P  und  0,  welche  kein 
Paar  ausmachen  und  daher  eine  mit  ihrer  Riohtung 
gleichfalls  parallele  Resultante  X=P+Q  haben.  Man 
theile  die  Gerade  AB  in  H  nach  dem  Verhaltnisse 
Äff:  BB=QtP9  wobei  H  zwischen  oder  ausserhalb 
A  und  B  fällt,  jenaohdem  P  und  Q  einerlei  oder  Ter- 
schiedene  Zeichen,  d.  h.  einerlei  oder  entgegengesetzte 
Richtung  haben.  Die  Resultante  X  trifft  alsdann  dem 
Punkt  H  des  Körpers  (f.  26.  a.),  welches  auch  der 
Winkel  ist,  den  die  Kräfte  P  und  Q  mit  der  Geraden 
AB  bilden,  wie  folglich  auch  die  Lage  des  Körpers 
geändert  werden  mag,  wenn  nur  die  Kräfte  P  und  Q 
parallel  mit  einander  die  Punkte  A  und  B  des  Körpers 
zu  treffen  fortfahren;  H  ist  folglich  der  Mittelpunkt 
der  parallelen  Kräfte  P  und  ö,  und  wir  folgern  daraus: 

Zwei  parallele  Kräfte,  die  kein  Paar  bilden, 
hoben  einen  Mittelpunkt.  Er  liegt  mit  den  Angriff** 
punkten  der  beiden  Kräfte  in  einer  Geraden  und 
seine  Abstände  von  den  Angriffspunkten  verhalten 
sich  umgekehrt  wie  die  den  letztem  zugehörigen 
Kräfte. 

Kommt  zu  den  zwei  Kräften  P,  Q  eine  dritte  ihnem 
parallele  Kraft  R  hinzu,  deren  Angriffspunkt  C  ist, 
und  ist  /7,  wie  vorhin,   der  Mittelpunkt  der  beides 
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entern,  so  sind  alle  drei  Kräfte  gleiohwirkend  mit 
4en  *wei  auf  //  und  C  gerichteten  X,  =  P+02,  und 
R,  fo)|ilich  gleichwirkend  mit  der  einzigen  auf  /  ge- 
richteten Kraft  X+B,=mP+Q+R,  wenn  HC  in  / 
nach  dem  Verhältnisse  ff/t  IC=R:  P+Q  getheilt  wird. 
Der  Punkt  /  der  Ebene  ABC,  dessen  Lage  gegen 
A,  B,  C  nar  von  der  gegenseitigen  Lage  dieaer  Punkte 
and  töu  den  Verhältnissen  zwischen  den  Intensitäten 
4er  Kräfte  P,  (f,  H  abhängt,  ist  daher  der  Mittelpunkt 
■cur  Kräfte. 

Hat  man  Tier  parallele  Kräfte  P,Q,R,S,  welche 
auf  die  Punkte  A,  //,  C,  D  eines  Körpers  wirken,  so 
bestimme  man  wie  vorhin  den  Mittelpunkt  /  der  drei 
Krüfle  /',  (£,  lt.  und  schneide  die  Gerade  IB,  welche 
3in  mit  dem  Angriffspunkte  D  der  vierten  .V  verbindet,  in 
A'aach  dem  Verhältnisse  IK :  KD  =  S :  P+  Ö  +  R. 
Eine  dnroh  K  parallel  mit  /*, . .  gelegte  Kraft  = 
r*+t}  +  R  +  S  ist  dann  immer  die  Resultante  der  vier 
Kräfte,  A~  selbst  folglich  ihr  Mittelpunkt. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  nnch  bei  einem  Sy- 
;  von  fünf  und  mchrern  Kräften  zu  Werke  gehen 
I  daher  allgemein  schlieuscn.* 
An'  mm  Systeme  paralleler  Kräfte,  die  auf 
nie  Punkte  eine»  fetten  Körpers  wirken  und 
iafache  Resultante  haben,  giebt  es  einen  Punkt, 
r  gegen  die  Angriffspunkte  eine  bestimmte  Lage 
■f,  und  welchen  die  Itctitttante  immer  trifft ,  wie 
i  die  Lage  des  Körpers  gegen  die  Kräfte  geändert 
werden  mag,  —  den  Mittelpunkt  der  parallelen 
Seifte. 
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§.106. 

Zusätze  und  Folgerungen,  o.  Eben  so,  wie 
der  Mittelpunkt  zweier  parallelen  Kräfte  mit  ihren  An- 
griffspunkten in  gerader  Linie  liegt,  so  ist  auch,  wenn 
die  Angriffspunkte  dreier  oder  mehrerer  parallele« 
Kräfte  in  einer  Geraden  sind,  der  Mittelpunkt  dar 
Kräfte  immer  in  dieser  Geraden '  enthalten.  Gleicher- 
weise ist  von  vier  oder  mebrern  parallelen  Kräften,  denn 
Angriffspunkte  in  eine  Ebene  fallen,  der  Mittelpunkt 
in  derselben  Ebene  befindlich. 

6.  Die  Folge,  in  welcher  man  die  Kräfte  zur  Be* 
Stimmung  ihres  Mittelpunktes  nach  uud  naoh  beräefc? 
sichtigt,  ist  willkührlioh.  Denn  könnte  bei  einer  andern 
Folge  ein  anderer  Mittelpunkt  gefunden  werden,  so 
müsste  bei  jeder  Lageänderung  des  Körpers  die  den 
Kräften  stets  parallele  und  den  einen  Mittelpunkt  tref- 
fende Resultante  immer  auoh  dem  andern  begegnen, 
welches  nicht  möglich  ist 

Statt  daher  bei  drei  parallelen  Kräften  /*,  g,  i^ 
welche  auf  die  Punkte  A>  B,  C  wirken,  zuerst  die 
Linie  JB in  ff  nach  dem  Verhältnisse  Aff:/7B=Q:P 
zu  theilen,  kann  man  auch  damit  anfangen,  dass  man 
den  in  BC  liegenden  Mittelpunkt  F  der  Kräfte  Q  und  It 
durch  die  Proportion  BF\FC  =  B:  Q  bestimmt  Der 
Punkt  der  Linie  AF>  welcher  sie  in  dem  Verhältnisse 
B  +  QiP  theilt,  muss  dann  ebenfalls  der  Mittelpunkt 
/  aller  drei  Kräfte  seyn.  Die  Linien  AF  und  Cff 
werden  sich  daher  in  /  sehneiden,  und  wenn  man  noek 
CAhkO  nachdem  Verhältnisse  CG.  6A=PiR  theih, 
so  wird  die  Gerade  OB  gleichfalls  durch  /  gehen. 

Auf  gleiche  Art  erhellet,  dass,  wenn  man  bei  vier 
parallelen  Kräften  jede  der  sechs  Kanten  AB>  BC$... 
der  Pyramide  ABC0>  von  welcher  die  Angriffspunkte 
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der  Klüfte  die  Ecken  sind,  in  dem  umgekehrten  Vdf- 
hihnisse  der  anf  die  Enden  der  Kante  wirkenden  Ktöfte 
in  H,  F, . . .  (heilt ,  jede  der  sechs  dnrch  eine 
and  den  in  der  gegenüberliegenden  Kante  be- 
Theilpnnkt  gelegten  Ebenen,  wie  CDHy 
ADFy  etc.  den  Mittelpunkt  K  der  vier  Kräfte  enthält, 
m4  dass  sieh  daher  alle  sechs  Ebenen  in  diesem 
Ptakte  schneiden. 

e.  Es  verhalten  sioh  PQ=HB:AH 
=  die  Dreiecke  HBC:AHC=HBI:AHI, 
folglich  =  HBC—HBIiAHC—AHI, 
d.  i.  P.Q  =  IBCxICA, 
sadebea  so  Q:B  =  /CA:/ABy  d.  h. 

Der  Mittelpunkt  dreier  parallelen  Kräfte  Hegt 
im  der  Ebene  der  Angriffspunkte  soy  da—  Jedes  der 
drei  Dreiecke,  welche  der  Mittelpunkt  mit  zwei  An- 
griffspunkten bildet,  der  atrf  den  dritten  Angriff s- 
pmmkt  wirkenden  Kraft  proportional  ist. 

Bei  den  vier  parallelen  Kräften  P>..&  verhalten 


/>:#:/*  =  die  Dreiecke  IBC :  /CA  t  /AB 

=  die  Pyramiden  IDBC.IDCAxIDAB 
=  .       -       -       IKBC.IKCAtlKAB 
folglieh  =  IDBC—1KBC.  etc. 

d.  L  =  KDBC :  KDCAiKDAB,  und  ebenso 
Q.RxS  =KACD:KADB.KABC, 

KBCD  i-*  KCDA :  KDAB  x  —  KABC, 
(*rgL  f  «3.  1.)  d.  h. 

Ärf  einem  Systeme  von  vier  parallelen  Kräften 
iä  jede  Kräfte  abgesehen  vom  Zeichen  y  der  Pyra- 
mide proportional,  welche  der  Mittelpunkt  des  Sy- 
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stems  mit  den  Angriffspunkten   der   drei  übrigen 
Kräfte  büdet. 

Uebrigens  ist  die  Resultante  der  vorigen  drei  Kräfte 
dem  Dreiecke  ABC,  und  die  Resultante  dieser  vier 
Kräfte  der  Pyramide  ABCD,  aus  den  Angriffspunkte» 
selbst  gebildet,  proportional. 

d.  Sind  die  Kräfte  P,Q,R,S  einander  gleich  und 
von  einerlei,  nicht  entgegengesetzter,  Riohtung,  so  ist 
vermöge  der  Proportionen  im  vorigen  §•:  BJJ=sHA9 
Cf=2.fH,  DK=3.Kf,  also  auch  Cff=3.Iffuni 
Df=1t.Kf9  woraus  wir  die  Folgerung  ziehen: 

Der  Mittelpunkt  zweier  einander  gleichen  und 
parallelen  Kräfte  ist  der  Mittelpunkt  der  ihre  An* 
griffspunkte  verbindenden  Linie.  —  Von  drei  ein- 
ander  gleichen  und  parallelen  Kräften  liegt  der 
Mittelpunkt  in  dem  Dreieck  ihrer  Angriffspunkte 
so,  dass  er  von  jeder  Seite  des  Dreiecks,  diese  Seite 
als  Basis  genommen,  um  den  dritten  Theil  der  Hohe 
entfernt  ist.  —  Bei  vier  sich  gleichen  und  parallelen 
Kräften  ist  deir  Mittelpunkt  von  jeder  Seitenfläche 
der  Pyramide  der  Angriffspunkte ,  wenn  man  diese 
Fläche  als  Basis  betrachtet,  um  den  vierten  Theil 
der  Bähe  der  Pyramide  entfernt. 

Unter  derselben  Voraussetzung,  dass  P=Q=Il=*S 
ist,  geben  die  in  c.  erhaltenen  Proportionen  folgen- 
den Satz: 

Ebenso,  wie  der  Mittelpunkt  zweier  sich  gleichen 
und  parallelen  Kräfte  die  Linie  zwischen  ihren  An- 
griffspunkten halbirt,  so  wird  durch  den  Mittelpunkt 
drei  solcher  Kräfte  das  Dreieck  der  Angriffspunkte  • 
in  drei  einander  gleiche  Dreiecke,  und  durch  den 
Mittelpunkt  vier  solcher  Kräfte  die  Pyramide  der 
Angriffspunkte  in  vier  gleiche  Pyramiden  getheilt. 


el  punkte»  der  Kräfte. 


* 


«.  Die  in  $.  105  gegeben«  Methode,  um  den  Mit- 
telpunkt eine"  Systems  paralleler  Kräfte  zu  finden, 
L&sW  «eh  auch  so  abändern,  daBs  man  zuerst  das  Sy- 
stem in  zwei  oder  mehrere  Systeme  zerlegt  und  Ton 
jedem  dieser  Systeme  besonders  die  Resultante  und 
dra  Mittelpunkt  bestimmt.  Die  Kräfte  des  ganzen  Sv- 
•teBs  siod  alsdann,  auch  bei  jeder  beliebigen  Ortaver- 
änderung  des  Körpers,  gleichwirkend  mit  diesen  eben- 
falls einander  parallelen  Hesultauten,  welche  die  ge- 
fundenen Mittelpunkte  resp.  zu  Angriffspunkten  haben; 
nd  man  vird  daher  den  Mittelpunkt  des  ganzen  Sy- 
stems erbalten,  wenn  man  vou  den  Resultanten  der 
tinaelne«  Systeme  und  ihren  Mittelpunkten,  ale  Augriffs- 
■osktea,  den  Mittelpunkt  sucht. 

80  kann  s.  It.  von  vier  einander  gleichen  und 
MwaJlelea,  auf  Jt..ß  wirkenden  Kräften  /■*,..  .V 
I Fig.  33.)  der  Mittelpunkt  K  auch  so  gefunden  werden, 
«aas  man  zuerst  die  Linien  AB  und  VD  in  //  nnd  /> 
hatbirt,  worauf  K  der  Mittelpunkt  der  Linie  HL  seyn 
■ird.  Denn  //und  L  sind  die  den  Resultanten  von  P,  Q 
\  H,S  zugehörigen  Mittelpunkte,  mithin  n.  s.  w.  Es 
fahrt  hieraus  uooh,  dass  die  drei  Geraden,  welche  die 
ikte    je    zweier    gegenüberstehender    Kanten 

■  dreiseitigen  Pyramide  verbiuden,  sich  in  einem 
9  schneiden  und  daselbst  einander  halbiren. 

%.  107. 
Bei  den  im  Vorhergehenden  betrachteten  Systemen 
paralleler  Kräfte  ist  immer  vorausgesetzt  worden,  dass 
a*  Kräfte  eine  Resultante  haben,  und  folglich  ihre 
■e  nicht  =0  ist.  Sey  jetzt  die  Summe  der  Kräfte 
Man  zerlege  das  System  iu  zwei  Gruppen,  bei 
rta  kainer  die  Summe  der   zugehörigen  Kräfte  =0, 
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und  was,  wenn  das  System  aus  mehr  als  zwei  Kräften 
besteht,  immer  auf  mehrfache  Art  möglich  ist  Die 
Summe  der  Kräfte  der  einen  Gruppe  sey  =Jf,  also 
die  der  andern  =— Jlj  von  der  erstem  Gruppe  sey 
üf ,  von  oer  letztern  N  der  Mittelpunkt  Alsdann  tot 
für  jede  Lage  des  Körpers  das  Sjfttem  der  Kräfte 
gleichwirkend  mit  einem  Paare,  dessen  Kräfte  X  und 
— JT  die  Angriffspunkte  M  und  N  haben.  Das  Moment 
dieses  Paares  ist  dem  Produot  ans  X  in  den  Abstand  des 
einen  der  beiden  Punkte  M  und  N  von  einer  durch  den 
andern  mit  den  Kräften  gelegten  Parallele  gleich,  also 
von  einer  Lage  des  Körpers  zur  andern  veränderlich. 
Bei  einer  solchen  Lage,  wo  die  Gerade,  welche  M 
mit  N  verbindet,  parallel  mit  den  Kräften  wird,  —  and 
solcher  Lagen  giebt  es  zwei,  einander  gerade  entge- 
gengesetzte, —  ist  das  Moment  des  Paares  =0,  und 
es  herrscht  Gleichgewicht;  und  wie  man  dann  auch  das 
System  in  zwei  Gruppen  zertheilt,  wird  immer  dar 
Mittelpunkt  der  einen  mit  dem  der  andern,  also  auch 
der  Angriffspunkt  jeder  einzelnen  Kraft  mit  dem  Mit* 
telpunkte  der  jedesmal  übrigen,  in  einer  mit  den  Krif» 
ten  parallen  Geraden  liegen. 

Finden  sich  die  beiden  Mittelpunkte  M  und  N  iden- 
tisch, so  sind  bei  jeder  Lage  des  Körpers  die  Kräfte 
im  Gleichgewicht  Es  muss  folglich  auch  bei  jeder 
andern  Zerlegung  eines  solchen  Systems  in  zwei  Grup- 
pen der  Mittelpunkt  der  einen  Gruppe  mit  dem  der 
andern  zusammenfallen,  so  wie  der  Angriffspunkt  jeder 
einzelnen  Kraft  der  Mittelpunkt  der  jedesmal  übrigen 
seyn.  Um  ein  System  dieser  Art  zu  erhalten,  darf  man 
nur  zu  einem  Systeme  paralleler  Kräfte,  welches  einen 
Mittelpunkt  hat,  eine  neue  der  Resultante  des  System 
gleiche,  ab«r  entgegengesetzte  Kraft  hinzufügen. 
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f.   106. 

Alle  die  bisher  auf  synthetischem  Wege  erhaltenen 
Reenltate  lassen  sieh  auch  sehr  leicht  analytisch  her- 
Seyen  Ten  den  Kräften  P,  /*, . . .,  auf  ein  Sy- 
dreier   Coordinatenazen  bezogen,    die  Angriffs- 

™P-  (*f  y,  *),  C*7,  /,  *0>  etc.;  (xn  y„  *t) 

ein  Punkt  der  Resultante,  nnd  <*,  0,  c  die  Pro* 

einer  mit  den  Kräften  parallel  laufenden 

die  drei  Azen.    Alsdann  sind,  wenn  man  noch 

W  •••   '2~]jri=x*9  '2P  "fr^^/r*  — »  setzt: 


•  •  • 


a  b  c 

Se  Gleichungen  der  Resultante  (f.  73.) 

Die  Resultante  trifft  daher  den  Punkt,  dessen 
Cssrdinaten  t>  n>  Sy  «od;  und  da  vermöge  (1)  diese 
Cssidinatea  bloss  Ton  den  Intensitäten  der  Kräfte  und  den 
Cssrdinaten  der  Angriffspunkte,  nioht  aber  von  a,  6t  c, 
skilngfin  |  so  geht  bei  unTeränderlieh  bleibenden  In- 
tsaritäten  nnd  Angriffspunkten  die  Resultante  immer 
tsrch  denselben  Punkt,  wie  auch  die  gegenseitige  Lage 
iss  Systems  der  Angriffspunkte  nnd  der  Riehtungen 
im  parallelen  Kräfte  sieh  ändern  mag.  (£>  17,  {)  ist  folg- 
U  der  Mittelpunkt  der  Kräfte. 

f.  109. 

Felgerongen.  a.  Ans  den  Formeln  (1)  fliesst 
Mb  eine  sehr  eiufaehe  Methode  zur  Bestimmung  des 
Kttetpmikts.  Bs  wird  nämlieh  nach  ihnen  der  Abstand 
te  Mittelpunkts  Ton  einer  beliebig  gelegten  Ebene 
i,  wenn  man  die  Kräfte  in  die  Abstände  ihrer 
AngrUbpunkte  Ton  dieser  Ebene  mnltiplioirt  und 
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die  Summe  dieser  Producte  durch  die  Summe  der  Kräfte 
dividirt.  bat  man  auf  diese  Weise  die  Abstände  des 
Hittelpunkts  von  drei  sich  in  einem  Punkte  schneiden- 
den Ebenen  bestimmt!  so  ist  damit  der  Mittelpunkt 
selbst  gefunden. 

6.  Die  Summe  der  Producte  aus  den  Kräften  in 
die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  irgend  einer 
durch  den  Mittelpunkt  selbst  gelegten  Ebene  ist  daher 
immer  =0. 

* 

c.  Sind  die  Kräfte  insgesammt  einander  gleich  und 
nach  einerlei  Seite  gerichtet,  so  ist  der  Abstand  ihres 
Mittelpunkts  von  einer  beliebigen  Ebene  gleich  der 
Summe  der  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  dem- 
selben Ebene,  dividirt  durch  die  Anzahl  der  Kräfte, 
also  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  letzterer  Ab- 
stände« 

d.  Liegen  die  Angriffspunkte  sämmtlioher  Kräfte 
P,  /*, . . .  in  einer  Ebene  und  nimmt  man  dieselbe  nr 
Ebene  der  xy  y,  so  sind  *,  **, . . .  =0,  folglich  auch  2%P 
und  £=0,  also  der  Mittelpunkt  in  derselben  Ebene 
enthalten.  Befinden  sich  aber  die  Angriffspunkte  ine* 
gesammt  in  einer  Geraden,  in  der  Aze  der  x  zum  Bei*' 
spiel,  so  werden  auf  gleiche  Weise  t\  und  £=0,  und 
der  Mittelpunkt  ist  ebenfalls  in  dieser  Geraden  he- 
griffen*  , 

e.  Bringt  man  im  Mittelpunkte  (£,  t/,  £)  eines  Sy- 
stems paralleler  Kräfte  P>  /*,...  eine  neue  ihrer  Re- 
sultante gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft  =  —  2P 
an,  so  erhält  man  ein  System,  das  bei  jeder  Lage  den 
Körpers  im  Gleichgewichte  bleibt  Da  man  nun  vc*> 
möge  der  Gleichungen  (i),  2xP+%  (SP)  =0,  u.  s.  w. 
bat,  so  ist  bei  einem  solchen  Systeme  die  obige  Summe 
der  Producte  für  jede  beliebige  Ebene  =0. 


Von  den  Mittelpunkten  der  Kräfte.  SOI 

V  it  m  Schwerpunkte. 
f  110. 
i  Lehre  Tom  Mittelpunkte  paralleler  Kräfte  ge- 
I  dadurch  noch  ein  besonderes  Interesse,  dass  auf 
U«  Th  eilchen  der  auf  der  Oberfläche  unserer  Erde 
rundlichen  Körper  fortwährend  Kräfte  wirken,  deren 
jctlUDcm  verlical,  d.i.  reehtwinklich  auf  der  Über- 
leb« der  Erde  sind,  und  die  daher  bei  einem  und 
OMcIbeo  Körper,  so  wie  bei  mehreren  Körpern,  deren 
iMMäaoen  and  gegenseitige  Entfernungen  gegen  den 
•vobtncMcr  der  Erde  unbedeutend  sind,  als  einander 
arallel  angesehen  werden  können.  Der  Mittelpunkt 
Der  dieier  nuf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte  b eiset 
er  Schwerpunkt,  und  ihre  Iteaultante  daBGewicht 
Indem  mau  sich  diese  Kräfte  als  Theile 
1  «fc»i|i,oii  sich  über  alle  Theile  der  Körper  ver- 
n  Kraft  denkt,  nennt  man  letztere  die  Sohwer- 

i  Einwirkung  der  Schwerkraft  auf  einen  Körper, 

»  Gewicht  desselben,  bleibt  an  einem  und  dem- 

i  Orte  fiir  alle  Zeiten  unverändert  und  ändert  sich 

ü  iou  einem  Orte  an  oder  nahe  bei  der  Oberfläche 

-de  zum  andern  nur  wenig,    indem  es  von  einem 

i  des  Aequators   bis  zu   dem   einen    und  andern 

-       zunimmt,  und  bei  vertiealer  Erhebung 

i  im  umgekehrlon  Verhältnisse  des  Quadrats 

r  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Erde  abnimmt. 

isupt    bleibt  das   Verhaltniss    zwischen    den  Ge* 

g  zweier  Körper,  die  sich  au  einem  und  demsel- 

rte  der  Erde  beenden,   das  nämliche,   wenn   sie 

and    denselben    andern  Ort    gebracht 
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werden.     Dieses  von  dem  Orte,  wo  sieh  die  Korper 
zugleich  befinden,  unabhängige  Verhältniss  ihrer  Ge-    . 
wiohte  ist  einerlei  mit  dem,  welches  mau  das  Verhält- 
nies  ihrer  Massen  nennt,  und  man  kann  daher  aaek 
sagen:   die  auf  jeden  Theil   eines  Körpers   wirkend*^ 
Schwerkraft  sej  der  Masse  des  Theils  proportional.     ■  j| 

Wenn  je  zwei  Theile  eines  Körpers,  die  dorn  U» 
halte  nach  einander  gleich  sind,  auch  gleiche 
haben,  so  wird  der  Körper  gleichförmig  dieht 
naant    Yen  zwei  gleichförmig  dichten  Körpern 
die  Dichtigkeit  des  einen  das  et  fache  der  Dichtigkeit 
des  andern,  wenn  von  iwei  dem  Inhalte  nach  gleiohso 
Theilaa  des  einen  und  andern  Körpers  die  Masse  daa 
einen  das  atfaobe  der  Masse  des  andern  ist.    Bei  gkfc* 
chem  Inhalte  ist  daher  die  Masse  der  Dichtigkeit 
portional,  und  bei  ungleichem  Inhalte  dein  Prodnet 
der  Diohtigkeit  in  den  Inhalt  proportional,  eder 
diesem  Produote  geradezu  gleich,  wenn  man  Tan 
gleichförmig  dichten  Körper,   dessen  Inhalt  =1 
dessen  Masse  =1  gesetzt  worden,  auch  die  Drahtig- , 
keit  7=1  setzt 

♦•  IM- 

Zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Körpers 
dienen  die  Formeln  (1)  in  f.  108.  Man  denke 
den  Körper  in  mehrere  andere  zerlegt,  deren 
=m,  m\  m"y . . .  seyen.  Resp.  auf  die  Punkte  («r,y,»),  ' 
(j/y  y,  •),  (jr",  y",  *"), . . .  dieser  Masaen  laase  man 
nach  einerlei  Richtung  parallele  den  Massen«pr*portie» 
nale  Kräfte  wirken,  und  sey  (5,  17,  £)  der  Mittelpunkt 
dieser  Kräfte,  so  hat  man  nach  jenen  Formeln: 

W    5c=s    m+sa'+^+TT; 
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ähnliche  Gleichungen  für  tj  und  £.    Diese  Gletobun- 
geben  für  §,  17,  £  nach  und  nach  andere  Warthe, 
ftr  (jt,  y,  *),  (jf9  y,  xf)y .. .  andere  und  an- 
Punkte  der  Massen  et,  *•',  • .  •  wählt.    Es  hurt  aber 
Veränderlichkeit  der  Werthe  von  g,  ^7,  C  auf,  wenn 
Pmaa  den  Korper   in  unendlich  viele   Theile   zerlegt, 
jeder  nach  allen  Dimensionen  unendlich  klein  ist« 
ja  Heiner  man  die  Dimensionen  der  Theile  seyn 
,   desto  geringer  wird  der  Unterschied  zwischen 

Werthen,    die  jede   der  Coordinaten 
x,y9s».*/,...  haben  kann;  desto  kleiner  werden  mithin 

en,  welche  die  Producte  mx9  *»V, ...  er- 

gegen  die  Producte  selbst!   desto  mehr 

folglich  fe  17,  C  gewissen  Grenzwerthen,  die 

aber  erst  dann  erreichen,  wenn  die  Theileben  un- 

klein  geworden  sind.     Und  diese  Grenzwerthe 

die  Coordinaten  des  Schwerpunktes. 

Bezeichnen  daher  dm  die  Masse  eines  nach  allen 

tionen  unendlioh  kleinen  Elementes  des  Körpers 

xy  y,  x  die  Coordinaten  dieses  Elementes,  so  sind 

des  Schwerpunktes: 

4A\     *_■/££?*  m—fydm  ?—./**&» 

Es  ist  aber  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinaten- 
e,  wenn   man  sich  den  Körper  durch  Ebenen, 
mit  den  Coordinatenebenen  parallel  sind,  in  unend- 
hb  kleine  rechtwinklige  Parallelepipeda  zerlegt  denkt, 
iahalt  demjenigen,  welohes  den  Coordinaten  ;r,y,  * 
t,  xdxdydx,  und  daher,   wenn  ?  die  Dich- 
tigkeit den  Körpers  im  Punkte  (*,  y,  s)  ansdriiokt: 

dm=zxQdsdydx. 
Diesen  Werth  von  dm  hat  man  nun  in  (A)  zu  sub- 
und  hierauf  die  angedeuteten  Integrationen 
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innerhalb  der  den  Körper  einsehliessendra  Flächen, 
deren  Gleichungen  gegeben  seyn  müssen,  auszuführen. 
Die  Diehtigkeit  ?  wird  dabei,  ab  eine  Function  rm 
x9  y*  **  gegeben  vorausgesetzt  Ist  der  Körper  gleich*' 
förmig  dicht,  also  ?  oonstant,  so  geht  q  ans'  den  Fm*M 
mein  (A)  heraus;  der  Schwerpunkt  ist  dann  folgBctf 1 
bloss  ?on  der  Gestalt  des  Körpers  abhängig. 

Aehnlioher  Weise  kann  man  auoh  den  Sotrirerptmki 
einer  blossen  Fläche,  ja  selbst  einer  Linie  zu  best» 
men  suchen,  indem  man  sich  jedes  Element  der  Flieh» 
oder  der  Linie,  als  von  einer  der  Wirkung  der  Schwer» ' 
kraft  unterworfenen  Masse  gebildet,  denkt,  einer  Masse, 
die  der  Grösse  des  Elements  und  der  daselbst  henv 
sehenden  Dichtigkeit  proportional  ist.  Die  aDgemcfami 
Ausdrücke  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts 
Fläche  oder  Linie  wird  man  daher  erhalten,  wenn 
in  den  obigen  Ausdrücken  das  einemal 

*-•*+©•+($■.** 

und  das  anderemal 

dm  =  q  ]/dx*  +  dy7  +dz7 

setzt.  Die  Anwendung  dieser  allgemeinen  Formeln  aaf 
bestimmte  Fälle  übergehe  ich,  da  solche  Anwendungen 
in  den  bisherigen  Lehrbüchern  der  Statik  zur  Genüg* 
angetroffen  werden.  v, 

Zusatz.  Sind  die  Massen  m,  *•*,..*,  in  die  man 
sich  einen  Körper  zerlegt  denkt,  nioht  unendlich  klein, 
sondern  ?on  endlicher  Grösse,  so  ergeben  sich  mittelst 
der  Formeln  (a)  nichtsdestoweniger  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  des  Körpers,  wenn  nur  für  («*,  y,  «), 
(j/j  y,  **),  . .  ♦  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Massen 
genommen  werden.     Denn  da  die  auf  einen  Körper 
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rkcadc  Schwerkraft  bei  jeder  Verdickung  desselben 
Mkwirkend  mit  einer  verticalen,  an  seinem  Schwer* 
aktc  Angebrachten  und  seiner  Masse  proportionalen 
raffe  bleibt,  und  dasselbe  auch  rüoksiohtlioh  der  Masse 
4  des  Schwerpunkte«  jeAs  Theiles  des  Körpers  gilt, 
»fiss— 1  vertieale  Kräfte,  die  an  den  Schwerpunkten 
r  einzelnen  Theile  eines  Körpers  angebracht  und 
■  Massen  der  Theile  proportional  sind,  stets  gleiche 
Ivkng  mit  einer  der  Masse  des  ganzen  Körpers 
epertioaalen  and  auf  seinen  Schwerpunkt  vertioal  ge- 
Ateteo  Kraft  haben. 

Zufolge  der  Formeln  (a)  ist  daher 

die  Summte  der  Producte  aus  den  Massen  der 
meinen  Tkeile  eines  Korpers  in  die  Abstände  ihrer 
thmerptmhte  van  einer  beliebigen  Ebene  gleich  dem 
Vaduct  aus  der  Masse  des  ganzen  Körpers  in  den 
seines  Schwerpunkts  van  derselben  Ebene. 


f  112. 

Unter  Voraussetzung  gleichförmiger  Dichtigkeit 
sich  der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie,  einer 
«i  geraden  Linien  begrenzten  Ebene  und  eines  von 
ftsasn  begrenzten  Körpers  auoh  ohne  Gebrauch  der 
Ubitesimalreehuung  oder  der  sonst  ihre  Stelle  vertre- 
Exhaustionsmetbode  finden,  wenn  man  nur  den 
zu  Ende  des  vor.  $.  und  den  schon  von  Archime- 
iss  aufgestellten  Grundsatz  zu  Hülfe  nimmt,  dass  ahn* 
Ikhs  Figuren  ähnlich  liegende  Schwerpunkte  haben*). 

Seyen  AB  und  AB"  zwei  einander  parallele  Go- 
und  o,  by  a'y  b'  die  Abstände  der  Punkte  A,  ß. 


•)  flirfcfaisim  Tom  Gleichgewichte  •bener  Fliehen,    6ie  For- 
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A,  Bf  tob  einer  beliebig  gelegten  Ebene;  alsdann 
TerhUt  siebt 

Bat  man  daher  swei  einander  ähnliche  nnd  parallel 
liegende  Figuren,  d.  h.  welehe  so  liegen,  das«,  weHttl 
A,  B  irgend  zwei  Punkte  der  einen  nnd  Jf9  B*3tJ 
ihnen  entsprechenden  Punkte  der  andern  Figur  siad^ 
die  Linien  ABxm&A'B'  parallel  laufen;  werden  ferad^ 
wie  eben  jetzt,  so  aneh  in  der  Folge  die  Abstttfe 
der  Renkte  von  einer  beliebigen  Ebene  mit  den  gMcfc 
namigen  Buchstaben  aus  dem  kleinen  Alphabete  M» 
zeichnet,  und  drückt  min/  das  eonstante  Verlilltuiss 
aus,  in  welchem  jede  Linie  der  einen  Figur  so  der 
entsprechenden  Linie  der  andern  steht:  so  verhält  sieht 

a  —  b:<t — 6f  =  m:nt.' 

Ist  dabei  A  oder  B  der  Schwerpunkt  der  eben 
Figur,  so  ist  nach  Archimedes  Grundsatz  Al  oder  tf 
der  Schwerpunkt  der  andern« 

Um  nun,  dieses  vorausgeschickt, 

1)  den  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie  AB  (Ffc 
83.)  zu  finden,  verlängere  man  dieselbe  nach  Ey  WS 
BE=  AB.  Sejen  von  AB,  BE>  AE  die  Sehwtt- 
punkte  Pj  Q,  R%  so  ist  nach  dem  Satze  des  tot.  f^ 
da  wegen  der  angenommene^  gleichförmigen  Dichtigkeit 
die  Massen  der  Linien  ihren  Längen  proportional  äfal 

p+7  =  2r,  -v 

nnd  weil  zufolge  des  archimedischen  Grundsatzes  P9Q,B 
ähnlich  liegende  Punkte  in  den  nach  einerlei  Riofatung 
liegenden  Geraden  AB,  BE,  AE  sind: 

p-*-a :  f — b  i  r — a  =  1 : 1 :  J, 

folglich  p — a  =  y— b  =  |  (r — a). 

Werden  hiermit  f  nnd  r  ans  der  vorigen  Gleiohusg 
eliminirt,  so  kommt: 
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Her  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie  ist  ml** 

t  derselbe,  den  ihre  zwei  Endpunkte  y  als  zwei  einan* 

der  gleiche  Massen  betrachtet,  haben  (f.  109.  c.)y  und 

..  ist  folglich  der  Mittelpunkt  der  Linie  ($.  106.  d.). 

•  2)  Den  Schwerpunkt  der  Fliehe  eines  Parallelo- 

ABCD  so  finden.  —  Man  verlängere  AB  nneh 

AD  nach  /,  bis  BE**AB  nnd  DI=*ADy 

daa  Parallelogramm  AEGIy  nnd  verlängere 

J)C  hie  snm  Pnrchsohnitfe  Z1  mit  JM/,  nnd  ÄC 

Durchschnitte  H  mit  /<?.    Von  dem  gegebe- 

PareHelogramtoe  AC>  den  drei  dnroh  dieee  Con- 

entatandeuen,   ihm    gleiohen    nnd  ähnlichen 

Parallelegrammen    BFy  CGy  DH,  nnd  Ten  denk  ans 

dBea   vier  sasaaimengesetzten   Parallelogramme  AG 

■cyen  die  Schwerpnnkte  der  Reihe  nach  P9  Q,  H,  S9  T9 

m  hat  man,  weil  bei  der  hier  immer  vorausgesetzten 

gleichförmigen  Dichtigkeit  die  Masse  jeder  dieser  Flä- 

ihrem  Inhalte  proportional  ist: 

P  +  f  +  r  +  #=s4t; 
weil  a&mmtliehe   fünf  Parallelogramme   einander 
e  nnd  parallel  liegende  Figuren  sind»   und  die 
A>  Bj  C,  Dy  A  ebenso,  wie  P9  0,  Ä,  S,  T9 
auf  ibnliebe  Weise  liegen: 
p  —  «  =  y  —  4=sf  —  cr=#-  </=£(;  — a). 
Drückt  man  hiermit  in  voriger  Gleichung  die  Werthe 
m  f,  r,  e9  t  durch  p9  a,  by  cy  d  aus,  so  kommt: 

>=~±(«  +  A  +  *  +  rf). 

Har  Schwerpunkt  eines  Parallelogramms  wird 

mitbin  eben  ea  gefunden  y  wie  der  Schwerpunkt  wen 

eisr  mm  den  vier  Eckern  der  Figur  angebrachten 

gleichen   Massen  und   ist   daher   der  ge- 

haftliche  Mittelpunkt  der  beiden 
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also  auoh  einerlei   mit  dam  Schwerpunkte  zweier 
dta  zwei  Endpunkten  einer  Diagonale  befindlichen  g 
oben  Maeeen,  d.  i. 

..    •  p^^(a  +  e)  =  i{i  +  d). 

3)  Den  Schwerpunkt  eines  Parellelepipeduma 
finden.  —  Indem  man  die  drei  in  einer  Efcke  des  K 
pers  nfcammenstossenden  Kanten  verlängert,  bi*' 
Verläagtoangen  den  Kanten  selbst  gleich  werden,  i 
anf  gm»  ähnliche  Art,  wie  vorhin,  weiter  verführt, 
gitbt  eich,  dass  der  Schwerpunkt  eines  ParaUek 
pedwms  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  d 
Diagonalen,  also  einerlei  mit  dem  Schwerpmn 
aller  weht  Ecken  ist,  wenn  diese  als  gldchschm 
Punkte  betrachtet  werden* 

4)  Den  Schwerpunkt  einer  Dreiecksfläche  AI 
(Fig.  34.)  au  finden.  — •  Man  halbire  die  Seiten  1 
CA9  -AB  resp.  in  Dy  E,  F  und  ziehe  DE,  EF.  B 
mit  hat  man  die  drei  einander  ähnlichen  und  para 
liegenden  Dreiecke  AFEy  EDCy  ABC,  deren  Lim 
dimensionen  sich  wie  1:1:2  verhalten,  nnd  in 
nen  resp.  A,  E,  A  ähnliche  liegende  Punkte  si 
Nennt  man  daher  Qy  Ä,  S  die  Schwerpunkte  die 
Dreiecke  nnd  P  den  Schwerpunkt  des  Parallelograao 
BEy  so  verhält  sich  naoh  Archimedes  Grundsatz 

q  —  a\r  —  eis — o  =  l:l  :2 
also  y  —  a=r —  e  =  ±(s  —  a)y 
folglieh  .  .  .  .  .  q  +  r=s  +  e-y 

auch  ist  naoh  2) p=±(6-\-e). 

Naoh  vor.  $•  aber  ist,  weil  sieh  die  Figuren  i 
AFEy  EDC  und  das  aus  ihnen  zusammengeae) 
Dreieck  ABC  ihrem  Inhalte  naoh  wie  2:1:1:4  \ 
halten: 

2?  +  9  +  r  =  4s. 


» 
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fsliminirt  man  hieraus  p9  y,  r,  so  kommt: 

6  +  2e  =  $s 
,    weil  JE  der   Mittelpunkt   von   &4,    und    daher 
2s  =  c  +  a  ist: 

/Itfr  Schwerpunkt  einer  Dreiecksflaehe  ist  daher 
einerlei  mit  dem  Schwerpunkte  der  drei  Ecken  des 
Dreiecks,  diese  als  gleichschwere  Punkte  betrachtet, 

einerlei  mit  dem  Punkte,  van  welchem  aus  das 
sieh  in  drei  einander  gleiche  Theile  theilen 


5)  Den  Schwerpunkt  eines  dreiseitigen  Prisma 
ABC  AT  ITC"  iu  finden.  —  Man  halbhre  die  paralle- 
le Seitenkanten  AA'\  BB"y  CC  in  A\  V,  C  und 
Ca  Seiten  der  drei  einander  gleichen  und  ähnlichen  und 
parallel  liegenden  Dreiecke  ABC\  A'BC^  ATB"C 
h  D9E9F;  UyE.F's  IT,E'yF".  Hiermit  kann 
das  Prisma,  dessen  Inhalt  man  =8  setze,  und 
Schwerpunkt  S  beisse,  zerlegen  2  in  ein  Parallele- 
BE">  dessen  Inhalt  =4  ist,  und  dessen  Schwer- 
vt  P  sey,  und  in  vier  dem  gegebenen  Prisma  ähn- 
nnd  mit  ihm  parallel  liegende  Prismen 
AFEAFE,  EDCE..,  A'F*EA'..,  E&CET .., 
fie  msgesammt  einerlei  Inhalt  =1  haben,  und  deren 
Schwerpunkte  resp.  Q>  ll>  Qf,  Jt  seyen.  In  diesen  vier 
icn  sind  resp.  A,  E,  A\  M*  mit  dem  Punkte  A 
gegebenen  Prisma  ähnlich  liegende  Punkte,  und 
mm  hat  daher  dem  Grundsatze  zufolge: 

f — a=r — #=/— tt^szf — ef=i(*—a)9 
aühin  f  +  r  +  tf+r'  =  2s  —  a  +  e  +  </+e' 

«d  die  Linien  AB  und  EAf  sich  in  ihren  Mittelpunk- 
ten sehneiden,  und  daher  a  +  ef  =  a'+e  ist* 
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Da  ferner  der  Schwerpunkt  Pies  Parfülelepipedua 
BET  der  Mittelpunkt  der  Linie  BE\  folglioh  auch  d< 
Linie  Bf  ET  ist,  so  hat  man: 

Sodann  ist  nach  vor.  §.: 

*P  +  9  +  /+r  +  r'  =  8*. 
Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  p,  f>  f*,  ry« 
mittelst  der  Torigen  Gleichungen: 

4*'+2*'  =  6i,  und  weil  2e'=sc'  +  m', 
#=r|(y+£'  +  c'),  oder  weil  ia'=ra+tf",  etc. 

#=i(a  +  *  +  c  +  a"  +  Ä//  +  c")- 

Der -Schwerpunkt  eines  dreiseitigen  Prisma  fai 

daher  zusammen  mit  dem  Schwerpunkte  semer  sedi 

Jacken,  also  auch  mit  dem  Mittelpunkte  der  Lmi 

weiche  die  Schwerpunkte  der  xwei  parallelen  FWteht 

des  Prisma  verbindet. 

6)  Den  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  PyMarii 

ABCD  (Fig.  35.)  zu  finden.  —  Man  halbire  die  sed 

Kanten   AD,  BD,  CD,  BC,  CA,  AB  in  B,  F,  4 

H,  f,  K  und  lege  die  drei  Ebenen  EEG,  EIK,  EGJB 

Hierdurch  wird   die  Pyramide  ABCD  in  xwei  ihr  IN 

liehe  und  mit  ihr  parallel  liegende  Pyramiden  AM/i 

EFGD  und  in ,  zwei  dreieckige  Prismen  BKBFBA 

HOCKE I  zerlegt  9   welche  vier  Körper  de«  Intal 

nach  sich  zu  einander  und  zu  der  gegebenen  PyramH 

wie  1 : 1 :  3: 3  : 8  verhaken.    Sind  daher  P,Q,R,8,\ 

die  Schwerpunkte  aller  dieser  fünf  Körper,  no  hake 

wir  zuerst  -n 

p  +  y+3r+$s=Sti 

sodann,  weil  A,EyA  resp.  in  den  Pyramiden  AHM 

EFGD,  ABCD  ähnlich  liegende  Punkte  sind: 

p  —  a  =  9-^  e  =  i{t—  «), 

folglich  p+y  =  t  +  e, 


Vse  de«  MittalpQakte»  der  Kritte.  Sil 

endlich  Dich  dem  Vorigen: 

r=*i{6+f+'+h+g  +  h), 
*  =*  (c  +  i+e  +  h+g+h). 
Eckt  aber  6+d=2f,  o+cs2io.8.w.  folglieb 
B  +  6  +  c  +  d=2f+2i=2e+2h  =  2g+2Jk, 
daher,  wenn  wir  jede  dieser  vier  einander  gleichen 
ss4«  setzen: 
r+s=i(6+c  +  l0u)  =  i{2A  +  i0u). 
Mit  diesen  Werthen  für  p  +  y  nnd  r + #  wird  nun 
an  »erst  stehende  Gleichung: 

foigBch  ...  *=e*  =  | («  +  *+*+<*).  i 

Usr  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  Pyramide 

irt  dtder  einerlei  mit  dem  Schwerpunkte  ihrer  vier 

Eckern,  ehe  mit  dem  Punkte,  van  welchem  aus  sie  in 

gleiche  Theile  getheüt  werden  kann.  *) 


f  113. 

Nachdem  wir  somit  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks 

einer  dreiseitigen  Pyramide  su  finden  gelernt  haben, 
ftt  es  nun  leicht,  von  jeder  andern  mit  geraden  Linien 
Ebene  nnd  jedem  andern  mit  Ebenen  be- 
Körper den  Schwerpunkt  zu  bestimmen,  da 

alle  diese  Figuren  durch  Diagonallinien  und  Dia- 
gsnsHIHchen  in  Dreiecke  und  Pyramiden  zerlegen  lassen. 

Werde  s.  B.  der  Schwerpunkt  des  ebenen  Vierecks 
ABCD  (Fig.  30.)  gesucht.  —  Man  theile  das  Viereck 
*mh  die  Diagonale  AC  in  die  zwei  Dreiecke  ABC, 
CDA  and  bestimme  nach  dem  Vorigen  ihre  Schwer- 


•)  Inf  Umliefe  Art,  wie  hier,  hat  bereits  Poinsot   in  seinen 
dt  8UOiqm  4  hm  «dif.  pag.  180  nnd  pag.  186.  den  Schwerpunkt 
«W  Matts»  da«  Prkma  and  dar  Pyramide  so  indes  gelehrt. 
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punkte,  welohe  P,  Q  seyen.  Der  Schwerpunkt  des 
Vierecke  ist  alsdann  der  Mittelpunkt  zweier  parallelen 
auf  /*,  ^  wirkenden  und  den  Dreiecksfliiehen  ABC, 
CDA  proportionalen  Kräfte.  Theilt  man  daher  die 
Gerade  PQ  in  R  so,  dass  FR .  RQ  =  <JDA.  ABC, 
so  wird  R  der  gesuchte  Schwerpunkt  seyn  ($.  10&.).  • 
Hiernach  kann  man  auch,  wenn  die  Abstände  dek 
Eoken  des  Vierecks  von  irgend  einer  Ebene  gegeben 
sind,  den  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Ebene 
finden«  Es  ist  nämlich,  wenn  wir  diese  Abstände,  wie 
im  Torigen  §.,  mit  den  Buchstäben  des  kleinen  Alpha» 
bers  bezeichnen,  welohe  den  grossen  Buchstaben  ent- 
sprechen, womit  die  Punkte  benannt  sind: 

(1)  3p  =  a  +  6+c,  3y  =  a  +  c  +  d 
und  ABCD.r=ABC.p+CDA.f> 
oder,  wenn  man  die  vier  Dreieoke  EAB>  EBC,  ECBy 
EDAy  in  welche  das  Viereck  durch  seine  Diagonalen 
getheilt  wird,  resp.  =/; gy  h>  i  setzt  und  erwägt,  dass 
sieb  ABCDxABCxCDA  =  DABiEAB\EDA 
=  •  +fifx  i  verhalten : 

und  wenn  man  hierin  für  p  und  q  ihre  Werthe  aus  (1) 
setzt: 

(2)  ...  (#+/)(3r  —  a  —  c)=fb  +  id. 
Gleicherweise  findet  sich: 

(3)  ...  (f+g)(ßr-6  —  d)=go+fa. 
Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichungen  kann 

man  den  Abstand  r  auch  durch  drei  der  vier  Abstände 
o,  £,  <?,  d  allein  ausdrücken  und  damit  zu  noch  andern 
nicht  uninteressanten  Folgerungen  gelangen.  Um  s.  B. 
a  zn  eliminiren,  schreibe  man  zuerst  statt  der  Glci- 
<*»ng  (3),  weil  sieh  fzg=:izh=f+iig+A  verhält: 
(f+g+A+Wr-t-^^ig+Qe  +  y+f)*. 


Von  Jea  MittelpualJeD  der  Kräfte«  $|$ 

Hiervon  die  Gleiohung  (2)  abgezogen,  kommt: 
3  (g+h)  r=  (g+h+$)  6+  {g+A—i-f)  e 

+(S+g+h)  4  j 

i  k  /(  ist  der  Mittelpunkt  dreier  parallelen  Kräfte, 

vviefce   By  C,  D  zu   Angriffspunkten   haben  und  Jen 

Coeflieieuteu  von  b,  c,  d  in  dieser  Gleiehung  proportiaal 

■i      Naoh   %.  106.  c.    verbalten    sich    folglieh  «tie 

Oreieeke 

BBC:/tCB=f+g  +  h:g  +  A  +  i.   ^ 
Setzen  wir  daher  noeh  die  Dreiecke  HAB,  HBC9 
MCD,  RDA,   welche  der  Schwerpunkt  des  V^eoks 
■it  den  Seiten  des  letztern  bildet,  resp.  =  jF/r,/f, /, 
*  mA  die  Vierecksfläche  =  Vf  so  verhalten  sieh 

OiH=r—i.v—f 

eben  so  Uxlx  F=  JT_/S  V—gx  V—h, 
Ugfiefa  FzF+..  +  f=r—A:*r—  (/+..+•). 
Es  ist  aber  F+G+W+f  =f+g+A+i=  V)  mi(in 

F=  l  {V—h),  und  auf  gleiche  \rt 

0=i(F-O,  Ä=i(F-/),  I=l(K~g), 
oder  F=l{4+f+g)9  &  =  HS+g+A),  te. 
«mu  noch  F+G~ /— g  =  \(A+i— /-y) 

d.  L    BCA=\  (ABC  — CDA)  folgt. 

Her    Schwerpunkt    eüier    Viereckfläche    liegt 

so,  dass  immer  das  Dreieck,  welches  er  mit 

Seite  des   Vierecks  bildet,   dem  dritten   TAeil 

der  Stumme  der  drei  Dreiecke  gleic*  ist,  welche  der 

Dmrthsehnitt  der   Diagonalen    mt  derselben   Seite 

mi  den  xwei  angrenzenden  Seite/  macht;  oder  (weil 

IF+h  =  V  ist,)  dass  das  Dreien  des  Schwerpunkts 

wr  einer  Seite,  dreimal  gcnot.men9  und  d**xu  das 

Dreieck  des  Düigonalcndunlkschnitt*  mit  der  gegen- 

vhsrliegendcn  Seite  vldirt,  die  Fläche  des  ganzen 

Fitrecks    ausmacht.     Auch    ist    das  Dreieck   des 
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Schwerpunkt  mit  der  einen  Diagonale  gleich  dem 
dritten  Thtile  de*  Unterschied*  zwischen  den  xwet 
Dreiecken,m  welche  das  Viereck  durch  die  Diagonale 
geseilt  wird. 

iooh  eine  merkwürdige  Relation  besteht  zwisohen 
den  ner  Dreiecken  F,  Gy  ff,  /  selbst,  welche  der 
Seberpnnkt  mit  den  Tier  Seiten  des  Vierecks  bildet* 
Man  Tjiält  diese  Relation,  wenn  man  in  der  Proportion 
f:g=iA  fiir /,#,...  ihre  Werthe  V—3ff9  F—  3/f... 
setzt  Hiermit  kommt: 

>r(F+ff—G—f)  =3  (FU—Gl). 

Wegenfr=/T+..  +  /  roducirt  sich  dieses  auf: 
F*—FU+Ii*  =  G*—Gi+I*9     . 

eine  Ueiehung»  welcher  man   auch  [die  Form  gebe» 
kann: 

(F+G+H+I)  (F—G+H—I) 
+3(F+Ö— Ä— /)  (F—G—ff+l)=0. 

Zusat*.    Die  in  voriger  Rechnung  gefundene  GW» 
drang;  VCA  =  i  (ABC— CDA),  kann  sehr 
auch  folgeritogcfttalt  hergeleitet  werden.  —  Es 
hält  sich 

PH.RQ  =  DAC.  BCA, 
und  weil  DAC^QAC  und  BCA=3PCA  ist  (f  ili4)i 

PH:BQ=QACPCA 

=  MQ.PM, 

wenn  PQ  von  der  Diagonale  AC  in  M  gosohnitt— 

wird.    Ans  letzterer  Proportion  folgt  aber  unmittelbar  s 

PJt=MQymithm  RJU=PM—MQ 

und  BCA=*PCA~QAC=i(BCA-DAC)y 

wie  zu  erweisen  war* 

Zugleich  sieht  man  aus  der  Gleichung  PR=aMQy 
wie  man  aus  den  Schwerpunkten  P  und  Q  der  beiden 
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Dreiecke   AMC  uud   CDA    den    Schwerpunkt    H    des 
Vierecks  auf  das  einfachste  bestimmen  kann. 


IL     V«*  drei  Mitteluuultte  nicht  paralleler  in  einer 
Kbcne    wirkender   Kräfte. 

$.    114. 

Streng  genommen,  lint  mir  eiu  System  paralleler 
kräfte  «inen  Mittelpunkt.  Indessen  lusst  sieb  auch  bei 
«nen  Systeme  nicht  paralleler,  in  einer  Ebene  wirken- 
der Kräfte  «in  Mittelpunkt  augeben,  wenn  nur  die 
Acnderwur  der  Lage  des  Körpers  üer  Bedingung  unter- 
vorfoa  wird,  dnss  die  Ebene  der  Kräfte  siob  parallel 
Uribl,  nnd  daher  der  Körper  nur  um  eine  uuf  dieser 
Kbene  normale  Aie  gedreht  werden  kann,  während 
die  Axe  selbst  entweder  unbewegt  gelassen,  oder  parallel 
mit  «ich  fortgeführt  wird.  Dasa  bei  einer  ao  bedingten 
Lageändcrung  des  Körpers,  und  wenn  die  Kräfte  auf 
iure  uifiioglichen  Angriffspunkte  parallel  mit  ihren  uo- 
A&gitoben  Kiohtungen  zu  wirken  fortfahren,  die  Resul- 
tante der  Kräfte,  wenu  sie  anders  eine  solche  haben, 
inraerfort  demselben  Punkte  des  Körpers  begegnet; 
4m  folglich,  wenn  dieser  I'unkt  unbeweglich  gemacht 
wird,  die  Krüfte  bei  jeder  Lage,  in  die  der  Körper 
darcii  Drehung  um  eine  durch  den  I'unkt  gebende  und 
«ü*  jeuer  Lbene  normale  Axe  gebracht  werden  kann, 
Heb  das  Uleiohgewioht  halten:  dies  wird  aus  naohste- 
Veeden  Ileb-achtunge»  ohne  Mühe  erhellen. 

$.  115. 
Sejen  PA  nnd  QA  (Fig.  37.)  zwei  in  einer  Ebene 
■egeadti  und  sich  in  A  schneidende  Itichtungen  zweier 
Kräfte;    J*  und  Q   die   Angriffs  punkte  der  Kräfte  und 
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TA  die  Richtung  der  Resultante  derselben.  Ob  du 
die  zwei  Kräfte  auf  die  Punkte  P  und  Q  des  Körper« 
parallel  mit  ihren  jetzigen  Riohtungen  fortwirken,  wäh- 
rend der  Körper  um  eben  beliebigen  Winkel  a  um. 
eine  auf  der  Ebene  PQA  normale  Axe  gedreht  wird, 
oder  ob  man  den  Körper  in  Ruhe  lässt,  dagegen  aber 
die  Riohtungen  PA  und  QA  um  die  Angriffspunkte 
/'und  Q  nach  der,  der  vorigen  entgegengesetzten,  Seite, 
jede  um  denselben  Winkel,  =o,  in  der  Ebene  dreht, 
ist  hinsichtlich  der  gegenseitigen  Lage  des  Körpers 
und  fler  Riohtungen  der  Kräfte  offenbar  einerlei«  Ea 
gesohehe  das  Letztere,  so  bleibt  die  Grösse  des  Win- 
kels von  QA  mit  PA  unverändert,  und  die  Spitze  A 
desselben  beschreibt  einen  durch  die  Punkte  P  und  Q 

< 

gehenden  Kreis.  Da  also  die  Intensitäten  der  beides 
Kräfte  und  die  Winkel  ihrer  Riohtungen  unverändert  blei- 
ben, so  werden  auoh  die  Intensität  der  Resultante  und 
die  Winkel  TAP,  TAQ  der  Resultante  mit  den  beiden 
Kräften  sich  nicht  ändern.  Ist  daher  T  der  Durch» 
schnitt  der  Resultante  mit  dem  Kreise  beim  Anfange 
der  Drehung,  so  wird  auch  fernerhin  die  Resultante 
den  Kreis  in  T  treffen,  indem  der  Rogen  PT  das 
Doppelte  des  constanten  Winkels  PA  T  misst  Die 
Resultante  wird  sich  daher  um  denselben  Winkel  a  und 
nach  derselben  Seite,  wie  jede  der  beiden  Kräfte,  um 
den  Punkt  T  drehen;  T  wird  folglich  der  Mittelpunkt 
der  beiden  Kräfte  seyn. 

Sind  demnach  in  einer  Ebene  zwei  Kräfte  und 
ihre  Angriffspunkte  gegeben,  so  findet  eich  der  Mit- 
telpunkt  der  Kräfte  als  der  Durchschnitt  ihrer  R*> 
sultante  mit  dem  durch  die  Angriffspunkte  und  den 
Durchschnitt  der  Richtungen  der  beiden  Kräfte  m 
beschreibenden  Kreise, 
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8ind  die  zwei  Kräfte  mit  einander  parallel,  so  liegt 
ftr  Durohschnittspunkt  unendlich  entfernt,  der  zu  be- 
•ehrribeode  Kreis  wird  unendlich  gross,  und  der  Bogen 
durch  die  beiden  Angrifcpunkte  verwandelt 
m  eine  gerade  Linie,  so  dass,  wie  wir  bereits  im 
Obiges  (§•  105.)  sahen,  von  xwei  parallelen  Kräften 
Mittelpunkt  mit  den  beiden  Angriffspunkten  in  einer 
liegt- 

Es  erhellet  nun  leicht,  wie  anoh  von  drei  und  meh- 
Kr&ften  in  einer  Ebene  der  Mittelpunkt  gefunden 
kann.  —  Seyen  p>  y,  r  drei  solcher  Kräfte  und 
Py  Qj  R  ihre  Angriffspunkte.     Man  suche  erstlich  von 
f  und  f  die  Resultante  t  und   den   in  ihr  liegenden 
Mittelpunkt  T.    Man  suche  zweitens  von  den  Kräften 
find  r,  deren  Angriffspunkte  T  und  II  sind,  die  Re- 
nitente s  und  den  in  ihr  befindlichen  Mittelpunkt  S>  so 
«U  S  anoh  der  Mittelpunkt  der  drei  Kräfte  p,  yy  r 
Denn  werden  sämmtliohe  Kräfte  p,  jr,  r,  t9  s 
die  Punkte    P,  Q,  R,  7,  S  um   gleiche  Winkel 
einerlei  Seite  in  der  Ebeue  gedreht,  —  als  wel- 
mit  der  Drehung  des  Körpers  uach  der  entgegen- 
gesetzten Seite   auf  Eines   hinauskommt,  —    so  sind 
w&  nach  dieser  Drehung  p  und  y  noch  gleiohwirkend 
ak  f,  und  t  und  r  gleiohwirkend  mit  #,  folglich  auch 
h  ff  r  gleiohwirkend  mit  #;  folglich  S  der  zu  bcstim- 
Mode  Mittelpunkt.  —  Hat  man  vier  Kräfte  mit  ihren 
Angriffspunkten,  so  wird  die  Resultante  und  der  Mittel- 
punkt von  dreien  dieser  Kräfte  in  Verbindung  mit  der 
Herten  Kraft  und   ihrem  Angriffspunkte  die  Resultante 
*ad  den  Mittelpunkt  aller  vier  Kräfte  geben,  u.  s.  w. 

Jedes  System  vof*  Kräften  in  einer  Ebene ,  weU 
ffa  auf  eine  Kraft %  reducirbar   üty  .  hat    demnach 
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Sinen  Mittelpunkt;  oder,  wie  vir  diesen  Safe  atioh 
noch  ausdrücken  können: 

Sind  von  mehrern  Kräften  in  einer  Ebene,  welche 
eine  einfache  Resultante  haben,  die,  Intensitäten, 
die  Winkel \  welche  ihre  Richtungen  mit  einander 
bilden,  und  in  der  Richtung  einer  jeden  irgend  em 
Punkt  gegeben ,  so  kann  man  daraus  die  Intensität 
der  Resultante,  den  Winkel  ihrer  Richtung  mit  jeder 
der  erstem  Richtungen  und  einen  in  ihrer  Richtung 
liegenden  Punkt  finden ,  —  nämlioh  den  Mittelpunkt 
des  Systems ,  wenn  erstere  Punkte  als  die  Angrifft-, 
punkte  der  Kräfte  genommen  werden. 

§.  116. 

Eben  so,  wie  ein  System  von  parallelen  Kräften, 
bat  auch  ein  System  von  Kräften  4n  einer  Ebene  nur 
«nen  Mittelpunkt*  Denn  gäbe  es  noch  einen  zweiten, 
so  müsste  die  Resultante  des  Systems  nicht  nur. sie 
beide  enthalten,  sondern  auch,  naohdem  sie  das  einemal 
um  den  einen,  das  anderemal  um  den  andern  naeb 
einerlei  Seite  zn  um  einerlei  Winkel  von  beliebiger 
Grösse  gedreht  worden  wäre,  in  beiden  Fällen  einerlei 
Wirkung  haben  \  welohes  nicht  möglioh  ist  In  welcher 
Ordnung  man  daher  auch  die  Kräfte  nach  und  nach 
mit  einander  verbindet,  um  zu  ihrem  Mittelpunkte  n 
gelangen,  so  muss  zuletzt  doch  immer  derselbe  Punkt 
gefunden  werden«  Diese  Bemerkung  kann  uns  zur 
Entdeckung  mehrerer  geometrischer  Sätze  fuhren. 

Seyen,  um  dieses  nur  an  dem  einfachsten  Beispiele 
zu  zeigen,  p,  q,  r  drei  Kräfte  in  einer  Ebene,  AD, 
AB,  CB  (Fig.  38.)  ihre  Richtungen  und  die  Punkte 
P,  (&,  R  dieser  Linien  die  Angriffspunkte  der  Kräfte. 
Von  p  und  q  sey  t  die  Resultahte  und  AC  ihre  Rieb- 
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;  von  $  und  r  sey  #  die  Resultante  und  DC  ihre 
■ichtang;  also  s  auoh  die  Resultante  von  /»,  f,  r. 

Um  mio  den  in  DC  liegenden  Mittelpunkt  von 
f,  f,  r  m  finden,  besehreibe  man  erstlich  dnreb  JP,  Q 
A  einen  Kreis,  welcher  AC  noch  in  T  schneide, 
es  wird  T  der  Mittelpunkt  von  /»  und  f ,  oder  der 
Angriffspunkt  von  t  seyn.  Man  beschreibe  ferner  einen 
Kien  dnreh  T,  Ä  und  C,  so  wird  sein  Durchschnitt 
S  not  jDC  der  Mittelpunkt  von  t  und  r,  4  i.  von  />,  f 
mi  r>  also  der  gesuchte,  seyn. 

Es  llsst  sich  aber  dieser  Mittelpunkt  noch  auf  zwei 
andere  Arten  bestimmen.  —  Da  die  vier  Kräfte/»,?,  r,  — s 
m  Gleichgewichte  sind,  so  ist  die  Resultante  von  f  und  r, 
welche  «  heisee,  einerlei  mit  der  Resultante  von  —  p 
md  #,  und  die  gemeinschaftliche  Richtung  beider  ist 
DM.  Bezeichnet  ferner  E  den  Durchschnitt  von  AD 
mä  CBy  und  F  den  Durchschnitt  von  AB  mit  DC, 
ss  gebt  die  Resultante  von  p  und  r,  welche  man  v 
t,  fbroh  iE,  und  die  Resultante  von  — -y  und  # 
/*;  und  da  wegen  des  gedachten  Gleichgewichts 
diese  zwei  Resultanten  identisch  sind,  so  ist  EF 
gemeinschaftliche  Riohtung. 

Indem  man  nun  zuerst  q  und  r  zu  u  vereiniget 
hierauf  u  und  p  zu  s  zusammensetzt,  beschreibe 
■sn  einen  Kreis  durch  $,  Ä,  B,  welcher  DB,  als  die 
Kshtnng  von  «,  in  17,  dem  Mittelpunkte  von  q  und  r, 
toife,  und  einen  Kreis  durch  U9  /*,  Z>,  welcher  Z><7 
•stnfalU  in  S  schneiden  wird. 

Endlieh  kann  man  auch  von  den  drei  Kräften/»,  q,r 
p  mit  r  zu  v,  und  alsdann  v  mit  f  zu  s  verbin» 
Man  beschreibe   deshalb  durch  P>  R,  E  einen 
Kreis,    welcher  EF>   als  die  Riohtung  ven  »,  in   V 
eo  ist  F  der  Mittelpunkt  ven  /»  und  r$  und 
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es  wird  ein  durch  Vy  Q  und  F  gelegter  Kreis  der  DC 
gleicherweise  io  S  begegnen. 

Erwäget  wir  nnn  nooh,  dass  die  drei  Richtungen 
von  Kräften,  AD9  AB,  CB,  und  die  in  ihnen  liegenden 
Punkte  F>Q,Ji,  so  wie  die  Richtungen  CA>  DB  der 
durch  A  und  B  gehenden  Resultanten  ganz  nach  Be- 
lieben genommen  werden  können ,  so  liefert  uns  die 
Zusammennähme  der  drei  verschiedenen  Arten,  den 
Punkt  S  zu  finden,  folgendes  Theorem: 

Hat  man  ein  ebenes  Viereok  ABCD  und  be- 
schreibt zwei  Kreise,  den  einen  durch  Ay  den  andern 
durch  C,  welohe  die  Diagonale  AC  in  einem  und 
demselben  Punkte  T  schneiden,  und  nennt  man  P,  Q 
die  Durchschnitte  des  erstem  Kreises  mit  den  Seiten 
DAy  AB)  und  /?,  S  die  Durohschnitte  des  letztem 
mit  BCj  CDx  so  schneiden  auoh  die  Kreise  Q  BR 
und  SDP  die  Diagonale  BD  in  einem  und  demselben 
Punkte  U;  und  wenn  man  die  Durchschnitte  von  DA 
mit  BC  und  von  AB  mit  CD,  JE  und  F  nennt,  in 
gehen  auch  die  Kreise  PER  und  QSF  durch  einen 
und  denselben  Punkt  V  der  Diagonale  EF. 
Diese  Figur  besitzt  aber  noch  die  merkwürdige 
Eigenschaft, 

dass  sich  sämmtliohe  sechs  durch  A,  By  C,DyEyF 

gelegten  Kreise  in  einem  und  demselben  Punkte  X. 

sohneiden,   und   dass  die  Bögen   ZA,  ZB,.m.  ZF 

dieser  Kreise,  alle  von  Z  aus  nach  derselben  Seite 

zu  genommen,  einander  ähnlich  sind. 

%    Um   dieses   einzusehen,    wollen   wir    uns    summt- 

liehe   sieben  Linien   der  Figur,   d.  i.   die  Richtungen 

der  Kräfte  py  qy  r,  s  und  der  Resultanten  t,  «#,  v  um 

ihre  Angriffspunkte  P,  Q,  Ry  Sy  Ty  U9  V  nach  einer« 

lei  Seite  mit  einerlei  Winkelgeschwindigkeit  sich  su 
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taten  anfangen  lassen.  Je  xwei  Kräfte  nnd  ihre  Re- 
eahante,  (wie  py  f  und  /,  oder  y,  r  and  t#,)  fahren  da- 
bei fort,  sioh  in  einem  Punkte  (Ay  öder  B)  zu  schnei- 
den; dieser  Punkt  rüokt  in  dem  durch  die  Angriffspunkte 
der  beiden  K rufte  und  ihrer  Resultante  zu  legenden 
Kreise  (PQT,  oder  QRU)  fort,  und  olle  diese  Duroh- 
eehnitti  punkte  A,  ß, ...  beschreiben,  wegen  der  Gleiob- 
bsit  der  Winkelgeschwindigkeiten  Ton  /?,  y, . . .,  in  glei- 
Zeiten  ähnliche  Bogen  ihrer  Kreise  und  kehren 
demselben  Zeitpunkte  zu  ihren  anfänglichen  Oertern 
um  ihre  Kreisbewegung  von  Neuem  anzufangen. 
Sey  nun  von  den  zwei  Kreisen  PQT  nnd  QRU 
(Fig.  88*),  welche  sich  das  einemal  in  Q  schneiden, 
Z  der  «weite  Durohschnittspunkt,  nnd  sey  der  Punkt 
A  in  seinem  Kreise  PQT  bis  Z  gekommen.  Weil 
Ay  Q9  B  immer  in  gerader  Linie,  in  der  Richtung  der 
Kraft  f  ,  sind,  so  inuss,  wenn  AiaZ  ist,  der  im  Kreise, 
ftRU  fortgehende  Punkt  B  in  der  Geraden  QZy  also 
entweder  in  Q  oder  Z  seyn.  Ist  aber  B  in  Q,  so  wird 
fie  Gerade  BQ  eine  den  Kreis  QRU  in  Q  Berührende, 
A  befindet  sich  daselbst,  wo  diese  Tangente  den 
PQT  sehneidet,  also  nicht  in  Z.  Ist  daher  A 
aoeh  Z  gelangt,  so  muss  auch  B  gleichzeitig  in  Z  ein- 
getroffen seyn.  Alsdann  schneiden  sich  folglich  die 
liebtnngen  AP,  AQ,  RB,  ATy  ÜB  der  Kräfte  />,  7,  r 
vd  ihrer  Resultanten  l,  t#,  mitbin  auch  die  Richtungen 
ne  9  nnd  s,  als  den  Resultanten  von  />,  r  nnd  />,  y,  r, 
k  einem  Punkte  Z.  Nächst  A  und  B  müssen  datier 
die  übrigen  Durchsohnittspunkte  C,  D,  JE,  F  je 
Kräfte  und  ihrer  Resultante  gleichzeitig  in  Z 
Simmüiche  sechs  durch  die  anfänglichen 
Ooter  von  Ay  B> ...  F  gelegten  Kreise  schneiden  sich 
Ugheh  in  einem  nnd  demselben  Punkte  Z,  nnd  die 
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Bögen  derselben  ZA>  ZB,  . ..  ZF  müssen  einander 
fihnlich  eeynj  indem  sonst  A, B, .. .F  nicht  gleiohzcftig 
in  Z  eintreffen  kannten« 

f  117. 

Zusätze,  a.  Während  sich  die  Resultanten  t  and 
■u  am  ihre  Angriffspunkte  7  nnd  ü"  drehen,  beschreibt 
ihr  Durchsehnittspunkt,  welcher  O  heisse,  einen  danoh 
T  und  U  gehenden  Kreis  nnd  trifft,  wenn  p,  7,  r,  # 
in  Z  zusammenkommen,  ebenfalls  in  Z  ein.  Es  liegest 
daher  T,  Uy  O  mit-  Z  ebenfalls  in  einem  Kreise,  und 
es  ist  der  Bogen  ZO  den  Bögen  ZAy  • .  •  ähnlich. 
Wir  können  hieraus  den  Sohluss  ziehen: 

Werden  in  den  drei  Seiten  BG,  OA^  AB  eines 

Dreiecks  ABO  (oder  in  ihren  Verlängerungen)  nach 

Belieben  drei  Punkte  17,  T,  Q  genommen,  so 

den  sich  die  drei  Kreise  ATQ,  BQU>  OUT  in 

Punkte  Z,    und  die  Bögen   ZA,  ZB,  ZO 

Kreise  sind  einander  ähnlich. 

Auf  gleiche  Weise  erhellet,  dass,  wenn  ACy  KP 

in  H  und  BD,  EF  in  /  sich  schneiden,  die  Punkte 

T,  V,  H  sowohl,  als  {7,  V,  I  mit  Z  in  einem 

liegen,   und  dass  die  Bögen  ZH;  ZI  dieser 

einander  und  den  Bögen  ZA, . .  #  ähnlich  sind. 

b.  Da,  wenn  die  Kräfte  p>  y,  r,  #,  /,  u,  0  um  ihre 
Angriffspunkte  /*,...  V  auf  die  gedachte  Weise  gedreht 
werden,  die  Winkel  je  zweier  Kräfte  mit  einander  sieh 
nicht  ändern,  und  da  je  drei  Kräfte,  wie  p,  q,  t,  welche 
sich  anfangs  in  einem  Punkte  A  schneiden,  auch  bei 
der  Drehung  damit  fortfahren,  so  wird  jedes  der  an- 
fangs von  den  Kräften  gebildeten  Dreiecke  sieh  ähn- 
lich bleiben  und  die  Anzahl  dieser  Dreiecke  nicht  ge- 
ändert werden;  mithin  wird  auch  das  System  der 
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sssmktspnnkte  A,  B>  ...  G>  Hy  l>  also  die  ganze  Fl- 
gsr,  bti  der  Drehung  sich  ähnlich  bleiben« 

Mit  dieser  neuen  Eigenschaft  der  Pignr  lässt  sioh 
£e  vorige,  dass  s&tnmtliche  Kreise,  welche  die  Punkte 
Jy...  f  beschreiben,  sich  in  einem  Punkte  Z  schneiden, 
folgendergestalt  dartkun.  Da  nämlich  erwiesener- 
die  zwei  Pnnkte  A  und  B  gleichseitig  in  dem 
Bsrchoehnitte  Z  ihrer  Kreise  eintreffen,  und  damit  ihr 
gegenseitiger  Abstand  =0  wird,  so  müssen  dann  anoh 
sHe  ttrigcn  Punkte  C,  />,  ...  /  in  Z  zusammenkom- 

sie  sonst  eine  Figur  bildeten,  welche  der 
nicht  Ähnlich 


f   118. 

Die  so  eben  ans  statischen  Betrachtungen  erhalte- 
nen geometrischen  Sätze  fuhren  zu  einer  besondern  Art 
Reeiprorität  zwischen  Punkten  und  Kreisen,  woraus 
umgekehrt  jene  anfangs  vielleicht  überraschenden 
auf  das  natürlichste  herleiten  und  so  weit,  als 
■sa  will,  verallgemeinern  lassen. 

Man  habe  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Punkte 
4  i,  C,  ...  in  einer  Ebene.  Jeder  derselben  werde 
■och  einem  andern  gegebenen  Punkt  Z  der  Ebene 
einen  Kreis  von  soloher  Grösse  verbunden,  dass 
der  Bögen  ZA^  ZB,  ZCy . . .,  wenn  man  ihn  in 
Kreise  vom  Mittelpunkte  des  letztem  ans  be- 
fischtet und  immer  nach  einer  und  derselben  Seite  zu 
,  einen  und  denselben  gegebenen  Winkel  =2a 
,  und  daher  alle  diese  Bögen  einander  ähnlich 
Die  hiermit  vollkommen  bestimmte  Pignr  besitzt 
folgende  Eigenschaften: 

1)  Din  swei  durch  A  und  B  gelegten  Kreise  mögen 
in  JB  noch  in  P  (Fig.  30.)  schneiden,  so 
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ist  der  Winkel  ZPA=ZPB=a>  und  P,A,B9  liegen 
folglich  in  gerader  Linie;  <L  h.  die  durch  zwei  Punkte 
des  Systems  geführten  Kreise  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  der  jene  zwei  Punkte  verbindenden  Geraden* 

2)  £s  werden  daher  auch,  wenn  drei  Punkte  A,  B>  C 
des  Systems  oder  mehrere  in  einer  Geraden  liegen,  die 
den  Punkten  zugehörigen  Kreise  sich  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  P  dieser  Geraden  schneiden.  Jeder  Ge- 
raden AB  kommt  hiernach  ein  gewisser  in  ihr  liegen- 
der Punkt  P  zu,  den  wir  den  festen  Punkt  der  Ge- 
raden nennen  wollen.  Er  wird  gefunden  als  der  Durah- 
sohnitt  der  Geraden  AB  mit  einer  zweiten  ZPy  welche, 
durch  Z  gelegt,  mit  der  erstem  den  constanten  Winkel 
a  nach  einerlei  Seite  zu  macht 

3)  Seyen  AP,  AQy  Aß, . . .  mehrere  sich  in  dem- 
selben Punkte  A  schneidende  Geraden  und  /*,  #,A,.*. 
ihre  festen  Punkte.  Der  dem  Punkte  A  zugehörige 
Kreis  muss  nuft,  da  A  in  einer  Geraden  liegt,  deren 
fester  Punkt  P  ist,  durch  P  gehen,  und  ans  ähnlichem 
Grunde  wird  er  auch  die  Punkte  g,  A,...  treffen* 
Schneiden  sich  daher  zwei  oder  mehrere  Gerade  in  ei- 
nem Punkte  Aj  so  liegt  dieser  Punkt  mit  den  festen 
Punkten  der  Geraden  und  dem  Punkte  Z  in  dem,  dem 
Punkte  A  zugehörigen,  Kreise;  oder  mit  andern  War- 
tens der  einem  Punkte  zugehörige  Kreis  schneidet  alle 
duroh  den  Punkt  gehenden  Geraden  in  ihren  festen 
Punkten. 

4)  Man  lasse  jetzt  sämmtliohe  Punkte  A>B,  C,..* 
des  Systems  in  ihren  Kreisen  nach  einerlei  Seite  sieh 
gleiehmässig  fortbewegen,  so  dass  jeder  in  derselben 
Zeit  denselben  Theil  seines  Kreises  zurücklegt,  und 
alle  gleichzeitig  in  ihren  anfänglichen  Stellen  wieder 
eintreffen.     Weil  ZA,  ZBy...  ähnliche  Bögen  sind, 
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u  «erden  »ie  auch  bei  der  Bewegung  einander  äbnh'ch 
bleiben,  also  gleichzeitig  =0  werden,  d.  b.  sü  in  tut  liehe 
Psakte  At  B,  €,...    «erden   zu  gleicher  Zeit  nach  Z 


Ans  der  Aehnlichkeit  der  Bogen  ZA  und  ZB 
le  in  1)  der  Durchgang  der  Geraden  AB  durch  den 
ii(t  /'  der  Kreise  durch  A  uud  B  geschlossen. 
wird  daher  auoh  hei  der  Bewegung  die  Ali  den 
Paukt  P  in  treffen  fortfahren,  d.  Ii.  die  Alt,  und  eben 
■  jede  andere  twei  Punkte  des  Systems  verbindende 
faerade,  wird  sieb  um  ihre»  feste»  Punkt  drehen. 

Burnus  folgt  weiter,  dass  das  Dreieck  ZAB  sioh 
ftctwäbrend  ähnlich  bleibt.     Ucnu  der  Nebenwinkel  von 
ZAB  wird   von   dem   Bogen  il'Z  des  Kreises  durch 
J,  und  der  Winkel  ZBA  von  dem  Bogen  \FZ  des 
Kreises   durch   B  gemessen.      Auf  gleiche   Art  bleibt 
•ach  jedes  der  Dreiecke  ZBC,  ZAC}  etc.  sich  ähnlich. 
Mithin  wird  auch  das  ganze  System  des  ruhenden  Punk- 
ts* Z  und  der  sieb  bewegenden  Ay  lt,  C,  . . .  nur  der 
GrSsse,    nicht   der  Form   nach,   sich   ändern.      Dieses 
Steten    srhwindet  beim  Lin treffen  der  -J,  //,...  in  / 
I     m  eisen  Punkt  xusammeu  und  wird  am  grüssten,  wenn 
I    jeder  der  Punkte  A,  B,...   sieb  in  seinem  Kreise  von 
/  an  den  Durchmesser  des  Kreises  entfernt  bat.    Da 
ikdana  die  Mittelpunkte  der  Linien  ZA,  ZU,  . . .   mit 
sei  Mittelpunkten  der  Kreise  zusammenfallen,  so  folgt, 
•sm  sneb  das  System  der  Mittelpunkte  der  Kreise  eine 
erst  System  der  Punkte  A,  B, ...  ähnliche  Figur  bildet, 
ssi  dnss   in   beiden  Z  ein  ähnlich  liegender  Punkt  ist. 
f   119. 
Bei  der  j etil  betrachteten  Figur  wurden  die  Punkte 
Punkt  Z  und  der  Winkel  2«, 
id    damit    die    Kreise    durch 
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.<f,  B,  C, . .  •  construirt.  Statt  des  Punkte«  Z  und  d 
Winkels  2  a  können  wir  aber  anoh  zwei  von  des  Kr 
sen,  als  zum  Theil  beliebig  gegeben  ,  setzen  und  dl 
ans  die  übrigen  zu  bestimmen  suchen. 

Sey  demnach  in  einer  Ebene  ein  System  von  Pm 
ten  Jy  B, C,D,E,...  (Fig.  40.)  gegeben  and  wer* 

1)  durch  J  wUlkübrlich  ein  Kreis  beschrieben,  d 
man  als  den  dem  Punkte  A  zugehörigen  betrank 
Er  schneide  die  Geraden-  AB,  AC,  AD,  AE>  .. . 
Punkten,  die  ieh  mit  A*B,A*C,A*DjArR  bezeiobn 
will,  und  welche  die  festen  Punkte  dieser  Linien  seyn  w 
den.  —  Der  durch  B  an  beschreibende  Kreis  muss  ans« 
dem  noch  durch  den  Punkt  A*B  und  den  im  Kid 
durchs  liegenden  Punk tZ gehen»  Man  beschreibe  dal 

9)  duroh  B  und  AB  willfcührliob  eben  zweit 
Kreis  und  nenne  Z  den  Durchschnitt  desselben  mit  df 
Kreise  durch  A.  Die  Durchschnitte  B*C>  B-D,B-R,  , 
des  Kreises  durch  B  mit  den  Linien  BC,BD,BE,. 
sind  die  festen  Punkte  dieser  Linien. 

8)  Der  Kreis  für  den  Punkt  C  muss  ausser  C  ae 
die  schon  erhaltenen  Punkte  A*C,  BmC,  Z  treffen  n 
ist  hierdurch  mehr  als  vollkommen  bestimmt.  Di 
giebt,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  den  schon  in  f.  117 
gefundenen  Satz.  —  Treffe  der  Kreis  duroh  C  i 
CD,  CE>...  in  OD,  &E> . . .,  als  den  festen  Punkt 
dieser  Linien,  so  liegen  nunmehr 

4)  die  fünf  Punkte  D,A-D,  BD,  CD,  Z  in  com 
Kreise,  in  dem,  welober  dem  Punkte  D  zugehört,  u 
wir  haben  damit  den  in  f.  116  vom  Viereoke  bem* 
ten  Satz  wiedergefunden.  —  Der  Kreis  durch  D  tre 
die  Linien  DE, ...  in  D*E, .  • .,  so  müssen 

5)  die  seohs  Punkte  E*  AE,  BE,  OE,  D*E, t 
in*  einem  Kreise  liegen.     Dies  ist  der  Kreis  für  d 
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Pnkt  R,  tou  dein  man  auf  Ähnliche  Art  zu  den  Krei- 
sel der  noch  übrigen  Punkte  fortgebt.  —  Da«  damit 
■•wowoeae  allgemeine  Resultat  kann  etwa  folgender- 
gestalt  ausgedrückt  worden  i 

Hat  man  ein  System  von  Punkten  in  einer  Ebene, 
und  verbindet  sie  paarweise  durch  gerade  Linien,  so 
kann  man  in  jeder  dieser  Linien  noch  einen  Punkt 
angeben,  dergestalt,  dass  alle  die  letztern  Punkte, 
»eiche  in  Linien  Hegen,  die  von  einem  nnd  demselben 
Punkte  des  Systems  ausgeben,  mit  diesem  Punkte 
selbst  immer  in  einem  Kreise  enthalten  sind.  Drei 
der  Punkte,  welche  in  Linien  liegen,  die  nicht  alle 
drei  reo  demselben  Punkte  des  Systems  ausgeben, 
ki-onen  wiilkührüeb  genommen  werde».  Atte  die  ge- 
daebteD  Krciso  schneiden  sioh  übrigens  noob  in  einem 
Punkte,  und  die  Bügen  derselben  von  diesem  Punkte 
kti  in  den  Punkten  des  System«  sied  insgesammt  ein. 
Bader  ähnlich. 

f.   120. 

Bai  der  Constrnotion,  wodurch  in  f.  115.  der  Mit- 
hrtpnakt  eines  Systems  von  Krfiften  in  einer  Ebene 
gnfiiaslin  wurde,  giebt  es  einige  noch  nicht  erwähnte 
Beciebungeo ,  welche  uns,  den  Mittelpunkt  noch  auf 
«*c  andere  Weise  zu  finden,  in  Stand  setzen. 

Seren,  wie  in  f.  115.,  P-4,  QA,  TA  (Fig.  37.)  die 
Biektiingrn  zweier  Kräfte  />,  y  und  ihrer  Resultante  t, 
F,Q  die  AnimETspunkte  der  erstem  und  T  der  in  der 
iesattautc  enthaltene  Mittelpunkt.  Weil  T  mit  P,  $,  / 
■  emem  Kreise  liegt,  so  ist  der  Winkel  FAT=PQTi 
Mj4T=*H*T*k<1  /W0  =  dem  Nebenwinkel  von  PTQ. 
Csutmirt  man  daher  ein  Dreieck  P'Q'T'y  dessen  Sei- 
te» 7wsV,  /T',  P'Q'  den  Richtungen  von  p,  y,  t  par- 
15- 
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allel  sind,  so  wird  dieses  dem  Dreiecke  PQT  Stell 
seyn,  jedoch,  wie  die  Figur  zeigt,  die  umgekehrte  La 
von  PtiT  haben,  so  dass  man  das  eine  Dreieck  nh 
duroh  blosses  Drehen  in  seiner  Ebene ,  sondern-  m 
naeh  einer  halben  Wendung  um  eine  in.  der  Ehe 
liegende  Axe  in  eine  solche  Lage  bringen  kann,  dp 
seine  Seiten  mit  denen  des  andern  parallel  werden. 

Sind:  folglieh  Im  Gegentheile  die  Angriffspunkte 
und  6  tweier  Kräfte  und  das  Dreieck  P*<tT*  ge« 
ben,  dessen  Seiten  Ttt^T9  und  /"&  den  Rfc 
tnngen  der  beiden  Kräfte  und  ihrer  Resultante  paral 
seyn  sollen,  so  construire  man ,  um  den  Mittelpunkt» 
finden,  aber  PQ  ein  dem  P'QfT  ähnliches,  aber  n 
gekehrt  liegendes  Dreieck  PQT>  und  es  wird  TS 
gesuchte  Mittelpunkt  seyn. 

Hierbei  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  -dp 
nach  $•  28.  b.  die  Seiten  des  Dreiecks  P'&Vy  n 
folglich  auch  des  Dreiecks  PQT,  den  Intensitäten  _V 
P>9>*  proportional  sind.  Lassen  wir  daher  noch  s 
T  eine  der  Resultante  t  gleiche  aber  entgegengeseti 
Kraft,  also  nach  der  Richtung  AT>  wirken«,  als  i 
durch  ein  bei  der  Drehung  sich  nicht  aufhebend 
.Gleichgewicht  entsteht,  so  haben  wir  folgenden  dar 
seine  Beziehungen  zwisohen  den  Stücken  eines  Dresse 
und  den  bestimmenden  Stücken  dreier  Kräfte  nicht  i 
interessanten  Satz:  • 

Sind  die  Ecken  P>  g,  T  eines  Dreieck*  die  A 
griffspunkte  dreier  Kräfte  p,  q,  t,  sind  die  Wink 
des  Dreiecks  den  Supplementen  der  von  den  Rithtm 
gen  der  Kräfte  mit  einander  gebildeten  Winkel  gleit 
P=  180°  —  ?**,  etc.  und  sind  die  Seiten  des  Dr* 
ecke  den  Intensitäten  der  Kräfte  proportional,  Q 
proportional  mit  py  otc*.  so  herrscht  GleichgO¥*ithL 
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Dans  dienen  Gleiobgewieht  durch  Drehung  nicht 
geafört  wird,  geht  tohon  aus  dem  Satze  selbst  hervor, 
Mens  eine  der  drei  Richtungen  nach  Willkühr  genoui- 
■sn  werden  kann,  und  unabhängig  von  dieser  Annahme 
die   gegenseitigen   Winkel   der  Richtungen   bestimmt 


f  121. 

Wir  wollen  jetzt  nach  dieser  zweiten.  Methode  den 
Mittelpunkt  von  drei  Kräften  p,  f9  r  zu  bestimmen 
mshsn«  8eyen  ady  ta7  eb  (Fig.  38.)  parallel  mit  den 
lishtoagen  derselben,  bd  sej  parallel  mit  der  Resul- 
tante t  von  p  und  f ;  ea  parallel  mit  der  Resultante 

•  von  f  und  r.  Alsdann  ist,  wie  sioh  auoh  ohne  das 
Parallelogramm  der  Kräfte  erweisen  läset,  cd  parallel 
srit  der  Resultante  von  p,  y,  r,  welche  s  heisse*). 
Bojen  endlich  P,  Ö,  R  die  gegebenen  Angriffspunkte 
tw  p,  f,  r. 

•)  Denn  conetruirt  man  ein  Viereck  ABCD9  tosen  drei  Seiten 
A4  4aTv  #C  und  zwei  Diagonalen  AC9  BD,  reap.  den  Seiten  da,  ba,  be 
anl  Diagonnlsn  Id,  me  dea  Vierecke  abed  pandlel  sind,  und  laait 
ana  JA,  AB%  CB  die  Richtungen  der  Kräfte  p,  q,  r  Toritelleo ,  io 
an*  AC,  DB  die  Richtungen  der  Reaultanten  I, «.     Die  ReauRaute 

•  im  o,  a,  rf  d.  L  von  f,  r  oder  von  p,  «,  mnaa  daher  eowohl  durch 
C*  ah  dnreh  D  gehen,  folglich  in  CD  fallen.    Heiast  nun  noch  g  der 

voa  ne  mit  M,  nnd  G  der  Dorchacfanitt  ?on  BD  mit  ^C\ 
deaPnralleaamoa  Ton  DA  mit  dn,  u.  •  w.  die  Dreiecke 
an  and  OAD ,  gab  nnd  OBJ,  gbc  nnd  GCB  paarweiae  einander  ahn- 
en, and  ea  ferhilt  eich  daher 

'    gd  z  g*-mGA  :GD9 
ga  i  gb  —  GB:  GA9 
gb  :  gc-mGC:GBf 
JblgUoh  od  :  gc~=GC:  GD. 
UHU«  sind  noch  die  Dreiecke  ged  nnd  GDC  einander  ähnlich, 
ml  cd  tat  mit  DC9  d.i.  mh  der  Richtung  von  •,  parallel.  — •  üehrigene 
et  aar  jetzt  geometriech  erwieaene  Paralleliamna  ?on  cd  mit  DC,  unter 
VorniiaeeUttagca*.  wie  hier,  bereiU  in  $.  29.  durch  Statik 
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Man  oonstruire  nun  über  PQ  ein  dem  Dicleofc« 
Sday  d.i.  dem  Dreiecke  der  Richtungen  von  p9  f,  t  Ifc» 
Iiobee  Dreieck  PQT,  indem  man  die  Spitze  TmJ 
dojenigen  Seite  Ten  PQ  nimmt,  wodurch  PQT  4k 
eingekehrte  Lege  dee  Dreiecks  pft  erhält  Eben  m 
mache  man  über  AT  dae  Dreieck  RTS  dem  Dreieck* 
rt9  in  umgekehrter  Lage  ähnlich,  und  man  hat  dami 
Ä,  als  den  Mittelpunkt  von  /*,  7,  r  gefunden. 

Oder  man  verzeichne  Ober  Q,R  das  dem  Dreieck* 
qru  ähnliohe  und  umgekehrt  liegende  Dreieck  ftJlt 
und  über  PtJ  das  dem  Dreiecke  />*#  ähnliohe  und  itk 
gekehrt  liegende  Dreieck  PÜS. 

Da  sich  auf  beide  Arten  derselbe  Punkt  S  tegeboi 
muss,  so  hat  man  folgenden  Satz: 

Sind  py  f$  r,  #  die  aufeinander  folgenden  Seita 
eines  ebenen  Vierecks,  t  die  dnroh  den  Durchschiff 
von  p  mit  *  und  den  von  g  mit  r  gehende  DiagoAala 
u  die  andere  Diagonale,  so  kann  man  zu  drei  beMebij 
genommenen  Punkten  P9  Q^  R  drei  andere  £,  T,  I 
, in  derselben  Ebene  hinzufügen,  dergestalt,  data  £1 
vier  Dreiecke  PQT,  QRÜ>  AST,  SPU  den  Drei 
ecken  pjt>  frt$,  rst,  $pu  der  erstem  Figur  Um 
sind. 


Sämmtliehe  Dreiecke  PQ  T,  eto.  können  hlcrto 
übrigens  die  umgekehrte  Lage  der  Dreiecke  pyt,  etc 
haben,  wie  vorhin,  oder  auch  die  direete,  indem  mai 
nur  die  Ebene  der  einen  Figur  von  der  entgegengeseti 
ten  Seite  zu  betrachten  brauoht,  um  die  eine  Lag 
sogleich  in  die  andere  zu  verwandeln. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun  auch  bei  dna 
Systeme  von  noch  mehreren  Kräften  verfahren,  n 
damit  folgenden  allgemeinen  Satz  gewinnen: 


Von  doo  MittdjMftkteii  der  Kitt»  2J| 

Hat  man  ©in  System  von  m  Punkten  In  einer 

Ebene  and  verbindet  je   zwei  derselben  durch  eine 

Genie,  so  kann  man  in  einer  Ebene  Jeder  dieser 

i  m  (m — i)  Geraden  einen  Punkt  entsprechen  lassen, 

dergestalt,  das«  jedem  der  lm(m—i)  (m—2)  Drei* 

ecke,   welches  drei  der  tn  erstem  Punkte  zu  Ecken 

hat,  das  Dreieck  ähnlich  ist,  dessen  Ecken  die  den 

Sauen  des  erstem  Dreiecks  entsprechenden  Punkte 

Dabei  können  von   den  |»(a-l)  Punkten 

m — 1,  von  deren  entsprechenden  Linien  keine 

li  oder  mehrere  ein  geschlossenes  Vieleck  bilden, 

Wülkübr  bestimmt  werden. 
Die  übrigen  **•(«•— i)  —  («•—!)=*(«•  -  i)  (»•— 2) 
hakte  werden  durch  Construotion  eben  so  vieler  Drei* 
fske  gefunden,  die  den  entsprechenden  Dreiecken  in 
lern  Systeme  der  m  Punkte  ähnlich  sind«  Zufolge 
In  Satzes  müssen  dann  auch  die  übrigen  |  m  {m  —  1) 
^_1)  _  4  (»_i)  («»-2)  =  k(m-l)  (m-2)  (*•— 3) 
Dreiecke  der  einen  Figur  den  entsprechenden  Dreiecken 
h  der  andern  ähnlich  seyn. 

f.  1». 

Nachdem  wir  In  dem  Bisherigen  von  KrBften,  die 
ssch  beliebigen  Riohtungen  in  einer  Ebene  wirken,  den 
■ttclpankt  durch  Construotion  zu  finden  gelernt  haben, 
müm  wir  fiesen  Punkt  noch  durch  Rechnung  zu  be- 
•timsMü  tnehw,  wobei  sich  uns  zugleich  einige  andere 
tk  fie  Folge  wichtige  Bemerkungen  darbieten  werden. 

8eyen,  im  Bezog  auf  ein  .reehtwinkliohes  Coordina- 
tmsTstem,  (JK,  Y),  (X\  Y%  etc.  mehrere  Kräfte  in 
mm  Ebene,  die  sich  das  Gleichgewicht  halten;  (x,y), 
Ky%  rtc*  *•  Angriffspunkte  der  Kräfte.  Alsdann 
■t  wegen  des  Gleichgewichts  ($•  38.): 


SIS  Brtter  ThdU    8townfa*  Kapital.  ' 

i)  2X=*0,  2)2  7=0,  3)  2(xY— yJT)»0 

Indem  nun  die  Kräfte  mit  parallel  bleibend«!  fl 
fangen  und  unveränderten  Intensitäten  auf  diese! 
Punkte  des  Körpers  tu  wirken  fortfahren,  werde 
Körper  verrückt,  jedoob  so,  dass  die  Ebene  der  Kr 
nicbt  ans  ihrer  Lage  komme.  Durch  diese  Verrück 
aeyen  in  Bezug  auf  das  vorige  Coordinatensystem, 
ches  An  der  Bewegung  nioht  Theil  genommen  ;tü 
die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  resp.  in  a?,,y,;.**,j 
etc.  übergegangen.  Soll  daher  auoh  jetzt  noch  Gli 
gewicht  herrschen,  so  muss  zu  den  vorigen  dref  < 
drangen  noch  die  vierte 

2{x,Y-yfX)=fr 
hinzukommen« 

Es  ist  aber,  wenn  der  Punkt  des  Körpers,  ifdi 
anfänglich  mit  dem'  Anfangspunkte  der  Coordinafou 
sammenfiel,  nachher  die  Coordinaten  a.6  erhält, 
wenn  die  JLinie  des  Körpers,  welohe  anfangs  mit 
Axe  der  x  ooinoidirte,  nach  der  VerrOoküng  einen  1 
kel  sa  mit  derselben  macht: 

x,=a+x  eos  a — y  sin  o, 
y,  =6+x  sin  o  +y  cos  o, 

n.  9*  w.    Mit  diesen  Werthen  von  jr„y„  •  • .  wird 
2  (*,  F— y,  X)=*o  2Y-62X+oosa2(x  Y—y* 

—  sin  a  S  (xX+y  1 

oder  mit  Anwendung  der  Abkürzungen  A^  B9If  (f. ; 
und  wenn  wir 

2(xX+yY)=A 
setzen: ...  2(*,Y—y,X)=aj£ — 6B+N  co*  a  —  A  i 

=  —  h  sin  o, 
wegen  1),  2)  und  8)5  und  es  ist  demnach 

4)  A=0 


Von  doa  Mfetdpuskten  dar  Kittfe  2IS 


i 


du  Bedingnngsglciohung  für  die  Fortdauer  des 

f  «3. 

Zoaitxe.  o.  Darob  a,  £  and  •  wird  die  Ver- 
ritakung  des  Körpers,  wie  sie  jetzt  angenommen  wor- 
fca,  vollkommen  bestimmt.  Sie  kann  hiernaoh  als  zu- 
sammengesetzt betrachtet  werden  aus  einer  mit  der 
Ebene  der  jr,  y  parallelen  Fortbewegung,  welche  durch 
c,f -gegfeben  ist,  und  aus  einer  durch  o  gegebenen 
Drehung  um  eine  auf  dieser  Ebene  normale  Axe. 

t.  So  wie  S(xT — yX)  das  anfängliche -Moment 
fas  Systems  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
finateu  ist,  so  ist  2(x,Y~yfX)  das  Moment  in 
Besag  auf  denselben  Punkt  naoh  der  Verdickung. 
Bstaa  anfänglichen  Gleichgewicht  ist  ersteres  Momeut 
nt,  und  unter  derselben  Voraussetzung  das  letztere 
es— isino,  also  nur  abhängig  von  dem  Winkel,  um 
«riehen  der  Körper  gedreht  worden ,  und  unabhängig 
rader  durah  o,f  bestimmten  parallelen  Fortbewegung« 
Es  ist  daher  auch  unabhängig  von  der  Axe  der  Drehung, 
ran  diese  nur  auf  der  Ebene  der  x^y  senkrecht  steht. 

e.  Weil  sowohl  anfangs,  als  bei  der  naohherigen 
ftahung,  A  und  B  null  sind,  so  wird  das  'System, 
ulshes  anfangs  im  Gleichgewichte  ist,  bei  der  Drehung 
nit  einem  Paare  gleichwirkend  (f.  39«).  Das  Moment 
im  fifystems,  — Asina,  ist  daher  eben  so,  wie  das 
Honent  eines  Paares,  für  alle  Punkte  der  Ebene  von 
«Woher  Grösse  (f  31.)-      * 

d.  Das  Moment  naoh  der  Drehung  ist  dem  Sinus 
\     im  Drehungswinkels  a  proportional  und  erreicht  daher 
■seh  einer  Drehung  um  90°  oder  270°  seinen  grössten 
Wttth,  welcher  =+k  ist    Dagegen  ist  es  =0  und 


du  Gleichgewicht  besteht  aooh,  wenn  •«  einem.  1 
fachen  von  180°,  und  daher  der  Körper  seiner  auf) 
liehen  Lage  parallel  ist,  oder  halb  um  sich  heran* 
dreht  worden  ist    (Vergl.  f.  5.  6.) 

Daaa  —  h  der  Werth  des  Moments  naoh  e 
Drehung  um  90°  ist,  folgt  übrigens  auch  unmittel 
daraus,  dass  durch  eine  solohe  Drehung  des  Syati 
um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  x  in  —  y  - 
y  in  x9  folglieh  xY—yX  in  —  (xX+yY)  fibertfi 

f.  124.  ' ' ! 

Ist  in  der  Ebene,  worin  die  Kräfte  (X>  f\  (X',T 
wirken,  noeh  ein  zweites  System  von  Kräften  befind! 
die  sich  bei  der  anfängfioheu  Lage  des  Körper*  el 
falls  das  Gleichgewicht  halten,  und  ist  naoh  einer I 
hang  um  90°  das  Moment  dieses  zweiten  Systeme  c 
so  gross,  als  das  des  ersten,  =  —  A,  so  ist  es  i 
einer  Drehung  um  o,  =—  Asina,  folglieh  stete 
dem  ersten  gleichwirkend. 

Bestehe  das  zweite  System  nur  aus  zwei  Krt 
Pt  Und  P29  = — /\,  deren  Angriffspunkte  At  und 
seyeu.  Das  Coordinatensystem ,  dessen  Lage  wiUfc 
lieh  ist,  wollen  wir  so  annehmen,  dass  beim  anft 
liehen  Gleichgewichte  der  Punkt  At  in  den  Anfiu 
punkt  der  Coordinaten  und  die  Gerade  AtA2  in  die  j 
der  x  fällt  Alsdann  ist  für  den  Punkt  A99  x  *=*At 
y=09  und  für  die  Kraft  Pl9  X=P29  F=0;  folg 
/i=jcX=AlA2.P2f  wo  die  Richtung  von  P2  und 
anfängliche  tob  AlA2  einerlei  oder  einander  entgef 
gesetzt  seyn  müssen,  nachdem  h  positiv  oder  negativ 

Hat  man  daher  für  ein  System  Ton  Kräften  in  ei 
Ebene,  die  im  Gleichgewichte  sind,  das  Moment  k 
rechnet,   and  bringt  maü  an  zwei  willkührlich  in 


Von  dm  Wih\\mdHii  djr  KiMfc 


geaommenen  Punkten  AA  nnd  A%  swei  einander 
entgegengesetzte  Kräfte  /*t  und  P%  an,  deren 

jtde  &a    -    .    ist,  and  von  welchen  P8  auf  ^  nach 
AXA% 

Richtung  A%A%  oder  AtA%  wirkt,  nachdem  4  das 

oder  negative  Zeichen  bat,  eo  dasa  mithin  beide 

Kiifte  bei  einem  positiven  h  ihre  Angriffspunkte  von 

•Baader  n  entfernen,  bei  einem  negatiyen  einander 

m  albern  streben  s  so  werden  bei  der  Drehung  das 

Amt,  in  welches  diese  swei  Kräfte  Übergehen,  und  das 

•slare  System  selbst  immer  gleiche  Wirkung  haben. 

Bt  andern  Wörtern 


Em  System  van  Kräften  in  einer  Ebene,  welche 
tbk  Jk»  €Heickgewic/U  Aalten,  wird  Sei  Drehung 
'bene  in  eich  eelbet  gleichwirkend  mit  einem 
,  dessen  Kräfte  eben  so,  wie  die  des  Systeme 
mit  parallel  bleibenden  Richtungen  und  unveränder- 
ter Stärke  fortwährend  auf  dieselben  zwei  Punkte 
Ist  Kiene  wirkend  sich  annehmen  lassen*  Die  zwei 
hmite  eelbet,  oder  auch  der  eine  Punkt  whd  die 
mfihn  gerichtete  Kraft,  kämen  dabei  willkuhrlich 
werden. 


Ist  das  System  anfänglich  nicht  im  Gleichgewichte, 
auf  ein  Paar  reduoirbar,  werden  also  von  den 
CUebnngen  1),  2),  3)  nur  die  beiden  ersten  erfüllt, 
»wird 

2  (xtY—yJ£)  =  N  cos  a  —  h sin  a, 

Mgfich  wenn  wir  2(x,Y—y,X)=Q  setzen: 

N 

tango=  j, 

i  L  das  Moment  des  Systems  verschwindet  nach  einer 

Winkel  a  durch  letstere   Gleiohnng 


mao  Rtttör  ThctL'    Btefante  Kspitot« 

tfettfmint  ist'  und  somit  «wei  am  180*  Teribli 
Wertiie  hat  

Ist  demnach  ein  System  van  Kräften  in 
Ebene  mit  einem  Paare  gleichwirkend)  so  gt 
bei  Drohung  der  J&bene  ih  sieh  selbst  zwei  eü 
entgegengesetzte  Uagen,  in  denen  Oleiehgeufhdk 
findet*  Ein  System  dieser  Art  muss  daher  ei 
teie  das  ttörige,  bei  der  Drehung  mit  einem 
gleichtoirkend  seyn9  dessen  Kräfte  auf  zwei 
kührlibh  9m  nehmende  Punkte  der  Ebene  nath 
allel  bleibenden  Riehtungen  wirken. 

.§•  125. 

Wenn  endlich  das  in  einer  Ebene  enthalte 

■  •  a  • 

•tem  durch,  eine  einzelne  Kraft  (Xiy  FJ  ins  Gh 
wioht  gebracht  werden  kann,  so  läset  sieh  der  Ai 
pnnkt  (xl%y%)  dieser  Kraft  in  ihrer  Richtung  imi 
bestimmen,  dass  auch  bei  der  Drehung  das  Gl« 
wicht  fortdauert.  Man  hat  nämlich»  wenn  zu  dci 
ten  des  Systems  noch  die  Kraft  (Xl9  Yt)  hinzu 
wird,  zufolge  der  vier  Gleichungen  1)  . .  4)  (§. 
welche  das  bei  der  Drehung  fortdauernde  Gleiohg 
bedingen: 

X.  +  A^O,    xlTl-yiXl+N=99 
^  +  ^=0,     x.X.+y.Y.+  h^O. 
Hieraus  fliesst  nach  Elimination  von  Xt  und 
Bxx--Ayx=Ny  Ax^+By^h) 
und  hieraus  weiter; 

_Ah  +  BJV        _Bh  —  AN 

*l~  A*+B*  >    yi~  A*  +  W 

Ein  auf  eine  einzelne  Kraft  (—  Xn  —  Tt)  n 

bares  System  bleibt  daher  auch  bei  der  Drehui 

dieser  Kraft  gleiehwirkend,  und  die  Richtung  dei 

trifft  fortwährend  den  durch  die  eben  gefundene! 


Van  doa  Mfctaipanktea  der  Kritte.  257 

teavrt,  y,  bestimmten  Punkt  der  Ebene ,  —  den 
JEttelponkt  des  Systems. 

Für  den  besonder»  Fall,  wenn  die  Kräfte  einander 
parallele  Riebinngen  haben,  nnd  9  den  Winkel  bezeioh- 
aal,  nnter  dem  diese  .lliehtungen  gegen  die  Aze  der  x 
paeigt  sind,  /*,  P/9  •  •.  ober  die  Intensitäten  der  Kräfte 
aaadraeken,  hat  man; 

si  =  iOBip2P9  N=*\n<pZxP—oo9<pZyP, 

Bss  sin  f  27>,   A  =cDg  92xP+*in<p  SyP. 

Sdbetknirt  nkan  diese  Werthe  in  den  obigen  Aüs- 
«riekea  Ar  äx  nnd  yf,  so  .ergeben  aieh  nach 


2xP      •  _ZgP 

•**  — SP  '■■  ^'  —  JE/*' 


in  f.  108.  gsfondenen  Werthe  fiir  die  Coor- 
dea  Mittelpunkts,  paralleler  Kräfte. 


Achte 8   Kapitel. 

Tob  den  Axen  des  Gleichgewichts. 

f  126. 

Die  Untersuchungen,  welche  vir  im  vorigen  Kapitel 
Systeme  von  § arallelen  Kräften,  ao  wie  von  Kräf- 
te, die  in  einer  Ebene  wirken,  angestellt  haben,  wollen 
**  jetzt  auf  Syateme  von  Kräften  im  Räume  überhaupt 
■•dehnen  upd  uns  dethalb  zunächst  folgende  Frage 
Kriegen: 

Auf  einen  frei  beweglichen  festen  Körper  wirken 
Krifte  nach  beliebigen  Riehtungen  und  halten  einander 
faa  GleifthgewiehL     Unter  welchen  Bedingungen  wird 


dfoses  Gtetehgtwfelit  %ei  -  Aeadertag  der  Lage  4*e  ■ 
pen  fortdauern,  wenn  die  Kräfte  auf  die  anflagHcl 
Angriffspunkte  parallel  mit  ihren  anfttagBehen  R 
fangen  zu  wirken  fortfahren  1 

Die  in  den  nächsten  f§;  zu  gehende  Beaatwett 
fieser  Frage  wird  die  Grundlage  alier  übrig**  hier 
;en  Untersuchungen  bilden* 


In  Bezug  aaf  ein  reehtwinkKches  Ceotjfaat— Jrsli 
dessen  Axcn  eine  unveränderliche  Lage  im.  Raune 
ben,  seyen  (X,  F,Z),  (X'9  T\Z%...  die  *af  < 
Körper  wirkenden  Kräfte  und  £r,  y,x),  (^y,aO> 
die  Angriffspunkte  derselben  Ter  der  Verrüoknng  i 
Körpers.  Alsdann  ist,  weil  sich  die  Rritfte  deaGid 
gewicht  halten  sollen  (§<  66.): 

l2X=0y        l2(yZ-xY)=% 

(i) br=n  (2)  2(xi-4r2)^ 

Man  denke  sich  noch  ein  »weite«  System  drt 
sich  reehtwinklieh  schneidender  Coordinatcnaxen,  i 
ches  mit  dem  bewegliehen  Körper  fest  verbunden 
und  für  welohes  daher  die  Coordinaten  der  Angri 
punkte  bei  der  Bewegung  des  Körpers  ungelad 
bleiben.  Dieses  zweite  System  falle  anfange  mit  d 
ersten  Systeme  zusammen,  so  dass  die  Coordinaten  < 
Angriffspunkte  in  beiden  Systemen  anfangs  sich  gls 
und.  Die  nachherige  Verdickung  des  Körper«  w 
nun  tollkommen  bestimmt  seyn,  wenn  wir  die  dadn 
erfolgte  Aenderung  der  Lage  des  zweiten  Systems  i 
gen  das  erste  angeben. 

Sey  daher  nach  der  Yerrfickung  (*;  A,  e)  der  i 
fangspunkt  des  zweiten  Systems  in  Bezog  auf  daa  ets 


y«  im  Ana  im  GhhlawMtt, 

■qrea  ferner  die  Cownat  der  Winkel,,  welebe  mit  den 
Äsen  der  jr,y,  *  im  ernten  Systeme 

dfe  Axe  der  *  im  twehen  macht,  =o,  0,  y, 

-    -      -  y  -       -        -      — •'.rt/, 

.....      .       -     =»«w. 

Alsdann  ist,  wenn  wir  noch  die  für  das  erste  Sy- 
•taa  veränderten  Coordinaten  der  Angriffspunkte  mit 
xn  yn  x9\  jfn  j//f  «*,;  etc.  beseiehnenx 

y,sa+ajf+a'y'+aPjff 
u.  s.  w.    u.  s.  w. 

Da  nnn  auch  nach  der  Verrückung  «wischen  den 
mk  parallel  gebliebenen  Kräften  Gleichgewicht  noch 
krischen  soll,  so  müssen  nächst  den  obigen  sechs  Glei- 
rksngra  (1)  und  (2)  noeb  folgende  drei 

p(y,z-«,r>=o, 

(3)p(*,X— *,Z)=0, 

[2{x,Y— y,X)=0>    erfüllt  werden. 

Be  wird  aber,  wenn  man  für  xnyn  %,  ihre  dnreh 
x,y,  *  aoegedrßekten  Werthe  sobatitnirt: 

-  c  F-  y*  r — /y  r-  y-«  r. 

Seist  man  daher  nooh  der  Küme  willen  and  mit 
liekttoht  auf  (2): 

[SyZ=  Sx  F=  F,    2xX=  lt 

(4)hxX=*2sZ=G,    IyJ'=«i, 

(5jry=Jyjr=»Ar,    2xZ=nt 

ml  erwägt  dan  nach  (1)  2X=0t  etc.,  «o  verwandelt 
die  erste  der  Gleiohtmgen  (3)  in: 


240  ^  Roter  TbdL   Aebtes  Kapitel» 

(/r-~rtF+ßG-yH-/m+pn=> 0}  ... 

...  .  und  eben  so  folgen 

(a  —  ß,)H+a"F—ß"G—  ßl  +  a'm  =  0  / 

aas  den  beiden  andern  Gleiohongen  (3). 

An  die  Stelle  dieser  mit  (3)  identischen  Gleiche»  ■ 
gen  (5)  lassen  stob  aber  drei  ans  ihnen  fliessende  un- 
gleioh  einfachere  setzen.  Za  dem  Ende  erinnere  man 
sich  zuerst  der  bekannten  Relationen: 

la'a'+trp+rt'^o,,      ißr+py+iTir***, 

und  der  ans  ihnen  siob  ergebenden: 

(/>){/»>-,»/'=«',  y"«-r«"=/»',  «V-«r  «/^ 

(/?/  -  /T y  =0-,  y  «'  _  /o  =/J",  0/  -  •#  —  yV)> 


•)  Um  letztere  weniger  oft  Yorkommende  Relationen  (D) 
Torbergebenden  abzuleiten ,  denke  man  sieb  in  den  (D)  aof  der 
ten  Seite  des  Gleiobbeitszeicbent  statt  «,  /*,  y,  o' ,  . . . 
a,  o,  c,  a, ....  als  abkürzende  Bezeichnungen  yon  /fy"— /T/f  ete, 
geschrieben.  Der  dann  noch  so  führende  Beweis,  dass  «— »a,  i»i^M 
c—y",  ist  folgender. 

Ans  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (A)  flieset: 
aifiiy—fy'-fTy'  :  yV'-y"«   :  «'/*"-«"/? 

de   L      —  lt  6  C, 

eben  so  aas  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (B) : 


a  :  a   :  a"  =  a  :  a  :  a  ; 


und  man  siebt  leicht,  indem  man  auf  gleiche  Art  auch  die  übriges 
Verbindungen  zweier  Gleichungen  in  (A)  und  in  (B)  in  Recbaamf 
zieht,  dass  überhaupt  die  neun  Grossen  o,  6,  • .  •  c"  den  neu  Oe» 
sinussen  er,  0,  •  • .  /*  proportional  sind.    Ifaa  setze  daher 

a  na  ««,  t  =  «/fy  . . .  c~s=«y9 
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Nun  folgt  au  den  zwei  letzten  der  Gleichungen  (5), 
«ton  man  aue  ihnen  /  wegschafft,  sie  deshalb  resp.  mit 
ß  and  y  mnltiplioirt  und  hierauf  addirt,  mit  Anwendung 
4er  Relationen  (D)t 

Hierin  ist  Tonnage  (D)  der  Coefßcieat  von  F> 

Mnltiplioirt  man  daher  noeh  die  erste  der  Gleichun- 
gen (5)  mit  1+a  und  addirt  sio  so  der  letztgefundenen, 
n  gebt  F  her ans,  und  man  bekommt  nach  gehöriger 
Rednotion  mittelst  (D)i 


für  alle  diese  Gleichungen  unveränderliche  Zahl  ist.    Um 
ab  x«   bestimmen,   nehme  man  etwa  die  drei  letzten  Gleichungen 

£/-/y=ma",  y«—  ya—mf%  *ft— aßz=my"t 
eni  addfew  ihre  Quadrate,  ao  kommt  nach  leichter  Tranaformadon : 

so*  Gtckhasg,  die  eich  Termoge  der  Gleichungen  {€)  und  der  drit- 
lm  vm  ( A)  auf 

1  — m» 

;  folglich  entweder  immer  n«+l,  oder  immer  s*m — 1. 
Ueber  die  Wahl  swlachen  dieien  beiden  Werthen  Ton  m  entschei- 
der Umstand,  data  die  cwei  Axensysteme,  deren  gegenseitige  Lage 
«iA  •••  y"  Leatimmt  wird,  anfange  xusammeufaUen  sollen, 
liven  Axen  der  st,  y,  %  dca  einen  mit  den  gleichnamigen 
Axen  des  andern.  Bei  dem  Zusammenfallen  beider  Systeme 
hl  aber  otfenbar  «e— /**—/' «=1,  und  jeder  der  lecha  übrigen  Cosi- 
ssjse  —  0.  Snbatknirt  man  diese  Werthe  von  «,  • . .  y"  in  die  erste 
enr  Gleichungen  (D):  ß'y"  —  ß"y  —  m«,  so  erhall  man  «  —  +  1. 
Sit  Gleichungen  (D)  9  wie  sie  oben  geschrieben  sind ,  haben  daher 
ist  Richtigkeit. 

Hatte  das  eine  Axensystem  gegen  dss  andere  eine  solche  Lage, 
4m  sie  beide  nicht  nur  Coincidenz  gebracht  werden  konnten,  sondern 
Ans,  wenn  x.  B.  die  positiven  Axen  der  x  und  y  des  einen  in  die 
sasnveu  Axen  der  m  und  y  des  andern  fielen,  die  positiven  Axen  der 
s  sssnder  entgegenggicrit  waren,  so  würde  man,  wie  sich  auf  gleiche 
in  tagen  Bss€9  »•■— 1  xu  nehmen  haben« 

16 


und  eben  so  findet  sich 

(/_/r)»+(/?_«')F+,(y-aw)(n+/)— % 

(«"-  y)  F+  (/-/*")»+(«-  0)  <'+•)—* 
nachdem  mm  die  Gleichungen  (5)  das  ein  »mal  mit  ef# 
1+/T,  /,  da*  anderem*!  mit  a",  ^  1+f  mvitiplieirt ' 
und  sie  hierauf  beidcmale  addirt  hat. 

Man  setze  min  nooh  *ur  Abküranogt 

<m+n=*2(yY+*Z)*=f9 
(7)  ln+i  =  2{xZ+xX)~* gy 

ao  werden  die  eben  erhaltenen  drei  Gleichungen 

(8)  Uff+yF=xg, 
\xF  +  ifG=vA. 
Dies   sind  demnach  die  Gleichungen ,   welche  dt4 
Stelle  von  (5)  oder  (S)  vertreten  können,  also  die  Be- 
dingungen! unter  denen  auch  nach  der  Verdickung  den 
Körpers  Gleichgewicht  noch  statt  findet.    In  ihnen  sind . 
Fy  G,  Htftgyh  nach  (4)  und  (7)  durch  die  Richtungen 
und  Intensitäten  der  sich  das  Gleichgewicht  haltenden 


Kräfte  und  durch  die  anfänglichen  Coordinetea  il 
Angriffspunkte  gegeben;  die  Verhältnisse  zwischen 
%  X>  V  aber  sind  nach  (6)  durch  die  Lage  des  Körpers 
nach  der  Verrüokung  gegen  seine  anfängliche  Lage 
1  bestimmt. 

f    128. 

Die  Verhältnissgrössen  q>,  x>  V  haben  hier  eine  noch 

besonders  merkwürdige  Bedeutung.     Addirt  man  näm* 

'  lioh  die  Gleichungen  (6),  nachdem  man  sie  vorher  reap. 

mit  o,  ßy  y  multiplicirt  hat,  so  kommt  mit  abermaliger 

Anwendung  von  (Z>): 


▼oa  im  Ana  4c.  Gkfabgewiabta.  «45 

«**+Ätr+rv*=r  —  ^=9>r,  d.  i.     . 

!a?  +  ÄC  +  yV  =  9»  und  ähnlieherweise 

bestimme  nun  die  in  (6)  bu  jetxt  beliebig  so 
Grosse  t  eo,  das« 

(10)  ^B=(/~/j")»+(«"~y)«+o?-«')*. 

Hierdurch  wird 

(11)    9«+**  +  ^=!, 

ad  man  kann  nunmehr  ?,£.  V  al*  die  Cosinus  dreier 
fiakel  betrachten,  welche  eine  Gerade  p  mit  den  drei 
in  des  ersten  Coordinatensystems  macht.  Weil  a,  fi,  y 
m  Cosinus  der  Winkel  der  Axe  der  x  des  zweiten 
fstems  mit  den  drei  Axen  des  ersten  sind«  so  ist 
f+ßX+W  der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Gerade 
mit  der  Axe  der  x  des  zweiten  Systems  macht.  Die- 
m  Coeinus  ist  aber  zufolge  der  ersten  Gleichung  in 
^  =  9}  d.  L  die  Gerade  p  macht  mit  der  Axe  der  x 
m  natu  Systems  denselben  Winkel,  als  mit  der 
m  der  «r  des  ersten«  Auf  gleiche  Art  erkennt  man 
m  dar  zweiten  der  Gleichungen  (0),  dass  p  mit  den 
aBader  y,  und  aus  der  dritten,  dass  p  mit  den  Axen 
V  s  Wider  Systeme  einerlei  Winkel  macht. 

Nimmt  man  daher  an,  dass  beide  Systeme  einen 
iftliohen  Anfangspunkt   haben,   so  giebt  es 
eine  darch   denselben  gehende,   durch  tp,  x>  V 
ite  Gerade  pf  welche  gegen  beide  Systeme  ei- 
arloi  Lage  hat*) 


•)  Der  Ksfdrrlrnr  dies«  merkwärdigeii  Satzes  ist  Haler. 

fasilw  gemeraUs  pro  irmuimHtm*  qumamque  Cor- 
te Now.  Ctmmmut.  IVfrop.  Tarn.  XX.,   wo  der  Satz 
durch  siae  geotuetrisobe  CoastractioA  bewiese«  ist. 

16* 


« 


244  Bitter  Thtil.    Achtet  Kapitel. 

f   129.  1 

Man  denke  sieh  um  den  gemeinschaftlichen  Anfang»»  ' 
punkt  beider  Systeme  mit  einem  beliebigen  Halbm 
eine  Kugelfläche  beschrieben.  Werde  diese  von 
Axen  der  x,y>*  des  ersten  und  zweiten  Systems  resp.  * 
in  A„  B„  C,  und  X  B,  C,  und  Ten  p  in  P  (Fig.  4t)  1 
getroffen ,  so  sind  zu  Folge  des  Erwiesenen  die  Bögen  ; 
PA,  =  PAy  PB,  =  PB,  PC,  =  PC,  nnd  daher  fit 
sphärischen  Dreiecke  B,PC,>  C,PAn  A,PB,  resp.  gleich  < 
und  ähnlich  den  Dreiecken  BPC,  CPA,  APB.  Hier. 
aus  folgt  leicht  weiter,  dass  die  drei  Winkel  A,PJ^  ) 
B,PBy  CfiC  einander  gleich  sind,  und  dass  mithin  das  ( 
eine  System  durch  blosse  Drehung  um  die  Gerade/ 
nm  einen  Winkel  =sA,PA  =  etc.  mit  dem  andern' 
Deckung  gebracht  werden  kann. 

Die  Grösse  dieses  Winkels   muss    sich  ebenfalls  \ 
durch  a, ...  /*  ausdrücken  lassen.    In  der  That hat  mal 
in  dem  sphärischen  Dreiecke  A,PA : 

cos  A^A  se  oos  PA ,  oos  PA + sin  PA,  ünPA  ootAfAf  J 

mithin,  weil  cos  A,A  =  a,  cos  PA,  =  cos  PA  =  tp9  ni 
wenn  man  den  Cosinus  von  A,PA=  eto.  mit  a  bezeichnet* 

(12)  a  =  ^  +  (i_^)a,  J 
worin  man  nur  noch,  mittelst  (6)  und  (10),  <p  dursk  p 
ay...y"  auszudrücken  hat  Um  aber  einen  symmetoi»  > 
sehen  Ausdruck  für  a  zu  erhalten,  entwickle  man  sei»  * 
nen  WeHh  auf  gleiohe  Weise  durch  Betrachtung  dtr 
Dreiecke  B,PB>  C,PC,  und  es  kommt: 

mithin  wenn  man  diese  ewei  Gleiohongen  za  der  vorige*  L 
addirt,  und  mit  Berücksichtigung  von  (11):  .« 

(13)  a+f +/'=!  + 2c.  ? 


♦i 


/ 
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—  Der  Wcrth  von  a  hängt  auf  eine  sehr  einfaohe  Weise 
■it  der  Hülfsgrösse  t  zusammen.  Es  ist  nämlieh  zu- 
fnftge  der  Gleiohungen  (C): 

■Mh  (H):  —  2//T  =  2a  —  2/*>". 
fliennit  wird: 

(/-/ir')*=(l  +  «+/y+/')(i  +  «-^-y") 
=54(i+0)(a  —  <r),  und  eben  so 

(^— 0»  =  #(i+e)(y"-e)5 

(10)  und  (13): 
(14)    t2=4(1  +  ^)(1  — a)  =  4iin^P^. 
Se  vis  daher  ?,*,  V  die  Cosinus  der  Winkel  der 
mit  den  Axen  der  Coordinaten  sind,  so 
ist  |t  der  Sinus  des  Winkels  selbst,  um'  welchen  das 
gedreht  worden.*) 


f.  im 

Da  den  Körper  aus   seiner  anfänglichen  in  die 
durch  *ybyC  a,ßy...y"  bestimmte  Lage  zu 


dar  9  Ciekhongea  (6),  (9)  and  (12)  loten  sich  um- 
mens  aar  gegenseitigen  Verwandlung  der  Coordi- 

Coaiaot  «,  M.  y"  durch  <s  oder  t— 2  /i  — a1  und  tp9 
Die  Wcrtbe  ron  a,  /F,  y"  geben  die  Glelchuungen 
Die  Werthe  der  übrigen  finden  rieb  nach  leichter 


JT— (i— *)*!/, -iry,   y  —  (1  —  0)  j^  4- ft* 
7— (1— *)V9— 4%  «"  — (i  — *)lHP  +  ta, 

•  —  (i— •)«:— ***,  /»— (i— *)¥/+*»♦• 

Formefai   lind  gleichfalls  von  Euler   gefunden    worden. 

Fefrop.  Tom,  XX.  Afova  mctAadaa  mofwm  corporum  ri- 

«rmtt.  |.  22.  VergL  CreOe't  Journal  II.  Band  II.  Heft, 

Wirrf  fui— rfat  de  trtnsforwurtione  coordmatorum  Ton  Jacobi; 

i.  VOI.Bd.  n.Heft  8.153:  Grunert  tifer  di*  Verwand» 

Gnardnafllcn)  In  Uminm. 
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* 

bringen ,  kann  man  auch  so  verfahren,  dass  man  ihn   ' 
zuerst  parallel  mit  sioh  fortbewegt,  bis  in  Besag  mi 
das  erste  im  Räume  unveränderliche  Coordmatensystaai  ; 
der  im  Anfangspunkte  desselben  befindliche  Punkt  des  .' 
Körpers  nach  (a,  £,  c)  kommt,  und  dass  man  «weitete  { 
den  Körper  um  diesen  Punkt  dreht,  bis  die  CoorjHnaten-  i 
axen  die  durch  a,  /?,...  y"  bestimmten  Riohtungen  Vr-  f 
halten.    Dieses  letztere  aber  lässt  sich,  wie  wir  so  eben  ] 
gesehen  haben,  immer  dadurch  bewerkstelligen,  dass  ■■ 
man  den  Körper  um  eine  durch  den  Punkt  gehende,  : 
durch  9,  %,  %p  ihrer  Riobtung  nach  bestimmte,  Am  im 
einen  Winkel  dreht,  dessen  Sinus  =|r  ist    Jede  Ter-   ' 
rüokung  eines  Körpers  kann  daher  als  zusammengesetzt 
aus  einer  parallelen  Fortbewegung  und  ans  einer  Drehaag  ^ 
um  eine  gewisse  Axe  betrachtet  werden.     Durch  As  ' 
parallele  Bewegung  wird  aber  das  anfängliehe  GMdb»  j 
gewioht  nioht  aufgehoben,  indem  die  Coordinaten  <*,!,*  { 
aus   den  Bedingungsgleicbungen  (5)  oder  (8)   fär  die  ' 
Fortdauer  des  Gleichgewichts  herausgegangen  sind,  und  * 
wie  auch  schon  daraus  erhellet,  dass  jede  Kraft  paralM  •? 
mit  ihrer  anfänglichen  Richtung  auf  denselben  Punkt  <■ 
des  Körpers  fortwirken   soll.     Bei   der  Untersuchung  * 
Über  'die  Fortdauer  des  Gleichgewichts  kommen  dato  :- 
bloss  die  Werthe  von  o, . . .  /'  oder  die  Winkel  in  Be»  ,* 
traoht,  welche  die  Coordinatenaxen  in  ihrer  neuen  Lagt  ' 
mit  den  Axen  in  der  alten  Lage  bilden,    und   die* 
Winkel  nioht  einmal  vollständig,   sondern  zufolge  der 
Gleichungen  (8)  bloss  die  durch  die  Winkel  bestimmte 
Axe  der  Drehung. 

Sind  daher '  zwei  nioht  parallele  Lagen  des  Körpers  ■ 
gegeben,  in  deren  jeder  Gleichgewicht  statt  findet,  ss  ' 
lassen  sich  daraus  noch  unzählige  andere  Lagen  finden,  * 
welohe  denselben  Zweok  erfüllen.    Indem  man  nftndkh  j 

\ 
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mtt  den  Körper  eio  rechtwinklige«  Coordinateasjatem 
fest  verblödet  uod  die  zwei  Lage»  desselben,  welche 
«s  bei  den  zwei  verschiedenen  Lagen  des  Körpers  bat, 
mit  einander  vergleicht,  ergeben  sich  die  Wert  he  von 
•,.../',  nnd  ans  diesen  nach  (10)  und  (6)  die  Werthe 
von  t,  9,  /,  %  von  denen  die  drei  letzten  wegen  des 
Gleichgewichts  den  drei  notwendigen  Bedingungsglei- 
chungen  (8)  Geniige  leisten  werden.  Da  diese  Glei- 
chungen aber  auch  hinreichend  sind,  so  wird  mit  Bei- 
behaltung von  9,  /,  \p  und  beliebig  anderer  Annahme 
vea  t  das  Gleichgewicht  noch  bestehen;  oder  mit  andern 
Worten: 

Zu  %wei  einander  nicht  parallelen  Lagen  eines 
Körpers  läset  eich  immer  eine  Richtung  finden ,  so 
dmse  der  Körper  durch  Drehung  um  eine  mit  dieser 
Richtung  parallele  Axe  aus  der  einen  Lage  in  eine 
mit  der  andern  parallele  Lage  gebracht  werden  kann; 
und  wenn  der  Korper  in  jeder  dieser  beiden  Lagen 
im  Gleichgewichte  ist,  so  ist  er  es  auch  in  jeder 
drittem,  in  welche  er  durch  weitere  Drehung  um 
Axe  und  durch  parallele  Fortbewegung  ver- 
wird. 

Bin  Fall,  dessen  wir  hierbei  noch  besonders  ge- 
denken müssen,  ist  der,  wenn  zugleich 

y  =p*  *  =r>  /*=« 

A1«d»nrt  bleiben  die  Verhältnisse  zwischen  <p,x,V 
den  Formeln  (6)  unbestimmt,  r  oder  der  doppelte 
Sau  des  Drehungswinkels  wird  =0,  und  daher  dieser 
Winkel  selbst  entweder  =0,  oder  =180°.  Im  erstem 
Falle  sind  die  beiden  Lagen  des  Körpers,  wo  nicht 
i,  doch  mit  einander  parallel.  Im  letztern  hat 
eine  Drehung  statt  gefunden,  auch  lassen  sich 
di*  Werthe  von  <f,x>V  mittelst  dar  Formeln  (12) 
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bestimmen,  indem  er,  ab  der  Cosinus  des  Drehung* 
winkele,  = — 1,  und  damit 

werden.  Da  aber  r  in  den  Formeln  (6)  jetzt  nicht  mehr 
unbestimmt  bleibt,  so  kann  aus  dem  anfänglichen  Gleich- 
gewichte und  dem  Gleichgewichte  nach  einer  Drehung 
um  180°  nooh  nioht  auf  das  Gleichgewicht  nach  einer 
Drehung  um  dieselbe  Axe  um  irgend  einen  andern 
Winkel  geschlossen  werden. 

f.  131. 

Wenn  das  Gleichgewicht  zwisohen  mehren  auf 
einen  Körper  wirkenden  Kräften  durch  Drehung  des 
Körpers  um  eine  gewisse  Axe  nioht  aufgehoben  wird, 
so  wollen  wir  die  Axe  eine  Axe  des  Gleichgewichts 
nennen.  Jede  mit  einer  solohen  parallele  Axe  ist  bei 
einem  frei  beweglichen  Körper,  den  wir  bisher  allein 
in  Betrachtung  nahmen,  ebenfalls  eine  Axe  des  Gleich* 
gewiohts,  da  ihre  Lage  bloss  durch  die  Winkel,  welche 
sie  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  bestimmt  wird. 
Doch  wollen  wir  der  Kürze  wegen  von  diesem  Systeme 
paralleler  Axen,  als  wie  von  einer  einzigen,  sprechen, 
und  unter  der  einen,  welohe  genannt  wird,  die  übrigen 
ihr  parallelen  zugleich  mit  verstehen. 

Nicht  bei  jedem  Systeme  von  Kräften ,  welche  an 
einem  frei  beweglichen  Körper  im  Gleichgewichte  sind, 
giebt  es  eine  Axe  des  Gleichgewichts.  Denn  aus  der 
zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (8)  folgt: 

(15)  <pzxiy=gkF*tFG  +  HhiHF+Gg> 

und  wenn  man  diese  Yerhältnisswerthe  von  ?,*,  V  i* 
der  ersten  jener  Gleichungen  substituirt: 

(16)  2FG1I+F*f+G*g  +  H*A- fg/>=& 


Yoa  dm  Aue  des  Gkkhgewfahts«  MO 

Dies  ist  demnach  die  Bedingungsgleichung,  unter 
eine  Gleiehgewiehtsaxe  statt  findet.  Wird  sito 
fAUt,  se  erhält  man  aus  (15)  die  Verhältnisse  zwischen 
XV»  v°d  damit  die  Winkel,  welche  die  Gleiobge- 
mit  den  Axen  der  Coordinaten  macht 


f  132. 
Soll  ein  System  von  Kräften,  welche  im  Gleichge- 

■ 

sind,  eine  Gleiobgcwichtsaxe  von  einer  durch 
>*♦  gegebenen  Richtung  haben,  so  müssen  die  drei 
leichnngen  (8)  einzeln  erfüllt  werden. 

Werde  s,  B.  gefordert,  dass  die  Axe  der  %  eine 
Isicligewiohtsaxe  sey.  Alsdann  sind  9  und  / = 0,  und 
ie  drei  Gleichungen  ziehen  sich  zusammen  in: 

€7=0,  F=0,  *  =  0, 

d.  L    ZrZ=0,  2yZ=?0,  JS(jrX+yy)=0. 

Die  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  geben,  in  Ver- 
mit  der  wegen  des  anfänglichen  Gleichgewichts 
Gleichung  XZ=0,  zu  erkennen  (§•  73.  Zus.), 
wenn  man  jede  Kraft  an  ihrem  Angriffspunkte  in 
eei  zerlegt,  von  denen  die  eine  parallel  mit  der  Ebene 
I»  jr,jr,  die  andere  parallel  mit  der  Axe  der  %  ist,  die 
rit  der  Axe  der  x  parallelen  Kräfte  für  sich  im  Gleich- 
[tviohte  seyn  müssen.  Die  dritte  Gleichung,  in  Ver- 
Umg  mit  den  Gleichungen  2X  =  0,  SY  =  09 
t{*Y—yX)  =  0>  deutet  an  (§.  122«),  dass,  wenn 
Es  Kräfte  auf  die  Ebene  der  x,y  projioirt  'werden, 
hs  Gleichgewicht  swisohen  diesen  Projeotionen  durch 
behäng  dee  Körpers  um  die  Axe  der  *,  als  wo- 
die  Ebene  der  ar,  y  in  sioh  selbst  gedreht  wird, 
aufgehoben  werden  darf.    Wir  können  daher  auch 
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Zur  Fertdauer  dm  GMchgewiehie  9  wmm  der 
Kirper,  auf  welchen  die  Krmfte  wirkemy  um  eme 
Axe  gedreht  wird,  üi  es  nithig  und  hinreichend, 
dam  erstens  die  Prqectienen  der  Kräfte  m{f  firtim, 
welche  man  parallel  mit  der  Axe  dureh  die  Angriff*, 
punkte  der  Kräfte  legt,  für  eich  im  Gleichgewichte 
eindy  und  dose  xweitene  das  Oleichgewicht  xwiechen 
den  Frejectianen  der  Kräfte  auf  eine  die  Axa  recht- 
winklioh  schneidende  Ebene  hei  der  Drehung  nicht 
aufhört. 

§.133. 

Dass  diese  zwei  Bedingungen  die  einzig  aothwendi- 
gen  zum  Fortbestehen  des  Gleichgewichts  sind,  liest  sieb 
ohne  Zuhülfenahme  der  vorhergehenden  Reohaung  auch 
folgendergestalt  sehr  ansohaulioh  durch  Constraotion 
darthun. 

Sey  AB  (Fig.  42.)  die  Drebungsaxe,  welche  maa 
sich  vertioal  denke;  MN  eine  darauf  normal  geseilte, 
also  horizontale,  Ebene.  PQ  sey  eine  der  Kräfta  des 
Systems  und  P  ihr  Angriffspunkt,  so  wie  aaoh  kl  4t* 
Folgenden  bei  Darstellung  einer  Kraft  dureh  ein«  gßr 
rade  Linie  der  in  dem  Ausdrucke  der  Linie  zuerst  g* 
setzte  Buchstabe  immer  den  Angriffspunkt  bezeichne» 

Sej  TU  die  rechtwinklige  Projection  von  PQ  aaf 
MiV,undPM,  QS zwei  Perpendikel  von  F,Q  auf  QUyPT. 
Man  verlängere  noch  UT  bis  O ,  so  dass  TO=*  UT. 
Alsdann  ist,  auch  bei  beliebiger  Verrückung  des  Kfift» 
pers,  die  Kraft  PQ  gleiohwirkend  mit  den  an  den  Punk» 
ten  P>  T  des  Körpers  angebrachten  Kräften  PJt>  PS, 
TU,  TO,  d.i.  mit  den  Kräften  TD,  PS  und  dem  Paare 
PRy  TO. 

Man  verfahre  auf  gleiche  Art  mit  jeder  der  übrigen 
Kräfte  des  Systems  und  zerlege  es  somit  in  drei  andere 


■  i 
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Systeme:  in  ein  System  ff,  dessen  Kräfte  TU,  • . .  in 
horizontalen  Ebene  MN  liegen,  In  ein  System  V 
verticalen  Kräften  PS, .  •  •  und  in  ein  System  W, 
ans  Paaren  PR,  TO ; .  • .  in  vertioalen  Ebenen  bestehend. 
Da  am  H,  V,  VF  zusammen  im  Gleichgewichte  seya 
asBea,  and  die  einfache  horizontale  Kraft  oder  das  ho- 
rizoatale  Paar,  worauf  sich  H  reduoiren  könnte,  mit 
der  einfachen  vertioalen  Kraft  oder  dem  vertioalen 
Paare ,  worauf  sich  V  und  W  in  Verbindung  zurttek- 
fthrea  lassen  könnten»  nioht  im  Gleichgewichte  seyn 
kann,  se  müssen  H  für  sioh  und  V  und  W  zusammen 
Ar  sieh  im  Gleiohgewiohte  seyn $  also  muss  entweder  V 
aad  Wy  Jedes  besonders,  im  Gleiohgewiohte  seyn,  oder 
V  muss  sieh  auf  ein  dem  W  gleiohes  und  entgegen* 
geseiltes  Paar  reduoiren  lassen. 

Man  denke  sieh  jetzt  den  Körper  um  die  Axe  AB 
am  eben  beliebigen  Winkel  gedreht,  während  die 
Krifte  PQ, . . .  auf  die  Punkte  /*,...,  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  Krftfte  TU,  PS,  PR  und  TO,  eto.  auf 
dfe  Punkte  P  und  T,  eto.  des  Körpers,  parallel  mit 
Aren  anfänglichen  Richtungen,  zu  \rirken  fortfahren« 
Die  Krftfte  von  H  bleiben  dabei  in  der  horizontalen 
MN,  die  Kräfte  von  V  bleiben  vertioal,  und  t 
se  wenig  wird  die  Yertioalität  der  Ebenen  der 
von  W  geändert.  Da  nun  auch  jetzt  noch  zwi- 
schen H,V,W  Gleichgewicht  herrschen  soll,  so  muss, 
wie  vorhin,  H  für  sioh  im  Gleichgewichte  seyn,  welohes 
tie  zweite  der  obigen  Bedingungen  giebt:  dass  nämlich 
zwisohen  den  Projeotionen  der  Käfte  auf  eine  die  Dre» 
haagsaxe  reehtwinklioh  schneidende  Ebene  bei  Drehung 
der  Ebene  in  sioh  selbst  das  Gleichgewicht  besonders 
fortbestehe* 

Ferner  muss,  wie  vorhin,  das  System  V  entweder 
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« 

für  sich  im  Gleichgewichte  seyn,  oder  ein  dem  W  des 
Gleichgewicht  haltendes  Paar  zur  Resultante  haben. 
Bei  Drehung  des  Körpers  um  AB  haben  aber  die  mit 
AB  parallelen  Kräfte  PS> .  . ,,  aus  denen  V  zusammen- 
gesetzt ist,  ihre  Lage  gegen  den  Körper  unverändert 
behalten.  Je  naehdem  daher  V  anfangs  im  Gleichge- 
wichte war,  oder  sich  auf  ein  Paar  reduoirt£,  wird  es 
auch  jetzt  noch  im  Gleichgewichte  seyn,  oder  mit  ei- 
nem1 Paare  gleiche  Wirkung  haben,  dessen  Moment 
dem  des  erstem  Paares  gleich  ist,  dessen  Ebene  aber 
mit  der  Ebene  des  erstem  Paares  einen  dem  Drehungs- 
winkel  gleichen  Winkel  macht. 

Anders  verhält  es  sieh  mit  dem  Systeme  W  dsr 
Paare  PB  und  T0,  etc.  Die  verticale  Ebene  eines 
jeden  derselben  bleibt  bei  der  Drehung  sich  selbst  par- 
allel, mitbin  bleibt  auch  die  Wirkung  jedes  Paares  un- 
geändert  (§•  50.) ;  und  je  naehdem  W  anfänglich  im 
Gleichgewichte  war,  oder  sieh  auf  ein  Paar  redneirte, 
ijird  es  auch  jetzt  noch  im  Gleichgewichte,  oder  mit 
demselben,  auch  seiner  Lage  nach  unverändert  geblie» 
benen,  Paare  gleichwirkend  seyn. 

Hieraus  folgt  nun  unmittelbar,  dass  jedes  der  bei- 
den Systeme  V  und  W  für  sich  im  Gleichgewichte 
seyn  muss,  indem  sonst,  wenn  sie  anfangs  auf  zwei 
sich  das  Gleichgewicht  haltende  Paare  sich  redueirt 
hätten,  bei  der  Drehung  des  Körpers  das  von  V  her- 
rührende Paar  sich  mit  gedreht  hätte,  die  Ebene  des 
andern  aber  sich  parallel  geblieben,  und  somit  das 
Gleiehgewioht  aufgehoben  worden  wäre.  Das  Gleich- 
gewicht von  F,  oder  das  Gleichgewicht  zwischen 
den  nach  Parallelen  mit  der  Axe  geschätzten  Kräften 
des  Systems  ist  demnach  die  zweite,  oben  zuerst  ge- 
nannte, Bedingung  für  die  Fortdauer  des  Gleichgewichts! 
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9   da   hiervon   das  Gleichgewicht  des  System*  f^ 
nothwendige  Felge   ist,    keine  dritte  Bedingung 
sr  erforderlich- 

—  Wir  nahmen  bei  dieser  Beweisführung  den  Dre- 
beliebig  an,  Ist  er  gerade  =180°,  so 
die  horizontalen  Kräfte  des  Systems  H  in 
auf  den  Körper  in  eine  ihrer  anfänglichen  direet 
satgcgCDgcsetitc  Lage  und  sind  daher,  so  wie  anfangs, 
jetzt  wieder  im  Gleichgewichte.  Damit  also  nach 
Drehung  um  180°  noch  Gleichgewicht  statt  finde, 
ist  es  nur  nöthig,  dass  das  System  V  oder  die  nach 
Drehungsaxe  geschätzten  Kräfte  des  Systems  ufcter 
im  Gleichgewichte  sind.  — •  Daraus  also,  dass  nach 
Drehung  um  180°  das  Gleichgewicht  noch  besteht, 
noch  nicht  auf  die  Fortdauer  desselben  bei  irgend 
andern  Drehungswinkel  geschlossen  werden, 
(f.  130.  zu  Bude.) 
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Eben  so  wie  F=0,  &=0,  A=0  die  Bedingungen 
and,  unter  denen  die  Axe  der  x  eine.  Axe  des  Gleich- 
gewichts ist,  so  drücken  0  =  0,  #=0,/=0  die  Be- 
engungen aus,  unter  welchen  der  Körper,  ohne  das 
Gleichgewicht  zu  verlieren,  um  die  Axe  der  x  gedreht 
werden  kann.  Sind  daher  Fy  O^Hjfyh  zugleich  =0, 
■•  sind  sowohl  die  Axe  der  x,  als  die  der  x>  und 
tue  mit  iluien  parallelen  Axen,  und  nicht  allein 
4iose,  eenderu  auch  alle  mit  der  Ebene  der  *,  x 
überhaupt  parallelen  Axen,  Axen  des  Gleichgewichts. 
Dsaa  für  jede  dieser  Axen  ist .  x = 0,  und  mit  den 
sedks  Gleichungen  F,  <?,  //,/",  A,  #=0  wird  den  drei 
Gleichungen  (8)  Genüge  geleistet  Wenn  folglich  von 
zwei  Axen ,  welche  einen  rechten  Winkel  mit  einander 
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maohen,  eine  jede  eine  Gleiohgewichtsaxe  ist,  so  ist  es 
nach  jede  andere,  welche  mit  der  Ebene  de«  Winkeln 
parallel  läuft. 

Um  die  Sache  allgemeiner  an  untersuchen,  seyea 
irgend  zwei  einander  niobt  parallele,  durch  ?>,  *,  ^  «ad 
9')/)**/  bestimmte  Axen  Gleiohgewichtsaxea  ragleish 
Aledann  nou  seyn; 

(8)  j      <pH-Xg  +*F=0, 
'      <pG+*F  —  yA=09    und 

(8«)  j      <p'H-/g  +y/F  =  0, 
Es  folgt  aber,  wenn  man  zur  Abkürzung 

Xlf—/V=P>  yqf  —  Mf(p  =  fr  <p/  —  <p'x=r 

setzt  und  die  erste  Gleichung  in  (8)  mit  der  ersten  kl 
(8*)  verbindet: 

— y :  H :  O  =p  :  q :  r, 
und  eben  so  durch  Verbindung  der  zweiten  und  drittes 
Gleiobung  in  (8)  mit  der  zweiten  und  dritten  in  (8*)x 

Hx  — g  :  F=p :  q  :  r, 

Gx  Fi  —  h=piqir. 

Eliminirt  man  hieraus  die  Grössen  p>  yy  r,  von  de- 
nen höchstens  nur  eine  =0  seyn  kann,  indem  sonst 
die  beiden  Gleichgewichtsaxen  einander  parallel  oder 
identisch  wären,  so  erhält  man  niobt  mehr,  als  folgende 
drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen: 

fF+GM=0,  gG+HF=Q,  kH+FG=*. 

Dies  sind  demnach  die  Bedingungsgleiefanngefi, 
bei  denen  zwei  Gleichgewichtsaxen  zngleieh  vorbandet 
sind.  Eliminirt  man  aber  damit  f^g%h  ans  (8)  oder  (8*), 
so  erhält  man  jedesmal  dieselbe  Gleioknng: 
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J+g+J  =  0,oder  ^+..  =  0, 

als  üe  einzige  jetzt  zwischen  den  <jr,  /,  v  der  einen  und 
Gleiohgewichtsaxe  zu  erfüllende  Relation«  Die* 
Qleiehaag  letzten  aber  nicht  blof  •  die  vorigen  zwei, 
i  auoh  alle  diejenigen  Gleiohgewiehtzaxen  Genüge, 

welche  parallel  mit  der  Ebene  sind,  deren  Gleiobuag 


t +f?+s=0  ist 


tliebt  es  daher  bei  einem  Körper  y  welcher  im 
GUiekgmwiskte  ist,  zwei  einander  nickt  parallele 
JMeiehgewichtimxen ,  so  sind  es  muck  neck  alle  dieje- 
migsn,  welche  mit  erstem  beiden  einer  und  derselben 
parawter  saufen* 
Hierein  ist  leicht  weiter  in  folgern,  dass,  wenn 
Kmrper  drei  Qleichgewichtsajcen  o,  by  e  hat, 
welche  y  nieht  einer  und  derselben  Ebene  parallel  sindy 
Jede  eierte  Aare  d  eine  Oleiehgewichtsaxe  ist. 
m  wir  nnz  sinmtliobe  Azen  durch  einen  und 
Punkt  gehend  (§•  181.),  und  werde  dann  eine 
a  und  b  gelegte  Ebene  von  der  Ebene  durch  c 
4  in  der  Geraden  e  geschnitten,  zo  daaz  e  mit  a 
b  in  einer  Ebene  iet,  und  dergleichen  d  mit  c  und  e. 
Da  nan  •  und  b  Gleiohgewiohtzaxen  zind,  zo  eiusz  auch 
s  eine  zolehe  seyn;  und  weil  e  und  c  es  zind,  so  muss 
cz  nach  d  eeyn,  —  Wir  können  den  hiermit  bewiezenen 
Salz  anob  ze  ausdrücken:  Ist  ein  Körper  im  Gleiohge» 
ziehte,  und  wird  diezez  durch  drei  verzchiedene  Ver* 
fästnngen  nickt  aufgehoben^  zo  dauert  ea  im  Allge- 
ZMinen  anah  hei  Jeder  vierten  Verrüekuog  fort;  oder 
ant  noch  andern  Worten: 

/st  ein  Kerper  in  vier  verschiedenen  Lagen  im 
Gleichgewichte^  *o  ist  er  es  im  Allgemeinen  auch  in 
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jeder  fünften.  —  Uebrigens  ist  dann,  wie  man  leicht 
findet,  jede  der  sechs  Grössen  FyO^Hjfgjh  einzeln 
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Ein  im  Gleichgewichte  befindlicher  Körper  hat  im 
Allgemeinen  keine  Axe  des  Gleichgewichts,  da 
Vorhandenseyn  einer  solchen  Axe  die  Erfüllung 
Bedingungsgleichung  (16)  erfordert  wird.  Indessen  ist 
es  doob  immer  möglich,  zn  den  sio  anfangs  das  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräften  zwei  neue  das  Gleichgewicht 
nicht  itörende  Kräfte  hinzufügen,  welobe  eben  so»  wie 
die  schon  vorhandenen,  auf  bestimmte  Punkte  den  KAw 
per*  mit  parallel  bleibenden  Richtungen  wirken,  «ad 
wodurob  es  geschieht,  dass  der  Körper  eine  Gletehge- 
wiehtsaxe  Ton  gegebener  Richtung  erhält 

Denn  seyen  JP,  und  P2>  oder  wenn  wir  sie  naeh 
den  drei  Coordinatenaxen. zerlegen,  (Xi,Yl9Zi)  und 
(X2,  Y2JZ2)  die  zwei  neuen  Kräfte;  Ax  und  Atf  oder 
(*i  3f»  *i)  und  (<r2,  y2,  x2)  ihre  Angriffspunkte.  IIa 
das  anfangliehe  Gleichgewicht  des  Körpers  durch  Hm» 
zufugung  dieser  zwei  Kräfte  nicht  aufgehoben  werden 
soll,  so  müssen  letztere  zu  Anfange  einander  ebenfalls 
das  Gleichgewicht  halten.    Mithin  muss  seyn  (f.  66.)  i 

X,+X2=0y  Yt+Y2=0y  Zl+Z2=% 
yi-Zi  +y2Z2=rxlIrl+«2F2,  etc. 
und  wenn  wir  Xiy  YiyZi  hieraus  eliminiren: 

(y2  —  Vt) %2  =(*2  —  *i)  Y2, 
(*2  —  %%)X2  =(x2—xl)Z2y  etc. 
folglich,  wenn  wir  noch  die  von  Ax  bis  A%  gezogene 
Gerade  =  r,  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Geraden 
mit  den  Coordinatenaxen  =  X,  /u,  vy  und  daher 

xt—xt  =rX,y2— y,  =#71,  *2— *,=#•* 
setzen: 
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X9  i  Y9  :  Z%  =a  X  :  fji :  r. 
Mithin  wirkt  P9  in  der  Linie  r,  wie  schon  aus  dem 
VIII.  Grundsätze  in  f.  14*  flieset,  und  es  ist,  wenn  wir 
diese  Kraft  positiv  annehmen,  sobald  sie  naoh  der 
Richtung  At  At  wirkt,  also  den  Punkt  A2  von  Ai  zu 
entfernen  strebt: 

xt=ptx9  Yz=r2HZ2=rtr. 

Hiermit  haben  wir  in  unserm  Systeme  von  Kräften 
•her  sieben  neue  Grössen:  ^i9ytyXl9r9P2  und  die 
swei  Verhältnisse  zwischen  &,p,  r,  su  verfügen,  und 
diese  Grössen  auf  unendlich  viele  Arten  so  be- 
ten können,  dass  den  drei  Gleiofüngen  (8),  in  de- 
nen 9,*>V  als  gegeben  anzusehen  sind,  Genfige  ge- 
schieht. Die  Rechnung  hierzu,  deren  Ergebniss  uns 
im  nächsten  Capitel  von  besonderem  Nutzen  seyn  wird, 
ist  folgende. 

Heissen  F,Q',H',f\g  k'  die  Werthe,    welohe 
F%  Oy  ••  .k  erhalten,  sobald  noch  die  Kräfte  Pg  und  P% 
n  dem  gegebenen  Systeme  hinzugefügt  werden,  und 
es  ist  snfolge  der  Gleichungen  (4)t 
F=F+ylZl+y2Zl 

=  F+{y,-yi)Z2  =  F+rP2fiv, 
snd  wenn  noch  der  Kürze  willen 

(a)  ..•  rP2=*Q 

gesetzt  wird: 

/*=  F+  Qu*,  und  eben  so 

S=>f+y>Vl+y2Y2+xlzl+x2z, 
=/+(y,-y,)  Yt+(xt-xl)Z,y 

«L  L  f  =/+  « fa2  +  *2),  «nd  eben  so 

Soll  nun  das  Jetzt  um  Pt  und  P2  vermehrte  und 
dereh    F*9  €?9  . . .  hl  bestimmte   System    eine    durch 
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<P>  X>  V  gegebene  Aze  des  Gleichgewicht»  haben,  te 
mss  ecyn  (8): 

Snbstituirt  man  hierin  die  für  f", . .  •  M  efMfeenM 
Wert  he,  so  wirf  dfe  erste  dieser  Gleichungen: 

wen    (£)    X2  +  p*  +  v*  =1  ist,  und  wenn  man 

(e)    fy^-wr+iV=*  setzt. 
Eben  so  verwandeln  sich  die  beiden  andern  Gtei- 
ohangen  in: 

Jfcp  +  fty—gx^Qix  —  */*)> 

Um  diese  Formeln  und  die  nachfolgende  Reehnung 
noch  mehr  abzukürzen,,  setze  man  die  als  bekannt  aa» 
zusehenden  Grössen 

lety  +  Bx—fy^Da, 
(d)  lH<p  +  fSt>-gx=*Dßy 

[Fz  +  e<p  —  Ail>  =  Dy>  nnd 
(#)     a*+/**+y*=i, 

wobei  ans  [d)  die  Verhältnisse  zwischen  «,  ß,  y,  nnd 
hieraus  in  Verbindung  mit  (*)  diese  Grössen  sclbit,  so 
wie  auch  ZJ,  sioh  finden  lassen. 

Die  drei  Bedingiliigsgleichungen  Werden  damit: 

Ans  den  fünf  Gleichungen  (*)>(*%  (f)  muss  man 
nun  die  Werthe  der  eben  so  viel  Unbekannten  X,  p,  *,  *,  Q 
zn  bertiuttneu  suchen.  Zu  dem  Ende  raukipKeire  matt  £e 
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drei  Gleichungen  {/)  resp.  mit  <p,x>V  und  addlre  rfe 
hierauf,  so  kommt  mit  Berücksichtigung  ?on  (11)  otfd  (*#: 

/>(«9+Ä+>v)=e(i— *♦)• 

Eben  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (e),  wenn 
üb  die  Gleichungen  (/),  nach  vorausgegangener.  Mul- 
tipKoation  mit  *,fi,  *>  addirt,  und  D  nicht  =0  amrimitit, 
indem  sonit  die  drei  Grössen  Chp  +  Hx — fy>%  at6»  itf 
(d)  ndl  wären,  mithin  das  System  die  durch  ftftV 
gegebene  Axe  tur  Gleiohgewicbtsaxe  schon  bitte  ond 
keine  nenen  Kräfte  deshalb  hinzuzufügen  nöfhig  wären: 

{g)     al  +  ßp  +  yr  =  0. 

Addirt  man  endlich  die  Gleichungen  [f\  nachdem 
man  sie  mit  a,/?,y  mnhiplioirt  hat»  so  kommt  mit  Rück- 
sicht auf  (e)  and  (g)z 

Hieraas  fliesst  sogleich: 

W    Qs=s^+ßx+^f 

(i')l— **«(«9  +  ft  +  7y)9> 
oder,  weil  1  =  («'  +ß2  +  y')  (g>*  +x*  +  V)  ißt: 
(*)    **  =  (ßtp-Yz)*  +{y<p  —  ay,)*  +  (az-ß<p)*. 

Die  Wertbe  von  X,  /*,  v  ergeben  sich  dann  aas  (/*), 
nimüeh 

Somit  ist  unsere  Aufgabe :  Zu  einem  durob  F,...A 
gegebenen  Systeme  von  Kräften,  welche  sieb  das  Gleich- 
gewicht halten,  zwei  neue  Kräfte  hinzuzufügen,  wodurch 
des  System  eine  durob  %  /,  V  ihrer  Richtung  nach  ge- 
gebene Axe  des  Gleichgewichts  erhält,  als  gelöst  zu 
betrachten. 

Aas  Fy...ky  (p>X)V  berechne  mannämlioh  mittelst 
Formeln  (d)  und  {e)  die  Werthe  von  />,<*,  fty, 
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■    i  ■  * 

*■ 

undhir  uis  mit  Hülfe  der  Formeln  (A),  (*)  oder  (**), 
und  mit  {&)  die  Wer!  he  von  #,x  und  l>v>y>  In  einer 
Geraden,  parallel  mit  der  durch  A,  p,  r  bestimmten 
Richtung,  nehme  man  hierauf  beliebig  zwei  Punkte 
At  und  Jf»  und  lasse  resp.  auf  sie  zwei  einander  gleiche 
Kräfte  Px  und  jP2  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
in  der. Geraden  wirken,  dergestalt,  dass,  vermöge  (*), 
AlA%:P*=Q  ist,  und  P2  die  Richtung  ^l^f2  oder 
^r2^fA  hat,  also  die  Kräfte  Piy  P2  die  Linie  A tA%  ans 
einander  zu  ziehen  oder  zusammenzudrücken  streben, 
nachdem  Q  positiv  oder  negativ  ist;  und  es  wird  das 
um  diese  zwei  Kräfte  vermehrte  System  bei  Drehung 
des  Körpers  um  die  duroh  9>,jfrV  gegebene  Axe  im 
Gleichgewichte  beharren. 

§.  136. 

Zusätze  und  Erläuterungen,  o.  Von  x  wird 
unmittelbar  nur  das  Quadrat  gefunden.  Dieses  ist  ver- 
möge (**)  positiv,  und  daher  x,  folglich  die  Lösung  der 
Aufgabe  überhaupt,  immer  möglich.  Ob  man  von  den 
daraus  entspringenden  zwei  Vorzeichen  für  x  das  posi- 
tive oder  negative  nimmt,  ist  gleichgültig.  Denn  mit 
Aenderung  des  Zeichens  von  x  ändern  sich  auch  die 
Zeiohen  der  Cosinus  X,  p,  v.  Eine  durch  —  X>  —  p,  —  v 
bestimmte  Gerade  aber  hat  dieselbe  Lage  gegen  das 
Coordinatensystem,  als  eine  durch  A,ft?  bestimmte, 
nur  die  entgegengesetzte'  Richtung  der  letztern;  und 
die  Seite,  nach  welcher  man  die  Richtung  positiv  nimmt, 
hat  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss. 

6.  Mit  nur  einiger  Aufmerksamkeit  auf  die  Formeln 
des  vorigen" 4*  wird  man  wahrnehmen,  dass  die  zwei 
Hauptstücke,  welche  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  er- 
forderlich sind:  die  anfängliche  Lage  der  Linie  ALA2 


■•  ■  * 
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and  die  Grosse  Q>  auch  durch  eine  sehr  cinfaolie  Coii- 
etruction  ans  den  gegebenen  /*,...£,  ?,/,t//  gefunden 
werden  können. 

Man  drücke  die  drei  Grössen  G\p  +  ff%  —f<f>  etc. 
■i  (d)  dnrch  Linien  ans,  trage  dieselben  vom  Anfangs» 
pankte  der  Coordinaten  aus  auf  die  Axen  der  ±,  y,  * 
and  vollende  die  Fignr  zu  einem  Parallelepipedum. 
Zufolge  der  Formeln  (d)  und  (e)  ist  alsdann  D  =  der 
vem  Anfangspunkte  aus  gezogenen  Diagonale  dieses 
Paralldlepipedums,  nnd  a,  ß9  y  sind  die  Cosinns  der 
Winkel,  welche'/!  mit  den  Axen  der  ar9y>%  macht. 
Man  bezeichne  die  Richtung  dieser  Diagonale  mit  J 
(Fig.  43.)  und  eben  so  die  Richtung  der  Gleiobge- 
«iebtsaxe  mit  0  nnd  die  anfängliche  Richtung  von 
JkJt  mit  A.  Da  nnn  0  nnd  A  eben  so  durch  9»,/,  v 
aal  IjH,*,  wie  J  durch  «,/?,y  bestimmt  werden,  so  ist 

x=Xq>  +  nx  +  vy  =  cos  A&9 

a9  +  Ä*  +  yv>  =  o°8  ^^> 

ol  +  #4  +  y*  =  00s  ^/-^/. 
Hiermit  werden  die  Gleichungen  (g)  und  (0): 
oo%  JA  =0  und  sin  -4G>2  =  cos^/0>1. 

Denken  wir  uns  daher  sämmtliche  drei  Linien  J>  A 
and  0  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehend,  so 
sehneiden  sich  J  und  A  unter  rechten  Winkeln,  nnd 
hiermit  kann  die  Gleichung  (t)  nicht  anders  bestehen, 
ab  wenn  0  mit  J  und  A  in  einer  Ebene  liegt. 

Mittelst  der  bekannten  Linien  0  und  J  wird  dem- 
nach A  ganz  einfach  dadurch  gefunden,  dass  man  in 
der  dnrch  <Z>  und  A  bestimmten  Ebene  auf  J  eine  Nor- 
male errichtet.  —  Zieht  man  hierauf  durch  die  End- 
punkte des  in  J  liegenden  Abschnitts  D  Parallelen 
maXA^wo  wird  vermöge  der  Gleichung  (A),  welche  jetzt  in 
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fibergeht,   der  zwischen  diesen  Parallelen  enthaltene 
Theil  von  <D,  =  Q  seyn. 

c.  Sobald  der  Körper  um  die  Gleichgewiebfsaxe 
gedreht  zu  werden  anfängt,  geben  die  Kräfte  Pt  npd 
P%>  welche  anfangs  in  die  Linie  AkA2  fallen  und  sieh 
das  Gleichgewicht  halten»  in  ein  Paar  über,  und  dieses 
Paar  ist  mit  den  gegebenen  Kräfte^  des  Systems  ft*te 
im  Gleichgewichte  y  folglich  das  Paar  — Plf —  P%  mit 
den  gegebenen  Kräften  gleich  wirkend«  Wir  »können 
daher  das  im  Vorigen  erhaltene  Resultat  «ich  folgff- 
dergestalt  ausdrücken: 

Wird  ein  Körper ^  auf  welcher*  mehrere  eich  de* 
Gleichgewicht  hauende  Kräfte  wirken,  um  eütejUp 
gedreht^  so  hört*  da*  Gleichgewicht  im  Allgemeinen 
auf  und  die  Wirkung  der  Kräfte  reducirt  eich  ßsff 
die  eines  Paares,  dessen  Kräfte  man. eben  so,  wie 
die  erstem  Kräfte  y  auf  zwei  bestimmte  Punkte  des 
Körpers  mit  unveränderter  Richtung  und  Intensität 
wirkend  setzen  kann.  t 

d.  Dass  sich  das  'Gleichgeftitfit  'bei  Yerrfloknng 
des  Körpers  in  die  Wirkung  eines  Paares  verwandelt, 
geht  schon  aus  den  ersten  drei  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts: ^JT=0)  2Y=Q>  XZ^Q,  hervor,  als  welche 
von  den  Angriffspunkten  und  mithin  von  der  VerrückftDg 
unabhängig  sind  und  auch  dmn  noch  statt  finden,  wenn 
sich  das  System  auf  ein  Paar  reducirt  (§.  70.).  D*p 
aber  bei  Drehung  des  Körpers  tun  eine  und  dieselbe  Aze 
die  Angriffspunkte,  Richtung  und  Intensität  der  Kriftp 
des  Paares  unveränderlich  angenommen  werden  kämen» 
folgt  erst  aus  der  jetzt  entwickelten  Theorie. 

e.  Von  den  sieben  Grossen  xn  jr,,  *„  r,  /%, 
1 :  p,  fi:v,  welche  «ur  vollkommenen  Bestinuniuig  4fr 
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iwei  hinzuzufügenden  Kräfte  PnP%  und  ihrer  Angriffs- 
paukte  An  At  erforderlich  sind,  können  durah  dii  drei 
Bedingungsgleichungcn  für  die  Fortdauer  des  Gleichge- 
wichts bei  der  Drehung  um  eine  gegebene  Axe  nur 
feei,  oder  drei  von  den  sieben  abhängige,  Grusgen  be- 
ite  Werthe  erhalten.  In  der  That  fanden  wir 
untere  Rechnung  nur  den  Werth  des,(!roduot0 
rP%  und  die  durch  X :  §i  und  /t :  v  bestimmte  Lage  von 
r  gegen  die  Coordinatenaxen.  Vier  Stücke,  wofür  wir 
die  drei  Coordinaten  4r,)ynx1  des  einen  Angriffspunk- 
tes Ax  und  seinen  Abstand  r  vom  andern  Ä+  rechnen 
können,  blieben  der  Willkühr  überlassen« 

Es  ist  niobt  schwer,  von  der  willküjirliohen  Be- 
schaffenheit  dieser  vier  Stücke  aus  der  Natur  der  Sache 
salbet  sieh  au  überzeugen.  Denn  sej  *  irgend  eine 
mit  r  parallele  und,  eben  so  wie  r,  mit  dem  Korper 
int  verbundene  Linie,  auf  deren  Endpunkte  imA  ein- 
ander  gleiehe  und  einander  direet  evtgegengesstate 
Kr&Ae  St  wmiJBt  wirken,  so  dass  *£,»:«.  Nach- 
dem  der  Körper  gedreht  worden,  mache  die  Linie  r, 

felglich  nach  die  mit  ihr  parallel  gebHehepe  #,  mit 

der  anfänglichen  Lage  von  r  und  4  parallel  ge- 
bliebenen Krüften  Pg$P„Sl9S4  den  Wiolrtl  *.;Uier- 
adt  haben   sich  Px  und  P2   in   ein  Paar  verwandelt, 
Moment  =  r  P%  sin  i  =  Q  sin  i$   und   eben    so 

St  nnd  S7  in  ein  Paar  übergegangen,  dessen 
Moaent  =  $Sa  sin  3  =  Q  sin  S.  Beide  Paare  haben 
aithia  einander  gleiohe  Momente,  und  da  sie  über- 
fies, wie  leicht  einzpsehen,  in  parallelen  Ebenen  lie- 
gen, so  haben  sie  auch  gleiche  Wirkung,  und  es  kaun 
Mgbfib  das  eiee  für  des  Andere  gesetzt  werden- . 
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jeder  fiinften.  —  Uebrigens  ist  dann,  wie  man  1< 
findet,  jede  der  sechs  Grössen  F,Gy  H^fy  g9  h  einzeln 


f  135. 

Ein  im  Gleichgewichte  befindlicher  Körper  Iml 
Allgemeinen  keine  Axe  des  Gleichgewichts,  da  . 
Yorbandenseyn  einer  solchen  Axe  die  Erfüllung 
Bedingungsgleicbung  (16)  erfordert  wird.  Indessei 
es  doch  immer  möglieh,  zn  den  sie  anfangs  das  Gli 
gewicht  haltenden  Kräften  zwei  neue  das  Gleiehgei 
nicht  ttörende  Kräfte  hinzufügen,  welche  eben  so* 
die  schon  vorhandenen,  auf  bestimmte  Punkte  da*  ] 
per%  mit  parallel  bleibenden  Richtungen  wirken  f 
wodurch  es  geschieht,  dass  der  Körper  eine  Gleifi 
wiohtsaxe  von  gegebener  Richtung  erhält 

Denn  seyen  P%  und  JP2>  oder  wenn  wir  sie  i 
den  drei  Coordinatenaxen.  zerlegen,  (X^Y^Z^ 
(X2J  Y9,Zt)  die  zwei  neuen  Kräfte;  At  und  Jitf  < 

(*i  3fn  *i)  w0*  (**>  y«>  *2)  itpe  Angriffspunkte... 
das  anfängliebe  Gleichgewicht  des  Körper«  durok  , 
zufugung  dieser  zwei  Kräfte  nioht  aufgehoben  wa 
soll,  so  müssen  letztere  zu  Anfange  einander  ebenl 
das  Gleichgewicht  halten.    Mithin  muss  seyn  (£.4 

xt+x2=o,  rf  +  r2=o,  zv+z2=% 

yvZ,  +y2Z2=xlYl+x2Y29  etc. 
und  wenn  wir  Xl9  YifZt  hieraus  eliminiren: 

(*j  —  %t)X2  =  (*2—#t)Z2,  etc. 
folglich,  wenn  wir  noch  die  von  At  bis  A%  gezog 
Gerade  «=r,  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Gera 
mit  den  Coordinatenaxen  =  X,  /u,  v,  und  daher 

x%—xl  =  #*,y2— y,  =  #>#,  x2—xt=r9 
setzen: 
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X9  :  Y7  :  Zt  =*%  ifar. 

Mithin  wirkt  Pt  in  der  Linie  r,  wie  sebon  aus  dem 

▼M.  Grandsatze  in  f.  14*  fliesst,  nnd  es  ist,  wenn  wir 

Kraft  positiv  annehmen,   sobald  sie   nach  der 

A%  At  wirkt,  also  den  Ponkt  A2  von  Ax  zu 

strebt: 

xt=/»t*,  rt = ptlh  z%  =  p%*. 

Hiermit  haben  wir  in  tmserm  Systeme  von  Kräften 
sieben  neue  Grössen:  <*t,yt,*i, r% P2   nnd  die 
Verhältnisse  zwischen  *,^>r,   zu   verfügen,   und 
i  werden  diese  Grössen  auf  unendlich  viele  Arten  so  be- 
können,  dass  den  drei  Gleiefüngen  (8),  in  de- 
9iX>V'  «1»  gegeben  anzusehen  sind,  Genfige  ge- 
Die  Rechnung  hierzu,  deren  Ergebniss  uns 
■s  alohsten  Capitel  von  besonderem  Nutzen  seyn  wird, 
i*  folgende. 

Beissen  F,Q\IT,f',g  h'  die  Werthe,    welche 
F,  Gj  ..  .A  erhalten,  sobald  noch  die  Kräfte  Pt  und  Pt 
m  dem  gegebenen  Systeme  hinzugefügt  werden,  und 
m  bt  zufolge  der  Gleichungen  (4)s 
F=F+ykZt+y2Z> 

=  F+{y2-yi)Z2=*F+rPifiv, 
mi  wenn  noch  der  Kürze  willen 

putzt  wird: 

F=  F+  Qfiv,  und  eben  so 

=/+(ya-y,)  y.  +(x%-zt)Zfy 

iL  f  =f+Q (p*+r*)9  and  eben  so 

Soll  nun  das  letzt  um  Px  und  P2  vermehrte  und 
4mh   Fy  Q*9  ...  h'  bestimmte  System    eine    durch 
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y,  *,  xp  gegebene  Axe  des  Gleichgewichts  haben»  so 
«MB  seyn  (8): 

«*>  + 17* -/>=*©> 

Substituirt  man  hierin  die  für  jP,  .  •  •  1f  eitMÜeuet 
Wert  he,  so  wird  dfe  erste  dieser  Gleichungen: 

«  ö  (9  —  *X), 
wefl    (£)    Jl2  +  /*9  +  **  —1  ist,  und  wenn  Ann 
(c)    H<p  +  px+vif/=x  Beizt» 

Eben  so  verwandele  sich  die  beiden  andern  GM- 
ofcungen  In: 

Fx  +  09  — **=&(*— **)> 
Um  diese  Formeln  und  die  nachfolgende  Rechnung 
noch  mehr  abzukürzen»  setze  man  die  als  bekannt  aa» 
zusehenden  Grössen 

[Oy  +  Hx-fy^Da, 
{d)lH<p  +  f\,-gx=Dß, 

\Fx  +  0<p  —  hxi>  =  Dyy  und 
(*)    <**+/?' +y»=lf 

wobei  aus  {d)  die  Verhältnisse  zwischen  a,  /?,  y,   und 
hieraus  in  Verbindung  mit  (*)  diese  Grössen  selbst»  ts 
.   wie  auoh  /),  sich  finden  lassen. 

Die  drei  Bedingnugsglelchungen  Werden  damit: 

Lö«~=«(9-*l)r 

(/)  \l>ß~Qlx-»t>), 

Ans  den  fünf  Gleichungen  (*)>(*%(/)  mnss  man 
nun  dto  Werthe  der  eben  so  viel  Unbekannten  1,  p,  r,  *,  £ 
zn  bestimmen  sneben.  Zu  dttm  Ende  tnukipKeire  mal  dto 
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irei  Gleichungen  {/)  resp.  mit  9,x,v  *&&  addlfe  «fe 
hierauf,  so  kommt  mit  Berüeksiehtigung  von  (11)  otfd(<fj: 

Eben  «o  folgt  mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (e),  wem 
man  die  Gleichungen  (/*),  nach  vorausgegangener  Äful- 
tipKoatiofc  mit  A,p,  *,  addiit,  und  D  nicht  =±0  annimmt, 
indem  sonst  die  drei  Grössen  Gty  +  Bx— f<f%  et&  Ist 
(*f)  noil  wären,  mithin  das  System  die  dufoh  ?,jbV 
gegebene  Axe  %m  Gleichgewiehtsaxe  schon  hätte  und 
keine  nenen  Kräfte  deshalb  hinzuzufügen  nöfhig  wären: 

(g)     al  +  flf*  +  yr=0. 

Adfirt  man  endlich  die  Gleichungen  (/%  nachdem 
■an  rie  mit  a,  /?,  y  maktplicfart  hat,  so  kommt  mit  Ruck- 
«cht  auf  (*)  und  {g)i 

D=Q{atp  +  ßx  +  yv). 

Hieraus  fliesst  sogleich: 

W   Q=3«<P+ßz+wf 

(t)  l-jr»  =  («9+/?/  +  y^)% 

•der,  weil  1  =*=(«2  +fl*  +  y')  (9*  +**  +  V*)  **: 
(*)    ,2  =  ^  —  W)»+(W_ ay,)*  +  (aX  —  ßtp)*. 

Die  Werthe  von  X,  /*,  *  ergeben  sich  dann  aus  (/), 
linfieh 

W    X  = gi —  *  to-fcw. 

Somit  ist  unsere  Aufgabe :  Zn  einem  durch  F,...h 
gegebenen  Systeme  von  Kräften,  welche  sich  das  Gleich- 
gewicht halten,  zwei  neue  Kräfte  hinzuzufügen,  wodurch 
des  System  eine  durch  9,  *,  V  ihrer  Richtung  naoh  ge- 
gebene Axe  des  Gleichgewichts  erhält,  als  gelöst  zu 
betrachten. 

Aus  F,...A,  9>,£,V  berechne  man  nämlich  mittelst 
der  Formeln  (</)  und  (*)  die  Werthe  von  ZJ,o,/?,y, 
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undhi/  ms  mit  Hülfe  der  Formeln  (A),  (*)  oder  (**), 
und  mit  (>&)  die  Werf  he  von  Q,  x  und  X,  ji,  v.  In  einer 
Geraden,  parallel  mit  der  durch  A,  p,  r  bestimmten 
Richtung,  nehme  man  hierauf  beliebig  zwei  Punkte 
At  und  JT»  undlasse  resp.  auf  sie  zwei  einander  gleiche 
Kräfte  Px  und  /%  nach  entgegengesetzten  Riehtangen 
in  der. Geraden  wirken,  dergestalt,  dass,  vermöge  (m)y 
A.A^P^^Q  ist,  und  Pt  die  Richtung  uf,-*, .  oder 
jr2^A  hat,  also  die  Kräfte  Pn  Pt  die  Linie  AtA%  ans 
einander  zu  ziehen  oder .  zusammenzudrucken  streben, 
nachdem  Q  positiv  oder  negativ  ist;  und  es  wird  das 
um  diese  zwei  Kräfte  vermehrte  System  bei  Drehung 
des  Körpers  um  die  durch  9VJfrV  gegebene  Axe  im 
Gleichgewichte  beharren. 

f  136. 

Zusätze  und  Erläuterungen,  o.  Von  x  wird 
unmittelbar  nur  das  Quadrat  gefunden.  Dieses  ist  ver- 
möge (**)  positiv,  und  daher  x,  folglich  die  Lösung  der 
Aufgabe  überhaupt,  immer  möglich.  Ob  man  von  den 
daraus  entspringenden  zwei  Vorzeichen  für  x  das  posi- 
tive oder  negative  nimmt,  ist  gleichgültig.  Denn  mit 
Aenderung  des  Zeichens  yon  x  ändern  sich  auch  die 
Zeiohen  der  Cosinus  X,  p,  v.  Eine  durch  —  Xy  —  p,  —  * 
bestimmte  Gerade  aber  hat  dieselbe  Lage  gegen  das 
Coordinatensystem ,  als  eine  durch  X,  p3  v  bestimmte, 
nur  die  entgegengesetzte"  Richtung  der  letztern;  und 
die  Seite,  nach  welcher  man  die  Richtung  positiv  nimmt, 
hat  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss. 

b.  Mit  nur  einiger  Aufmerksamkeit  auf  die  Formeln 
des  vorigen" 4.  wird  man  wahrnehmen,  dass  die  zwei 
Hauptstücke,  welche  .zur  Lösung  unserer  Aufgabe  er- 
forderlich sind:  die  anfängliche  Lage  der  Linie  AkA2 


Vom  den  Axen  des  Gleichgewichte.  26t 

and  die  Grösse  ö,  auch  durch  eine  sehr  eiafaolie  Coii- 

■ 

atruction   aas  den  gegebenen  Fy...A>  y, %9 y/ * gefiinde u 
worden  können. 

Man  drücke  die  drei  Grössen  G\p  +  ffx  —ff>  etc. 
■i  (d)  dnrcb  Linien  ans,  trage  dieselben  vom'  Anfangs» 
pankte  der  Coordinaten  aus  auf  die  Axen  der  i*,y,  * 
and  vollende  die  Figur  zu  einem  Parallelepipednm. 
Zufolge  der  Formeln  (d)  und  (e)  ist  alsdann  D=  der 
vam  Anfangspunkte  aus  gezogenen  Diagonale  dieses 
ParalMepipedums,  und  o,  ß,  y  sind  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  D  mit  den  Axen  der  xyy^%  macht. 
Man  bezeichne  die  Richtung  dieser  Diagonale  mit  J 
(Fig.  43.)  und  eben  so  die  Richtung  der  Gleichge- 
vichtsaxe  mit  0  und  die  anfängliche  Richtung  von 
AVA%  mit  A.  Da  nun  <2>  und  A  eben  so  durch  y,/,  y/ 
■od  ljH>*y  wie  ^/  durch  ayßyy  bestimmt  werden,  so  ist 

x  =  k<p  +  /u;c  +  vy/  =  cos  ^d), 

•9  +  Äc  +  yv>  =  cos  a<i>, 
<**  +  ßp  +  yy  =  cos  ^-^* 

Hiermit  werden  die  Gleichungen  (g)  und  (•): 
cos  JA  =Q  und  sin  -4fl>*  sscos^©*. 

Denken  wir  uns  daher  sämmtliche  drei  Linien  J>  A 
■ad  <D  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehend,  so 
schneiden  sich  J  und  A  unter  reohten  Winkeln,  und 
titrmit  kann  die  Gleichung  (*)  nicht  anders  bestehen, 
ab  wenn  <D  mit  J  und  A  in  einer  Ebene  liegt. 

Mittelst  der  bekannten  Linien  <2>  und  J  wird  dem- 
nach A  ganz  einfach  dadurch  gefunden,  dass  man  in 
der  durch  O  und  J  bestimmten  Ebene  auf  J  eine  Nor- 
aale errichtet.  —  Zieht  man  hierauf  durch  die  Bnd- 
pmkte  des  in  J  liegenden  Abschnitts  D  Parallelen 
wStAyWO  wird  vermöge  der  Gleichnng  (A),  welche  jetzt  in 
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fibergeht,   der  zwischen  diesen  Parallelen  enthaltene 
Theil  von  <D,  =  Q  seyn. 

c.  Sobald  der  Körper  am  die  Gleichgewipbtsaxe 
gedreht  zu  werden  anföngt,  gehen  die  Kräfte  Pk  upd 
P%>  welehe  anfangs  in  die  Linie  AtA2  fallen  und  stak 
das  Gleichgewicht  halten,  in  ein  Paar  über,  und  dieses 
Paar  ist  mit  den  gegebenen  Kräftpß  des  Systems  ff*te 
im  Gleichgewichte,  folglich  das  Paar  — Plf —  P%  ipit 
den  gegebenen  Kräften  gleicbwirkend«  Wir»kPW»P 
daher  das  im  Vorigen  erhaltene  Resultat  auch  folgff- 
dergestalt  ausdrücken: 

JVird  ein  Körper ^  auf  welche?*  mehrere  sich  d*s 
Gleichgewicht  haltende  Kräfte  wirken,  um  einejiW 
gedreht^  so  hört*  da*  Gleichgewicht  im  Allgemeinen 
auf)  und  die  Wirkung  der  Kräfte  reducirt  eich  ßjqf 
die  eines  Paares ,  dessen  Kräfte  man. eben  so,  wie 
die  erstem  Kräfte*  auf  zwei  bestimmte  Punkte  des 
Körpers  mit  unveränderter  Richtung  und  Intensität 
wirkend  setzen  kann.  , 

d.  Dass  sieh  das  <31eichge\Hdit  'bei  Verrückung 
des  Körpers  in  die  Wirkung  eines  Paares  verwandelt, 
geht  schon  aus  den  ersten  drei  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts: 2X=0,  -2T=0,  ZZ^Q,  hervor,  als  welche 
von  den  Angriffspunkten  und  mithin  von  der  Verrnckmg 
unabhängig  sind  und  aueh  daqn  noch  statt  findeq,  wefu 
sich  das  System  auf  ein  Paar  reducirt  (§.  70,).  D*p 
aber  bei  Drehung  des  Körpers  tun  eine  und  dieselbe  Axe 
die  Angriffspunkte,  Richtung  und  Intensität  der  Kriftp 
des  Paares  unveränderlich  angenommen  werden  kennen, 
folgt  erst  aus  der  jetzt  entwickelten  Theorie. 

e.  Von  den  sieben  Grössen  xn  jr,,  *„  r,  /*„ 
Xifrtiiv,  welche  ms  vollkommenen  Bestinunmig  4fw 


Vea  d*  Aus  des  tilskligewkUs. 


swei  hinzuzufügenden  Kräfte  Pt ,  /*t  und  ibrer  Angriffs- 
paukte  At>  A%  erforderlich  sind,  können  durch  etil  drei 
Bedingnngsglcichnngcn  für  die  Fortdauer  des  Gleichge- 
wichte bei  der  Drehung  um  eine  gegebene  ,Axe  nur 
fcei,  oder  drei  von  den  sieben  abhängige,  Grössen  be- 
tte Werthe  erhalten.  In  der  That  fanden  wir 
unsere  Rechnung  nnr  den  Werth  des,£r(Mluotjs 
rPt  und  die  durch  X :  p  und  fi  i  v  bestimmte  Lage  von 
r  gegen  die  Coordinatenazen.  Vier  Stücke,  wofür  wir 
die  drei  Coordinaten  sl%yxyxx  des  einen  Angriffspunk- 
tes Ax  und  seinen  Abstand  r  vom  andern  Ä^  rechnen 
können,  blieben  der  Willkühr  überlassen« 

Es  ist  niobt  schwer,  von  der  willkürlichen  Be- 
■chalcnheit  dieser  vier  Stücke  aus  der  Natur  der  Sache 
selbst  sieh  au  überzeugen.  Denn  eey  #  irgend  eine 
Bit  r  parallele  und,  eben  so  wie  r,  mit  dem  Körper 
fest  verbundene  Linie,  auf  deren  Endpunkte  imA  ein- 
ender gleiche  und  einander  direet  ewtgegengcsetate 
Ktifte  St  wmiS%  wirken,  so  daas  #£,««.  Wach- 
dem  der  Körper  gedreht  worden,  mache  die  Liaic  r, 
folglich  auch  die  mit  ihr  parallel  gebftebjepe  #,  mit 
der  anfänglichen  Lage  von  r  und  4  parallel  ge- 
gebenen Kritiken  P„P2,SnjS4  den  Winkel  tfJüier- 
snt  haben  sich  Pt  und  P2  in  ein  Paar  verwandelt, 
Moment  =  r  P%  sin  3  =  Q  sin  39  und  .eben  so 
SL  und  S2  in  ein  Paar  übergegangen,  dessen 
Moment  =  *S2  sin  i  =  Q  sin  S.  Beide  Paare  haben 
■ithia  einander  gleiche  Momente,  und  da  sie  über- 
fies, wie  leicht  einzpsehen,  in  parallelen  Ebeueu  lie- 
gte, so  haben  sie  auch  gleiche  Wirkung,  und  es  kann 
Mglicb  das  eine  für  das  Andere  gesetzt  werden- . 
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f  137. 

Ein  System  von  Kräften,  welche  Dicht  im  Gleich- 
gewichte rind,  kann,  wo  nicht  schon  durch  eine,  doch 
immer  dnroh  zwei  neue  Kräfte,  nnd  dieses  auf  anendlich 
viele  Arten,  in  den  Znstand  des  Gleichgewichts  gebracht 
werden.  So  wie  wir  nun  im  Vorigen  zu  einem  schon 
im  Gleichgewichte  befindlichen  Systeme  zwei  neue  Kräfte 
hinzufügten,  wodurch  das  Gleichgewicht  nicht  nur  nicht 
gestört  wurde,  sondern  auch  bei  der  darauf  folgenden 
Drehung  um  eine  gegebene  Axe  noch  fortdauerte,  so 
wollen  wir  jetzt  bei  einem  Systeme  von  Kräften,  welohe 
nioht  im  Gleichgewichte  sind,  die  zwei  zum  Gleichge- 
wichte noch  erforderlichen  Kräfte  so  zn  bestimmen 
suehen ,  dass  du  Gleichgewicht  durch  die  Drehung  am 
eine  gegebene  Axe  nioht  unterbrochen  wird. 

Indem  wir  die  ursprünglichen  Kräfte  nnd  die  swei 
hinzuzufügenden,  so  wie  die  Angriffspunkte  ihrer  aller 
mit  denselben  Charakteren)  wie  vorhin,  ausdrücken  od 
überdies 

2X=  A,  2yZ  =Fy   2«F= F* >  ■ 

\SY=By  2xX=Gy  ixz=er, 

lli\2Z=C,   2xY=H>  2yX=H', 

i2(yY  +  xZ)  =/,  2(xZ+xX)  =g,  etc. 

setzen,  haben  wir  zuerst  wegen  des  anfänglichen  Gleich- 
gewichts die  sechs  Gleiehungen: 

\Xl+Xt  +  A  =  Q, 

[2]{Yt+Y,  +  B=0t 

[Zl+Zt+C  =  0. 

yxZx  +  ytZt  +  F=*X  Yt  +xtYa  +F  =  F"t 

[3]  (  xtXt  +  xtXt  +  €f=xtZx  +xtZ,  +&=*  G\ 

xxYt  +xtY,  +H=ytXx  +ytXt+ir=jr. 
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Setxen  wir  ferner 

m  {*>Zi+**z*+*iXl+x1xt+g=g'$ 

U«2t+jrt  JT,  +y,  Tt  +y2  Y%  +k  =  h\ 
wird,  wie  im  Vorigen,  die  Richtung  der  Gleichge- 
duroh  %  Xy  V7  bestimmt,  so  kommen  wegen 
Fortdauer  des  Gleichgewichts  zu  den  sechs  Glei- 
[2]  and  [3]  noeh  die  drei  hinzu 
i&"v  +  H"x=S'<P, 

ud  man  hat  somit  zur  Bestimmung  der  zwölf  gesuch- 
tes Grössen  Xl9*. . <Z29*n.**x2  nicht  mehr  als  neun 
Gleichungen,  so  dass  drei  dieser  Grössen  oder  drei 
tso  Omen  abhängige  Functionen  der  Willkfihr  überlassen 

Den  Anfang  der  hierzu  nöthigen  Rechnung  mache 
bmb  damit,  dass  man  Xn  YnZt  aus  [3]  und  [4]  mit- 
tslst  [2]  eliminirt.  Setzt  man  dabei,  wie  im  Obigen, 
die  von  (xi9yXJx{)  bis  0\,y2,*2)  gezogene  Gerade 
=  r,  und  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Geraden  mit 

drei  Coordinatenaxen  =  X,  fi,  *,  also 


r 


.„    - 1  —  xx  =»f*,  y4  — y ,  =rn,  xt  —  *,  =rv, 
11    s  X«+,«*  +  ra=l, 


•»  kommt  nach  vollzogener  Elimination: 

lrt*Zt  — y ,  C+F=r*Yi  —xtB+F'=Fw, 
[7]  \rvXx—xxA+G=r\Z%—xxC +&=*&', 
\rlYt  —xtB+B=rftXt—ylJ+B'=a"y 
irpYt  +  r*Zt  -yiB-xtC+f=f', 
[8]  Jr*Zt+r\Xt-xlC-xtjt+g=g'i 
(rlX,  +r/*Y1>—xlA—ylB+A  =  A'. 
Da  die  Substitution  dieser  Werthe  von  #", . . .  hl 
'»  |5|  eine  alba  eomplioirte  Rechnung  geben  würde,  so 


I    , 
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•  / 

i 

wollen  vir  das  Coordinateosystem  so  getagt 
dass  die  Axe  der  x  mit  .dar  Axe,  um  welch*  dar  B 
per  gedreht  wenden  jsqD,  zusammenfallt.     flierdu 
werden  ?  =  G,  *=0>  ^=1,  die  GleicbnqflOft  [5] 
deeiran  sieh  damit  auf 

und  vir  fcebsaMnaa  renaog*  [J\  uad  {8]  falgnnde  tag 
die  Lösung  unsars  PioUea»  enthaltenden,  Qleioksu^ 

(ri*Z9—  y.C+F^d, 

\rpY2^xlJf  +  Ff=z99 

w  \-xzt-~xtC+cr=o, 

irXXt+rttYt-^ji-ytB+AiBM, 

welohe  sieh  wucb  jäüjafeatioa  von  X*9  Y*y<P%  «wtf.J 
gende  drei  reduciren: 

[4]  U  (J^-  *t*)  -  i*  (<*  -  *,J)  +  *  (lf-  *  +  mtB  -  j,^  i 
(  A  (ö  —  ^4)  +  ^  (f  —  %XB)  -  v  (h  -  *a4  - *tll)  =* 

{Heraus  kann  man  noch  X,ftf  y  wegschaffen  1 
man  erhält  damit: 

[e]  0=r[(F.yICf)(ö.*1il).(€r.x1O(F'.*1Ä)]  (ft-«r.J-ftB| 

eine  Gleichung,  die,  wie  die  weitere  Entwich elung  d 
selben  zeigt,  nur  vom  aweiten  Grade  ist. 

Der  Punkt  (^„y,^,)  liegt  demnach  in  *ii 
Fläche  4er  awaitan  Oodeeug}  und  ia  derselben  FUU 
ist  .auch  der  Punkt  (x2iy2yx2)  «nthaltea.  Dean  < 
Gleiahungeu  (♦),  und  folglich  auch  die  aus  ihnen  ab] 
leitete  Je],  bleiben  aueh  dann  noch  richtig,  wenn  n 
für  xlf  yA$  xt  raup.  *x  +  #0,  yt  +  r/*,  xt  +rv,  als  t 
Werttie  von  ^5)y  *,>.**>  eubstituirt  Uta  ferner  bei  d 
ser  Substitution  fdie  Grösse  r  herausgebt,  und  dal 
gaas  v.iUkiibrlifih  amsfnomman  wecken  kann,  so  erhell 
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nieht  v  die  Punkte  (<?|9««)  und  («*•,,.  0  selbst, 
auch  alle  übrigen  mit  ihnen  in  einer  Geraden 
Punkte  in  der  Fläche  enthalten  sind»  das* 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  durch  Bewe- 
eiper  Geraden  erzeugt  werden  kann  und  folglich 
tia  hyperbolisches  Hyperboloid  ist. 

Hat  wsan  demnach  ein  System  von  Kräften,  wel- 
ch* nickt  ün  Gleichgewichte  sind,  so  können  zwei 
Erqfte  hinzugefügt  werden,  wodurch  e(a  auch  hei 
der  Drehung  um  eine  gegebene  Axe  fortdauerndes 
Gleichgewicht  entsteht;  oder,  was  dasselbe  ist:  die 
moi  KrqfUj  auf  welche  das  System  zurückgeführt 
werden  kann,  lassen  sich  so  bestimmen,  daes  das  Sy- 
ttem  hei  der  Drehung  um  eine  gegebene  Jlxe  aisf 
sie  redqeirbar  bleibt.    Dabei  lasst  sich  ein  hyperbo- 
Ueehes  Hyperboloid  angeben,    vo$s  dessen  zwei  die 
SÜohe  erzeugenden  Geraden  die  eine  die  ßigeyschaft 
fcgi'W»  dose  die  Angriffspunkte  der  zwei  Kräfte 
wäU&hrlich  im  irgend  einer  der  Lagen  dieser  Ge- 
reden genommen  werden  können* 

Sind  auf  diese  Weise  diu  zwei  Angriffspunkte  be- 
wordan,  so  ergeben  siafo  die  zwei  Kräfte  selbst 

f  138. 
Die  *wei  Kräfte,  auf  welche  ein  System  wen  Kräf- 
te! in  Allgemeinen  immer  zurückgeführt  werden  kann» 
vuden  im  vor.  §.  so  bestimmt,  dass,  wenn  der  Körper, 
uf  den  die  Kräfte  wirken,  um  eine  gegebene  Axe  ge- 
fetht  wird»  diese  zwei  Kräfte  mit  den  Kräften  des  Sy- 
tftns  immer  gleiohwirkend  bleiben.  Die  Wirkung  der 
stei  Kräfte,  and  mitbin  der  Kräfte  des  Systems,  auf 
äs  Aza  wird  während  der  Drehung  im  Allgemeinen 
Windsrliah  seyn,  da  die  Angriffpunkte  der  zw*!  Kräfte 
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gegen  die  Axe  eine  immer  andere  Lage  bei  der 
hung  hn  Allgemeinen  einnehmen.  Nur  in  1  dem  . 
werden  die  Kräfte  des  Systems  auf  die  Axe  fortwäl 
dieselbe  Wirkung  ausüben,  wenn  von  den  zwei  Ktf 
anf  welobe  sie  reduoirt  worden  sind,  die  Angrühpi 

in  die  Axe  selbst  fallen. 

<  

Eine  solche  Axe,  welche  die  Eigenschaft  b« 
dass,  wenn  der  Körper  nm  sie  gedreht  wird,  du 
ihn  wirkenden  Kräfte  auf  zwei  die  Axe  selbst  trel 
Kräfte  redacirbar  bleiben,  und  dass  mithin,  wen 
ihr  die  zwei  Kräfte  naoh  entgegengesetzter  Rio! 
angebracht  werden,  ein  anch  bei  der  Drehung  da 
des  Gleichgewicht  entsteht,  eine  solche  Axe  wolle 
eine  Bauptaxe  der  Drehung  nennen.    * 

Sie  ist  in  gewissem  Sinne  dasselbe  für  ein  85 
von  Kräften,  die  keine  einfache  Resultante. haben, 
für  parallele  Kräfte,  die  sich  auf  eine  einzige  1 
reduciren  lassen,  der  Mittelpunkt  war.  -Denn  m 
der  Mittelpunkt  eines  Systems  paralleler  Gräfte 
Drehung  des  Körpers  um  denselben  fortwährend 
nämlichen  auf  ihn  unmittelbar  gerichteten  Druck  ' 
det,  so  wird  auoh  die  Haoptaxe,  wenn  der  Kftrpe 
sie  gedreht  wird,  von  den  Kräften  des  Systems 
auf  dieselbe  Weise  gedrückt  und  kann  duroh  zw« 
ihr  selbst  angebrachte  Kräfte  im  Gleichgewichte  c 
ten  werden. 

§.  139. 

Die  Dauptaxe  der  Drehung,  welohe  einem  ( 
benen  Systeme  von  Kräften  zukommt,  kann  ans 
Formeln  des  $.  137.  ohne  Schwierigkeit  gefunden 
den.  Es  wurde  daselbst  durch  <p,  Xj  V  die  Riohtonj 
Drekungsaxe  überhaupt,  und*  durch  *,  ^,  r  die  Kiot 
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Geraden  bestimmt,  an  welcher  die  zwei  xur  Erhal- 
tes Gleichgewichts  nötbigen  Kräfte   angebracht 
Ist  nun  die  Axe  der  Drehung  eine  Hauptaxe, 
d  beide  Richtungen  identisch,  und  es  ist  daher 
Falle: 

Hiermit  werdbn  die  Gleichungen  [5]: 

c  

Hin  substituire  darin  für  f'f  g\  h  ihre  Werlhe  aus 

%  und  für  /",  G'\  H"  ihre  Werthe  aus  {7],  und  zwar 

Br  fede  der  letztern  Grössen  ihren  ersten  oder  zweiten 

Wsrth  ans  [7],  je  nachdem  sie  im  ersten  oder  zweiten 

GEqde  der  linken  Seite  der  Gleichungen  [5*]  sich  be- 

Dies  giebt  naoh  leichter  Reduction: 

(£T—  x1Ä)fi+(fi^-^lC)v=(/-y1Ä-*1Cr)l, 

{Q-z^X+iF—  *,*),*=(*  — xxA-yxB)v%  • 

wenn   man   noch   die  Gleichungen  [7]   resp.  mit 
l»m"  multiplicirt  und  dann  addirt: 

[F-F'-ylC+zlB)X+(G-€r-xlA+xlC)fA 
+  (H—H'-xxB+yxA)v=0. 

Dies  sind  die  Gleichungen,  welche  nach  Weg- 
•csAffong  von  X„  Y29  Zt  aus  [5*]  und  [7]  übrigblei- 
bt!, und  ans  denen  die  in  ihnen  noch  vorkommenden 
Unbekannten  xx9yl9»l9Xffi9 v  zu  bestimmen  sind. 

Man  setze  der  Kurze  willen 


t/X  —  fffi  —  CTv  =  L, 

y-Fr-H>X=My 

Pl  U*-GX -/>  =  #; 


f*)X+  (G-CT)  ft  +  {ff-  H')v  =  0. 
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woraus    [11]    £i  +  W  +  O  =  0  folgt ; 

nnd  es  werden  die  erhaltenen  vier  Gleichungen r 

11  J  10  =  ^  +  ^  +  6?. 
Hieraus  flieset: 

r«w  =    (^  +  ^  +  ^)£  wegen  [iit 

nnd   rfarans    in  Verbindung  mit  der  vierten  der  GIci- 
cbunge*  [12]: 
|14]  uHMb-Wi)  +  B(NX-' Lv)  +  C{Ln— Ml) 

^(M  +  Bfi  +  C^O, 
wozu  noeh  die  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  Ten  [tl] 
unmittelbar  folgende  Gleichung  kommt: 

[151    4L  +  BM+CJV=iO. 
Somit  habcfn  wir  noch  £,  ij,  C,  also  auch  xlfyiy%iy 
eliminirt  und  dadurch  awei  Gleichungen  zwischen  l*/*,* 
erhalten,  von  denen,  weil  L>MyNyO  selbst  homogene 
lineare  Functionen  von  Xyft9v  sind  [9],  die  Gleichung 
[14]  eine  homogene  Gleichung  vom  zweiten,  und  [15] 
eine  homogene  Gleichung  vom  ersten  Grade  ist.    Neh- 
men wir  daher  für  den  Augenblick  an,  dass  die^hnreh 
die  Cosinus  \y  ^  *  ihrer  Richtung  nach  bestimmte  Axe 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinftten  gehe,  so  kön- 
nen wir  1,  fi9  v  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  der 
Axe  betrachten,  und  alsdann  ist  [14]  die  Gleidning  ei- 
ner Kegelfläche,  welohe  im  Anfangspunkte  ihre  Spitse 
hat,  [15]   aber   die  Gleichung   einer   durch  denselben 
Punkt,   also  durch  die  Spitze  des  Kegels,   gehenden 
Ebene.    Je  nachdem  nun  jene  Kegelfl&ohe  nnd  diese 
Ebene  sich  schneiden,  welches  Upiner  in  zwei  Geraden 
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geschieht,  oder  bloss  den  gedachten  Punkt  gemein  ha- 
Wb,  ist  die  Lösung  innerer  Aufgabe  möglich,  oder  un- 
m%Bofc,  und  im  ersten  Falle  wird  die  Richtung  jeder 
dir  Weiden  Dbrehschnittsfinieif  die  Richtung  der  ge- 
suchten Axc  seyir  können,  so  dass  es  daher  entweder 
xstei  Hauptaxen  der  Drehung  y  die  autk  zusammen- 
ßdlen  JhSmten9  oder  gar  keine  giebt. 

■et  man  die  inr  möglichen  Falle  doppelt  vorhandenen 
Wertfee  der  Verhältnisse  zwischen  A,  p,  v  bestimme,  so 
freien  sitJh  mittelst  [13]  die  »«gehörigen  Werfhe  von 
J,  1[9  £  Diese  Werfte,  zwischen  denen  die  Gleichung 
(If)  obwaltet,  in  [M]  substitnirt,  erhält  man  zwischen 
*itjr»si  iW  Gleichungen,  ton  denen  ans  je  zweien 
Ar  dritte  folgt,  also  die  Gleichungen  für  eine  gerade 
Udo,  in  Welcher  der  eine  Angriffspunkt  (x,,^,«,) 
«Inifelge  [0f  anch  der  andere  [^,y2)*2]  enthalten 
ist  Diese  mit  der  Richtung  (\>  p,  ?),  wie  gehörig,  par- 
sDde  Linie  Ist  demnach  die  gesuchte  Bauptaxe.  In 
ihr  kflnnen  die  zwdi  Angriffspunkte  willkShrlicb  genom- 
Ma  werden,  da  zur  Bestimmung  ih#er  Coordinaten 
ktiae  Gleichungen  weiter  rorhanden  sind. 

Die  in  den  zwei  Punkten  anzubringenden  Kräfte 
«geben  sich  jtffef  amr  [7]  und  [2].  Erstere  Gleichungen 
gsbffrea,  wenn  man  X29Y2,Z2  als  Goordinaten  bo- 
mbtet, einer  geraden  Linie  an,  welche  die  durch. 
l^UfT  Bestimmte  Richtung  hat  Construirt  man  daher 
<Bt»e  Linie,  indem  man  C*t»jr2»»,)  zum  Anfangspunkte 
itr  Ceordinaten  ninnnt,  so  wird  jede  von  (^2>y^z2) 
Ui  sa  einem  Punkte  der  Linie  gezogene  Gerade  die 
Iftft  (X„  Y„  £,)  versteifen  können.  — *  Die  andere 
Kraft  (JT,,  Y^Z,)  ist  hierauf  durch  die  Gleichungen 
(*]  rolliomiaen  bestimme. 


272  Krtter  TheÜ.    Achtet  Kapitel* 

*.  140. 
Um  die  Jetzt  vorgetragene  Theorie  duroh  eis  Bei* 
spiel  zu  erläutern,  wollen  wir  sie  auf  den  möglich  ein- 
fachsten Fall  anwenden  und  für  ein  nur  aus  zwei  Kr&f* 
ten  bestehendes  System  die  zwei  Hauptaxen  zu  be- 
stimmen suchen. 

Seyen  demnaoh  (X>  Y,  Z),  (X\  T9  ZT)  die  beiden 
Kräfte  des  Systems  und  {x,  y,  x),  (*/,  y',  */)  ihre  An* 
griffspunkte«  Zur  möglichsten  Abkürzung  der  Rechnung 
werde  die  Ebene  der  x9y  so  gelegt ,  dass  die  erstem 
Kraft  in  ihr  enthalten  und  die  leMere  mit  ihr  parallel 
ist,  und  daher  *,  Z,  Z' = 0  sind.  Zum  Anfangspunkte 
der  Goordinaten  nehme  man  den  Angriffspunkt  der  er* 
sten  Kraft  selbst  und  setze  daher  noch  xyy=Q*  Die 
noch  willkührliche  Ebene  der  x,  x  lege  man  durch  den 
Angriffspunkt  der  zweiten  Kraft,  woduroh  3^=0  wird» 
Hiermit  ergeben  sich  nach  [1]  : 

A  =  X  +  X',  B=Y+T,  €=0, 
F  =  0  >G=*fX?    >H=x'T, 

F=xfY'     ,  €T  =  0         ,1^=0, 
/  =  0  ,g=A  =  x'X'-9 

und  hieraus  weiter  nach  [9]: 

L  =  -H^  M=Ati,  /V  =  Av  —  GX  —  F'th 
0  =  —  F'X+Gfi  +  B>. 
Wie  man  leicht  findet,  reduciren  sich  damit  und 
wegen  £=0  die  zwei  aufzulösenden  Gleichungen  [14] 
und  [15]  zwischen  X,  p,  v  auf: 

(AF  —  BG)  (X* +/**)  —  (AH—  B/>)\*=dy 

{Aff—BA)fi=0] 
und  wenn  man  darin  für  AfB>  G,  ff,  F\  k  ihre  Werthe, 
duroh  X} . . .  af  ausgedruckt,  setzt: 

II (-XT'— X'Y)sf(*=Q. 
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Im  Allgemeinen,  d.  h.  ohne  Voraussetzung  einer 
Beschaffenheit  des  Systems,  ist  daher  zu- 
Mgett: 

Hiermit  wird  I.  im  Allgemeinen: 

tfX1  —  xXv=*H,  also 
entweder  1=0,  oder  %'X  —  ^V=0. 
FBr  die  eine  der  beiden  Hauptaxen  sind  daher 
1=0,  p=0,  nnd  mithin  ?=1; 
■r  die  andere  aber  verhalten  sich 

Die  eine  Hauptaxe  steht  daher  auf  der  Ebene  der 
jfyfy  d.  L  auf  einer  mit  den  beiden  Kräften  parallelen 
Ebene,  rechtwinklig,  nnd  die  andere  ist  parallel  mit 
Air  Geraden  durch  die  Angriffspunkte  (0, 0,  0)  und 
(*,0,*)  der  beiden  Kräfte, 

Die  Gleichungen  selbst,  welche  den  Hauptaxen  zu- 
gehftren,  lassen  sich  nun  folgendqrgestalt  finden.  Mit 
Anwendung  der  Werthe  0, 0, 1  für  X,  p,  v%  reduciren  sich 
is  für  gegenwartiges  iSjstem  bereits  bemerkten  Werthe 
isa  £, ..  O  auf: 

Z,=0,  üf=0,  N=h,  0=H. 

Hiermit,  und  weil  C=0,  werden  die  Gleichungen  [12] : 

0=C,  A=Jtv  —  Äg,  ff=M+Bfi- 

Die  Gleichungen  [10]  werden:  £=—ylif]=x  „$=(), 
ai  man  erhält  damit: 

A^Ax.+By,,  JI=-Ayi+Bxl9 

di  die  Gleichungen  der  einen  Hauptaxe.  Sie  gehören 
Aer  Geraden  an,  welche  die  Ebene  der  x,y  reobt- 
•■klag  in  dem  Punkte  schneidet,  dessen  Coordinaten 

'      Ah  +  BH  Bh—AH 

*%  "" Är+Br9  y l *■  A%  +  £* 

18 
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sind,  und  man  erkennt  bei  Vergleiohung  derselben 
den  Formeln  in  f.  135.,  dass  dieser  Punkt  kein  m 
rer,  als  der  Mittelpunkt  des  auf  die  Ebene  der  J 
projioirten  Systems  ist.  Denn  die  dortigen  A9  2 
haben  hier  die  nämliohe  Bedeutung,  und  4m  den 
Ar,=2(xY—yX))  ist  einerlei  mit  dem  hiesigen  H— 
z=&,  weil  H'=Q  ist. 

Was  die  andere  Hauptes*  anlangt,  Ihr  w»l 
p  =  0ist,  und  sieh  \%vwa*x'  xtfy  also  nach  ==A 
verhalten,  so  werden  damit: 

Z  =  0,  Jlf=0,  ^«0; 
folglich  nach  [13]:  $  =  •,  «7  =  0,  £«•} 
und  hiermit  naeh  [10]:  y,=sü,  *v*—%y=m% 
welches  die  Gleichungen  für  eine  Gerade   sind, 
duroh  die  Punkte  (0,6,0)  und  (x',0,*'),  ü-  *■* 
Angriffspunkte  der  beiden  Kräfte,  geht 

Em  nur  aus  xwei  Kräften  bestehendes  Sys 
hat  demnmeh  im  Allgemeinen  xuei  verschiedene  Mm 
tuten.  Die  eine  derselben  steht  nermal  emf  ei 
Ebene,  welche  mit  den  beiden  Kräften  parallel 
und  trifft  diese  Ebene  in  dem  Mittelpunkte  der  * 
auf  die  Ebene  rechtwinklig  projicirten  Kräfte,  j 
andere  Hauptaxe  geht  durch  die  Angriffspunkte 
beiden  Kräfte. 

Ausnahmen  hiervon  finden  statt: 

1)  Wenn  o/=r0  ist,  d.  h.  wenn  die  Gerade  du 
die  beiden  Angriffspunkte  auf  jeder  der  beiden  Krl 
normal  steht.  Denn  damit  wird  die  Gleichung  DL  i« 
tisch,  und  I.  reducirt  sich  auf  X*  +  fi%  =0;  Mgfleb 
immer  1  =  0,  p=0,  *  =  1.  In  diesem  Falle  ooinetdi 
also  die  beiden  Hanptazen  mit  jener  Geraden« 

2)  Wenn  x  und  x  zugleich  3=0  sind,  d.  h.  w 
zwei  Kräfte  einen  gemeinschaftlichen  Angrifftpti 
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Alsdann  werden  die  Gleichungen  I.  und  II.  für 
e  Verhältnisse  zwischen  J,  (*,  v  erfüllt,  und  jede  durch 
**>  gemeinsamen  Angriffspunkt  gebeude  Gerade  besitzt 
tue  Eigenschaft  einer  Üauptaxe. 

3)  Wenn  X\':=X'Yi  d.  h.  wenn  die  zwei  Kräfte 
sandlrle  Richtungen  haben.  Denn  auch  hier  bleiben 
£•  Verhältnisse  zwischen  JL,p,y  unbestimmt,  uud  jede 
thrrch  den  .Mittelpunkt  der  zwei  parallelen  Kräfte  ge- 
legte Gerade  ist  eiue  Bauptaxc. 

Ist  ='  allein  =  0,  hat  man  also  zwei  einander  nicht 
parallele  auf  zwei  verschiedene  Punkte  in  einer  und 
derselben  Ebene  wirkende  Kräfte,  so  redueirt  sich  I. 
auf  i>  =  0,  und  es  ist  folglich  entweder  2=0,  n—O, 
.=i,  oder  A=l,  /<=0,  »=0.  In  diesem  Falle  giebt 
•f  daher,  wie  im  Allgemeinen,  uud  wie  auch  zu  erwar- 
trs  stand,  zwei  Bauptaxeu.  Die  eine  derselben  ist  ein 
auf  der  Ebene  der  Kräfte  in  dem  Mittelpunkte  der 
btitern  errichtetes  Perpendikel;  die  andere  ist  dieVer- 
biauungsliuie  der  beiden  Angriffspunkte  (0,0,0)  und 
'r>0, 0),  und  fällt  daher  jetzt  mit  der  Axe  der  x  zu- 


f  141. 

Pas«,  wenn  ein  der  Wirkung  nur  zweier  Kräfte 
ulerworfcner  Körper  um  eiue  der  beiden  im  vorigen 
f  gefundeneu  Axen  gedreht  wird,  die  zwei  Kräfte  gleieb- 
virkrnd  mit  zwei  an  der  jedesmaligen  Axe  selbst  an- 
brachten Kräften  bleiben,  die  von  unveräuderl icher 
Life  und  Intensität  sind,  dies  ist  für  die  Axe,  welche 
•Well  die  Angriffspunkte  der  zwei  gegebenen  Kräfte 
gtat,  von  selbst  klar.  Dass  aber  dasselbe  auch  für 
■*  andere  Axe  gilt,  welche  auf  der  mit  beiden  Kräften 
ftrallrleu  Ebene  normal  steht,  erhellet  ohne  Hülfe  des 
Calculs  auf  folgende  Weise. 

18» 
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Seyen  />«  und  W  (Figv44.)  die  beiden  Kräfte, 
P  und  F  ihre  Angriffspunkte,  JlfiV  eine  durch  PQ 
gelegte  und  mit  PQ!  parallele  Ebene.  RS  sey  die 
rechtwinklige  Projeotion  von  P*Q!  auf  MJV9  und 
RT=SR  in  der  Verlängerung  von  £Ä  Ton  jPI0 
und  ÄS  sey  A  der  Mittelpunkt  und  ^F  die  Resultante. 
Alsdann  sind  bei  der  Drehung  um  eine  in  A  aaf  MH 
normal  errichtete  Axe  AB  die  Kräfte  />ß  und  P*(t 
gleichwirkend  mit  PQ,  RS,  F&  und  RT9  also  gleich- 
wirkend  mit  der  an  der  Axe  selbst  angebrachten  Krall 
AF  und  dem  Paare  F@,  RT.  Da  die  Angriffspunkts 
P'j  R  der  Kräfte  dieses  Paares  in  einer  Parallele  aM 
der  Axe  AB  liegen,  so  bleibt  die  Ebene  des  Paares 
bei  der  Drehung  sich  parallel,  mithin  seine  Wirkaag 
nngeändert  und  eben  so  gross  als  die  Wirkung  eine« 
ihm  parallelen  Paares,  welches  dasselbe  Moment  haf^ 
und  von  deffeen  Kräften  die  Angriffspunkte  in  AB  fal- 
len. Sind  daher  BCy  AD  die  Kräfte  dieses  neun 
Paares,  so  sind  PQ  und  P(%  bei  der  Drehung  des 
Körpers  nm  AB  fortwährend  gleichwirkend  mit  den  an 
AB  selbst  angebrachten  Kräften  AF,BC9AD9  d.  i 
mit  den  zweien  AG,  BC,  wenn  AG  die  in  A  ange- 
brachte Resultante  von  AF  und  AD  ist. 

Wiewohl  nun  hiermit  auch  synthetisch  engesei 
worden,  dass  die  zwei  vorhin  durch  Analysis  gefundenen 
Axen  die  den  Hauptaxen  zukommenden  Eigenschaften 
besitzen,  so  erhellet  doch  aus  diesen  synthetischen  B+ 
traohtungen  noch  keineswegs,  dass  ausser  diesen  zwei 
Hauptaxen  keine  dritte  existirt  Eben  „dieser  Umstand 
aber  wird  uns  sogleich  zu  neuen,  für  die  Theorie  dei 
Hauptaxen  überhaupt  sehr  fruchtreichen,  Folgerung« 
hinleiten. 


Tm  du  Aren  du  Utnfcligawtcbu.  277 

*.  142. 
Auf  den  in  den  zwei  vorigen  $§.  nmständlieh  be- 
trachteten  Fall,  wenn  das  System  Dar  BUB  zwei  Krittlern 
sestcht,  lüut  hicIi  auch  der  zusammengesetztere  Fall 
iimiekfiihrcn,  wenn  alle  auf  den  Körper  wirkenden 
Kräfte  /*,/**, /*",.. .  einer  ond  derselben  Ebene  par- 
allel sind.  —  Man  ziehe  in  dieser  Ebene  zwei  unter 
Beliebigem  Winkel  sieb  schneidende  Gerade  und  zer- 
Irge  parallel  mit  denselben  jede  Kraft  in  ihrem  An- 
piffspnnktc  in  zwei  andere:  /'  in  X  und  F;  /*  in  X 
■d  1"';  n. 8.  w.  Von  den  parallelen  Kräften  A",  X', ... 
rache  man  den  Mittelpunkt,  welcher  ../  heisae;  eben 
w  von  den  parallelen  Kräften  den  Mittelpunkt  VA  und 
•etzenoch  X+X'  +  ...  =  X,  und  Y+Y'  +  ...=  Tl. 
AlwUna  sind,  wie  auch  der  Körper  verrückt  werden 
sag,  die  Kräfte  P,P\...  glcichwirkend  mit  den  Kräf-  • 
In  -Y.  A", ...-,  )',  )',..-,  und  difiBO  immer  gleichwjr- 
lead  mit  den  Kräften  AT,  und  )',,  deren  Angriffspunkte 
rtap.  A  ond  B  sind.  Dieselben  zwei  Unuptnxen,  welche 
irm  Syiteme  der  zwei  Kräfte  A",  und  1",  zukommen, 
amaen  folglich  auch  den  K ruften  /',/*',...  angehören. 
Dia  eine  Uauptaie  der  Kräfte  J\  P*3...  ist  daher  --///; 
an  andere  steht  auf  der  Ebene,  mit  welcher  die  Kräfte 
vtrallel  aind,  normal  und  trifft  diese  Ebene  in  dem 
Mittelpunkte  der  uuf  sie  projicirten  Kräfte  X,  und  >",, 
Mtr,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  dem  Mittelpunkte 
aar  auf  die  Ebene  projicirten  Kräfte  /* /*",... 

Ausser  diesen  zwei  Hanptasen  giebt  es  keine  dritte. 
Wie  datier  auch  in  der  Ebene,  mit  welcher  P, /*',..- 
parallel  sind,  die  zwei  Geraden  gezogen  werden,  mit 
•MD  parallel  jede  Kraft  P  in  zwei  andere,  X  und  >', 
Hriegt  wird,   so   muss  doch  immer  der  Mittelpunkt  <4 
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der  parallelen  Kräfte  X,^,...  und  der  Mittelpunkt j 
der  parallelen  Kräfte  YyY'y...  in  eine  und  dieeelb 
Gerade  fallen. 

f.  143. 

Wir  sind  hiermit  anerwarteter  Weite  zu  mmm 
merkwürdigen  Satze  gelangt,  der,  unabhängig  von  dei 
Begriffe  der  Gleichgewiohtsaxen,  sioh  auch  ohne  2b 
hülfenahme  der  Theorie  derselben  beweisen  lassen  man 
Wir  wollen  diesen  Beweis  zuerst  für  den  einfachere 
Fall  führen,  wenn  die  Kräfte  in  einer  Ebene  enthalte 
sind,  wo  der  Satz  folgendergestalt  lauten  wird: 

Hat  man  ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebes 
und  »erlegt  jede  Kraft  an  ihrem  Angriffspunkt 
parallel  mit  zwei  einander  nicht  parallelem  JUek 
fangen  in  der  Ebene  in  zwei  andere ,  so  ist  die  Cft 
rode,  welche  die  xwei  Mittelpunkte  der  mit  der  eins 
und  der  mit  der  andern  Richtung  parallelen  Krifk 
verbindet i  immer  dieselbe,  wie  auch  die  meei  est 
schneidenden  Richtungen  in  der  Ebene  genowum 
seyn  mögen;  oder,  wie  dieser  Satz  auch  noch  ansgi 
drückt  werden  kann: 

Werden  durch  die  Angriffspunkte  in  einer  Ebm 
'wirkender  Kräfte  Parallelen  mit  einer  beliebig* 
Richtung  in  der  Ebene  gezogen  und  auf  diese  Bm 
allelen  die  Kräfte  durch  Parallelen  mit  einer  ander 
Richtung  in  der  Ebene  projicirt9  so  ist  der  Ort  d 
Mittelpunkts  der  proßeirten  Kräfte  eine  germ 
Lerne. 

Beweis.  Zuerst  ist  klar,  dass,  wenn  mehr« 
parallele  Kräfte  JC,  X\ . . .,  mögen  sie  in  einer  Bbei 
enthalten  seyn,  oder  nicht,  auf  Linien  projidrt  werde! 
die,  mit  irgend  einer  andern  Richtung  parallel, 


■  -r  h 
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i«  Angriffspunkte  der  Kräne  gelegt  sind,  die  projicir- 
trn  Kräfte  £,£",...  denselben  Mittelpunkt  /,  als  die 
entern  Kräfte,  Laben.  Dies  folgt  sogleich  daraus,  dass, 
em  den  Mittelpunkt  eines  Systems  paralleler  Kräfte  in 
Wide»,  es  schon  hinreicht,  die  Angriffspunkte  der  Kräfte 
«ad  die  Verhältnisse  ihrer  Intensitäten  zu  einander  zu 
kennen.  Die  Kräfte  X,  A",  . . .  haben  aber  mit  resp. 
s,  JT, . . .  einerlei  Angriffspunkte,  und  vermöge  der 
Katar  der  Projectionea  stellen  letztere  Kräfte  in  den- 
selben Verhält n iseen  tu  einander,  wio  die  erstem ; 
Mgfioh   M.  8.  V. 

fWyca  nun  P,  P",. .  .  mehrere  Kräfte  in  einer 
Ebene  von  beliebigen  Richtungen.  Man  zerlege  jede 
•meinen  in  ihrem  Angriffspunkte  parallel  mit  zwei 
titer  beliebigem  Winkel  sich  schneidenden  Richtungen 
■  zw«:  P  in  X  und  Y,  P*  in  X'  und  1",  ete.  und 
wt  tsh  den  parallelen  Kräften  X, X\  ...  der  Mittel- 
paakt  A,  von   1,  1 ', ...  der  Mittelpunkt  B. 

Ka>  ziehe  durch  die  Angriffspunkte  Parallelen  mit 
tiaer  wtllkübrlichen  dritten  Richtung  in  der  Ebene  und 
projieireaui  sie  süminlliohe  Kräfte  /',/*',...;  X>X',.,.; 
V,  1 ', . . .  durch  Parallelen  mit  irgend  einer  vierten 
Richtung.  Heisseu  diese  Projectionen  resp.  11,11',,..; 
S.F,...;  H,H\...  Alsdann  fallen  n,B,H  in  dic- 
•tlbe  Gerade,  haben  mit  /*  einerlei  Angriffspunkt  und 
*  i*tt  weil  X  und  1",  P  zur  Resultante  haben,  iL  die 
aeaoltaute  von  S  und  H  (f  40.),  folglich  il  =  £+if. 
Daaselbe  gilt  auch  von  den  Projectiunen  der  übrigen 
Kräfte  />",...  Das  System  der  Kräfte  J7,  Jj%  . . ,  ist 
«bar  ganz  identisch  mit  dem  System  S,  /',  £",  II',  . . . 
■ad  hat  mit  Jim  einerlei  Mittelpunkt.  Nach  dem  vor- 
las Beaatrkteu  ist  aber  der  Mittelpunkt  von  S,  fi",  . .  ■ 
•iaerlai  aait  dem  Mittelpunkte  A  von  A',  A", ...,  und 
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der  Mittelpunkt  von H9Et ...  einerlei  mit  dem  Mittel» 
punkte  B  von  F,  Y\...  Der  Mittelpunkt  von  B,  fff 
Hylty...  in  Vereinigung,  d.  i.  der  Mittelpunkt 
IZ,  rt9 . . .,  f&Ut  folglieb  immer  in  die  Gerade  AB,  wel- 
ches auch  die  Richtung  seyn  mag,  mit  welcher  ITylT,... 
parallel  laufen. 

f  144. 

Es  lässt  sioh  schon  voraussehen,  dass  der  Sali 
des  vorigen  f.  auch  auf  ein  System  von  Kräften  im 
Räume  sieh  ausdehnen  lassen  und  hier  also  lauten  wirdi 

Zieht  man  durch  die  Angriffspunkte  nach  be- 
liebigen Richtungen  im  Räume  wirkender  Kräfte 
Parallelen  mit  irgend  einer  Richtung  (p)  und  pre- 
jicirt  darauf  die  Kräfte  durch  Limen>  welche  einer, 
und  derselben  Ebene  parallel  sind,  sd  ist  der  Ort  des 
Mittelpunkts  der  projicirten  Kräfte  einer  Eibesse. 

Der  Beweis  hiervon  ist  dem  vorigen  ganz  ahi|s#f 
Sey  P  eine  der  Kräfte  des  Systems.  Man  zerlege  sie 
in  ihrem  Angriffspunkte  parallel  mit  drei  beliebigst 
*Axen  in  JE,  F,  Z>  und  verfahre  eben  so  mit  jeder  der 
übrigen  Kräfte.  Seyen  resp.  A,  B  und  C  die  Mittel- 
punkte der  parallelen  Kräfte  Xy  der  parallelen  T  und 
der  Z. 

Die  Projectionen  von  P,  X9  F,  Z  auf  die  durch  des 
gemeinschaftlichen  Angriffspunkt  dieser  vier  Kräfte  mit 
der  Richtung  p  gezogene  Parallele  seyen  12,  &9  H,  ¥, 
so  ist  n=S+H+%  und  daher  der  Mittelpunkt  aller 
JZ  einerlei  mit  dem  Mittelpunkte  aller  S,  Y  und  V. 
Zufolge  des  Satzes,  welcher  gleich  zu  Anfange  des 
Beweises  im  vorigen  §•  aufgestellt  wurde,  haben  aber 
die  Kräfte  S  denselben  Mittelpunkt  A,  welcher  de« 
Kräften  X  zukommt,  und  eben  so  sind  B  und  C  die 


HR 
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Mittelpunkte  tler  Kräfte  H  und  der  Kräfte  V.  Folglich 
hm  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Projectioneo  II  mit 
J,  ff,  C  \a  einer  Ebene  liegen. 

§.  145. 
Den  in  den  zwei  vorigen  §$.  bewiesenen  Sätzen 
■tmass,  wollen  wir  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in 
Her  Ebene  die  Gerade  der  Ebene,  in  welche  der  Mit- 
telpunkt der  mit  irgend  einer  Richtung  parallelen 
Protection  en  der  Kräfte  immer  zu  liegen  kommt, 
lit  Cvntrallinie,  und  bei  Kräften  im  Räume  die 
Ebene,  in  welche  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Pro- 
jektionen stets  fällt,  die  Contralebene  des  Sy- 
Kernt  nennen. 

Jede«  System  von  Kräften,  —  nur  darf  es  weder 
a  Gleichgewichte  seyn,  noch  sich  auf  ein  Paar  reduci- 
im,  —  hat  daher,  je  nachdem  es  in  einer  Ebene  oder 
im  Räume  enthalten  ist,  eine  Centrallinie  oder  eine 
C«ntralebene.  Doch  kann  es  auch  gesohehen,  das* 
V-i  einem  Systeme  in  einer  Ebene  die  Mittelpunkte  -/ 
Md  ff  ron  den  -V  und  den  V,  also  auch  die  damit 
iienttseben  von  den  S  und  den  //,  zusammenfallen,  und 
Mer  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Projoctionen  IT 
unner  derselbe  Punkt  ist,  und  dass  bei  einem  System 
m  Räume  die  Punkte  A,  ff,  C  wo  nicht  coinoidtren, 
wob  in  eine  Gerade  zu  liegen  kommen,  und  folglich 
Or  Mittelpunkt  der  parallelen  Projectionen  immer  in 
•melbet  Gerade  fällt. 

Letzteres  geschieht  nnter  andern,  wenn,  wie  in  $. 
U.\,  die  Kräfte  des  Systems  einer  und  derselben  Ebene 
parallel  sind.  Denn  hier  kann  jede  Kraft  nach  zwei 
■it  der  Ebene  parallelen  Richtungen  in  zwei  andere, 
folgbeh   das  ganze  System   in  zwei  Systeme  paralleler 


Keifte  Beilegt  werden,  und  es  geigt  sieh  dam  wie  j 
Vorigen,  data  mit  den  Mittelpunkten  dieser  swci  fl 
steine  der  Mittelpunkt  der  nach  irgend  einer  «ade 
Richtung  projicirten  Kräfte  des  ursprünglichen  Sjatei 
immer  in  einer  Geraden  liegt 

Bei  einem  Systeme  mit  einer  Ebene  parallel 
Kräfte,  desgleichen  bei  Kräften,  die  in  einer  m 
derselben  Ebene  wirken,  ist  demnach  die  Centralis* 
des  Systeme  die  eine  Hauptaxe. 

f  146. 

Bei  einem  Systeme  Ten  Kräften  im  Ranne  ist 
der  Centralebene  des  Systems  eine  Linie  noch  heeonds 
zu  beachten.  Zerlegt  man  nämlioh  jede  Kraft  P 
Xy  F,  Z  parallel  mit  drei  Axen  x,  y,  x,  tos  denen 
auf  der  Centralebene  normal  ist,  x  und  y  aber  im  d 

i 

Ebene  selbst  liegen,  und  sind  A  und  B  die  Mittelpunk 
aller  X  und  aller  Y,  so  werden  diese  Punkte  im» 
in  dieselbe  Gerade  der  Bbeqe  fallen,  wie  auch  die  Ajm 
x  und  y  in  der  Ebene  genommen  seyn  möge»,  in  d 
Centrallinie  nämlich  der  mit  derselben  Ebene  parallel* 
Kräfte  (Xy  F,0),  (JT,  F',0),  etc.  Heisse  diese  G 
rade  die  Centrallinie  der  Centralebene« 

Auf  gleiche  Art  wollen  wir  auch,  wenn  von  dl 
mit  der  Centralebene  parallelen  Kräften  X,  X\...  ai 
Ty  T*,k..  die  einen  auf  der  Centrallinie  normal f  d 
andern  mit  ihr  parallel  genommen  werden,  den  Mitte 
punkt  der  mit  der  Centrallinie  parallelen  Kräfte  de 
Centralpunkt  der  Centrallinie  nennen« 

f  147. 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zunächst  auf  ein  S; 
Ton  Kräften  Pf  P9 ...  in  einer  Ebene  s* 
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nachdem  jede  Kraft/9  parallel  rah  zwei  recfat- 
Ooerdinatenaxen  in  X  und  T  zerlegt  worden, 
flt  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  -X,  a^,  y,  and 
it  Ooerdlmtm  des  Mittelpunktes  der  Y9  =p'9  /.  Als- 
(#.108.) 


#       **•*  ■»      # 


Die  Gerade  durch  die  Punkte  (p9  y)  und  (//,  /) 
et  die  Centrallinie  des  Systems.  Nehmen  vir  sie  zur 
Axe  der  jr,  so  werden  y  und  /  =  0,  also  2yX=0 
2yY=Q,  und  der  Centralpunkt  des  Systems  ist 
Mittelpunkt  (/>,  0)  der  jetzt  mit  der  Centrallinie 
parallel  laufenden  X  Wir  wollen  ihn  zum  Anfangs- 
der  Coordinaten  wählen,  und  daher  nooh  p=0> 
2xX=0  setzen.  Hiermit  wird  k=2(xX+yY)=0, 
die  Ausdrücke  in  f.  125.  für  die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  der  Kräfte  P,  /*,...  reduoiren  sioh  auf 

BN  _  —  AN 

*i;=sA*+B2'  *l~ A*  +  B*' 

vs  A=2X,  B=2Y  und  N=2xY.  Es  folgt  hieraus: 

Axl+Byl=0> 

veraas  wir  ersehen,  das*  bei  einem  Systeme  von  Kräf- 
tm  im  einer  Ebene,  die  durch  den  Centralpunkt  (0, 0) 
md  den  Mittelpunkt  (xny{)  der  Kräfte  d.  i.  den 
Dmrekeeknitt  der  einen  Hauptaxe  mit  der  Ebene  ge- 
fibrte  Gerade  die  Resultante  (A>  B)  der  Kräfte 
rechtwinklig  eckneidet.  Die  andere  Hauptaxe  ist,  wie 
ubta  bemerkt  worden,  die  Centrallinie  selbst 

8e  wie  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in  einer 
dto  beiden  Hauptaxen  mit  der  Centralknie  and 
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dem  Centralpunkte  in  genauer  Verbindung  stehen,  ee 
laset  «ich  erwarten,  dasi  auch  bei  einem  Systeme  rm 
Kräften  im  Räume  eine  solche  Verbindung  statt  finden 
und  sich  daher  unsere  Rechnung  sehr  yereinfaehe* 
werde,  wenn  wir  bei  der  Wahl  der  Coordinatenaxs* 
die  Centralebene*  die  Centrallinie  und  den  Centralpunkt 
zum  Grunde  legen. 

Sey,  wie  im  Vorigen,  jede  Kraft  P  des  Systems 
in  ihrem  Angriffspunkte  (**,  y,  x)  in  drei  Kräfte  X,YyZ 
nach  den  Richtungen  dreier  sich  rechtwinklig  schnei* 
denden  Cöordinatenaxen  zerlegt,  und  seyen  in  Bezug 
auf  dieses  Coordinatensystem  (/>,  y,r),  {p\^9r*)  und 
(/>",  ♦/',  r")  die  resp.  Mittelpunkte  der  einander  par- 
allelen Kräfte  -X,  der  Kräfte  Y  und  der  Kräfte  £ 
Alsdann  ist  mit  Anwendung  der  Bezeichnungen  [lj: 


P~   2X~       2A      > 


_  _  H'       _  SxX      6 

9~  SX~  JT>    r—'2X^sA% 


und  eben  so  findet  sich: 


P  —  7?>  f  —  c>  r  —      IC     ' 

Wir  vollen  nun  das  Coordinatensystem  so  gelegt 
annehmen,  dass  erstlich  die  Ebene  der  x,y  mit  der 
Centralebene  zusammenfallt,  und  dass  daher  rir'yt,'=s9 
sind.  Da  hiermit -die  Kräfte  Z  auf  der  Centralebene 
normal  stehen,  so  ist  die  Gerade  durch  (/»»ftO)  und 
(p'y  «/,  0)  die  Centrallinie;  sie  werde  zur  Axe  der  s 
genommen  und  daher  <j,q'=0  gesetzt.  Endlich  werde 
der  Centralpunkt,  der  jetzt  {p>  0, 0)  zum  Ausdruoke  bat, 
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Anfangspunkte  der  Coordinaten  gewählt,  wodurch 

pT 0  wird. 

Bei  dieser  im  Allgemeinen  immer  möglichen  An- 
Coordinatensjstenis  sind  also  p>  fy  r,  /,  r\  r" 
t  =  0«    Es  folgt .  aber  ms  der  Nullität  von 

F=0,  0=0,  ZJ'^O, 

md  daraus,  dass  />, /,r"  =  0  sind: 

/=0,  $>=0,A  =  0. 

Hiermit  ziehen  sich  die  Werthe  [9]  der  vier  Hiilfs* 
grossen  L,...0  zusammen  in: 

0  =  Fli—G'n  +  lIy> 

ad  die  zwei  Gleichungen  {14]  und  [15]  für  die  Ver- 
■tttnisse  zwischen  X,  ji,  v  werden  nach  Substitution  die- 
m  Werthe: 

IUI    AFX*—(B0—CH)ii*  +  {AF—B0+CH)iß* 

+AHvX-{AG'—ßF)Xn=*0, 

[WJ    AHn  +  (AG'+BF)v=0. 

Letztere  Gleichung  kann  als  eine  Gleichung  zwi- 
schen rechtwinkligen  Coordinaten  X,  p,  v  für  die  Ebene 
Mgesehen  werden,  welche,  durch  den  Anfangspunkt 
i*  Coordinaten  gelegt,  mit  den  beiden  Hauptaxen  par- 
•W  ist  (§.  139.).  Da  in  dieser  Gleiohung  der  Coeffioient 
»»1=0,  und  folglich  die  Axe  der  xy  d.  i.  die  Cen- 
biBinie,  in  dieser  Ebene  enthalten  ist,  so  sohliessen  wir: 

Bei  einvm  Systeme  von  Kräften  im  Räume  sind 
ü*  wmei  Hauptaxen  der  Drehung  und  die  Central» 
Um  einer  und  derselben  Ebene  parallel. 

Am  4er  Gleiohung  N=  0  folgt  nooh  in  Verbindung 
•M|12)s  An  —  ß{=0.    Für  den  DorehMhiiitt  einer 
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dar  beiden  Hanptaxen  mit  der  Ebene  der  *»,  jr  ed 
der  Centralebene  ist  %x  es  0,  und  daher  naefc  [II 
{s=— ytyf  fi^=sxxp.    Hiermit  wird  jene  fileftokaag: 

Die  Linie  durch  den  Centralpnnkt  (0,  0, 0)  und  A 
gedachten  Durchschnitt  (4^,  yt,  0)  macht  folglich  ■ 
der  Projection  von  (A,  2?,  C)  auf  die  Centralebene,  al 
auch  mit  (A>  B9  C)  selbst,  einen  rechten  Winkels  m 
da  dasselbe  auch  von  der  andern  Hauptaxe  gilt,  i 
folgern  wir: 

Die  Punkte,  in  denen  die  beiden  Hauptaxen  d 
Centralebene  schneiden,  liegen  mit  dem  Centr alpunk 
in  einer  Geraden,  und  diese  Gerade  ist  normal  m 
der  Resultante  aller  Kräfte  des  Systems,  wen*  dem 
parallel  mit  ihren* Ricktungen  an  einen  und  densetbi 
Punkt  verlegt  werden. 

Man  sieht  ohne  Mühe,  dass  dieser  Säte  die  Brwe 
terung  Ton  der  in  f.  147  für  ein  System  in  einer  Ebei 
gefundenen  Eigenschaft  ist 


f  149. 
Ohne  uns  bei  der  nähern  Bestimmung  der  Lag 
der  beiden  Hanptaxen  länger  zu  verweilen,  wellen  w! 
noch  den  speoiellen  Fall  in  Untersuchung  ziehen,  wen 
die  Kräfte  des  Systems  eine  einzige  Kraft  zur  Reen 
tante  haben.  Die  Bedingungsgleichung  dafür  (§•  TL 
in  den  jetzigen  Zeichen  ausgedruckt,  ist: 

A(F—  F')  +  B{G—  €T)+C(B—  H*)=% 

die  «ich  bei  der  jetzt  angenommenen  Lage  4es  Coord 
natensystems,  wo  F,  Gy  ff'  =  0  sind,  in 

af—B€F+ch=** 

zusammenzieht.    Hiermit  wird  die  Gleichung  [lf°J: 
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AF(V—t**)+AHvX—{A€r—BF)Xtiu=1k 
Hhnnrirt  man  daraus  r  mittelst  der   tm?eriLndert 
tWbcnden  Gleichung  fiS*J,  so  kommt: 

l1*1    UJ  +       AF(A€T  +  BF)  X  ~ 1=sr°- 

Diese  Gleichung,  nach  ~  aufgelöst;    hat  immer 

teei  reelle  Wurzeln,  daher  denn  bei  einem  Systeme 
im  Kräften ,  welche  eine  einfache  Resultante  haben, 
li  immer  awei  reelle  Hauptaxen  der  Drehung  giebt. 

Nach  §.139.  ist  aber  die  Gleichung  y  t  X  —  jr,|u=J 
h  (ff|,  wenn  man  darin  für  £  seinen  Werth  ans  [13] 
abstitnirt,   die  Gleichung  der  Projeotion  einer  Haupt- 

die  Ebene  der  .r,y,  und  folglich  y  =  der  Tan- 

des  Winkels  dieser  Projection  mit  der  Axe  der 

«i    In  der  für  ~  erhaltenen   quadratischen  Gleichung 

kl  nm  das  Produot  aus  ihren  beiden  Wurzeln,  also 
im  Produkt  ans  den  Tangenten  der  Winkel,  welche 
it  Projectionen  der  einen  und  andern  Hauptaxe 
ait  der  Axe  der  x  machen,  =  —  1,  und  daher  die 
Ncreas  beider  Winkel  eiuem  Rechten  gleich,  d«  h* 
it  rechtwinkligen  Projectionen  der  beiden  Hauptaxen 
arf  die  Centralebene    schneiden   sich    anter    rechten 


%.  150. 

Um  Beck  andere  Eigenschaften  der  beiden  Haupt» 

am  eines  Systems,  welches  eine  einfache  Resultante 

Ist,  kennen  zu  lernen,  wollen  wir  die  Resultante  an 

4er  Coordinatenaxen,  eur  Ane  der  %  z.  B.,  wttüen. 


r—Fm*Q>  Cr—G~*Q,  H-H=Qy  A=%  4.0 


■   K 
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scyn,  indem  entere  drei  Gleichungen  die  tfedm£bngea 
ausdrücken,  unter  denen  die  Resultante  dureh  de*  Aa* 
fangspunkt  der  Coordinaten  geht  (§.  71.),  letztere  zwei 
aber  die  Bedingungen ,  unter  denen  die  Resultante  die 
Riehtang  der  Axe  der  %  hat    Hiermit  werden  [0]t 

Jb=fl—Bfi—Gv,  M^gii—Fr—Bl, 
JV=Ar—GX—Ffi,  a=0y 

und  damit  [14]  und  [15]:  Lp— ÄX=0  und  iV=0,  d.L 

hv—  GX  —  Fp  =  0. 

Die  Elimination  von  v  aus  diesen  zwei  Gleiohugea 
giebt: 

eine  Gleichung,  woraus  ähnlicher  Weise,  wie  ans  [Hb 
zu  schliessen,  dass  ein  System  mit  einer  einfachen  Re» 
sultante  immer  zwei  Hauptaxen  hat,  und  dass  die  Pre- 
jeetionen  dieser  Axen  auf  eine  die  Resultante  normal 
treffende  Ebene  (als  die  jetzige  Ebene  der  x9y)  sieh 
unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Die  Gleichungen  [12] ,  welohe  die  Lage  der  Haupt- 
axen  näher  bestimmen,  werden  jetzt: 

/,  =  —  Cti,  M=C%,  0  =  £ 

von  denen  die  dritte:  ?=0,  d.  i.  ytX — xlfi=Oy  zu  ee* 
kennen  giebt,  dass  jede  der  beiden  Hauptaxen  die  Axe 
der  Xy  d.  L  die  Resultante,  schneidet,  wie  auch  sehen 
ohnedies  einleuchtet  Denn  die  zwei  Kräfte  (X,,  Yiy  Zt) 
und  (XiyYtyZ2),  die,  an  den  Punkten  (x„y„i,)  und 
(x2,jf2,s2)  der  Hauptaxe  angebracht,  zur  Herstellung 
des  Gleichgewichts  und  zu  seiner  Erhaltung 
der  Drehung  um  die  Hauptaxe  erforderlich  sind, 


Tom  den  Axen  des  Gleichgewichts.  289 

einfachen  Resultante  des  Systems  das  Gleiohge- 
mafct  halten,  nnd  dieses  ist  nicht  anders  möglich,  als 
mu  sie  beide ,  nnd  folglich  auch  die  von  ihnen  ge- 
treffeae  Hanptaxe,  mit  der  Resultante  in  einer  Ebene 
Segen* 

Da  übrigens  die  zwei  Kräfte  bei  der  Drehung  des 
Körpers  um  die  Hauptaxe  ihre  Lage  nicht  ändern,  so 
wird  auch  die  Resultante  ihre  anfängliche  Lage  unver- 
iadert  behalten  und  mithin  die  Hauptaxe  fortwährend 
in  demselben  Punkte  schneiden. 

Zur  bessern  Uebersicht  wollen  wir  nooh  die  Er- 
gcbniMC  dieses  und  des  vorigen  f.  in  folgendem  Satze 
fereinigt  darstellen. 

Wenn  ein  auf  einen  freien  Korper  wirkende* 
System  vom  Kräften  eine  einfache  Kraft  xur  Resul- 
tante hat,  so  lassen  sieh  in  der  Richtfing  dieser  Kraft 
i  Punkte  und  xwei  durch  diese  Punkte  gehende 
angeben  von  der  Beschaffenheit)    dass,   wenn 

Korper  um  die  eine  oder  die  andere  Axe  ge- 
dreht wird,  während  die  Kräfte  auf  ihre  Angriffs- 
punkte mit  unveränderter  Richtung  und  Intensität 
sv  wirken  fortfahren,  das  System  mit  einer  einzigen 
Kraft,  die  mit  der  anfänglichen  ResultatUe  der  Lage 
und  Intensität  nach  idetUisch  ist,  gleichwirkend  bleut; 

folglich^  wenn  der  Körper  in  dem  einen  oder 

andern  jener  Punkte  defestigt  wird,  ein  Gleich- 
gewicht entsteht,  welches  durch  Drehung  des  Kör- 
pers um  die  dem  Punkte  zugehörige  Axe  'nicht 
mtfgehoben  wird. 

Diese  xwei  Axen   haben    übrigens    eine    solche 

9  dass  erstens  ihre  Projectionen  auf  eine  die 

normal  treffende  Ebene,  so  wie  zweitens 

Projectionen  auf  die  Centratebene,  sich  recht* 

19 


890  Bnter  TM1.    Achtes 

winklig  schneiden,  dass  drittens  eine  mit  dem  M» 
den  Axen  parallele  Ebene  zugleich  mit  dar  Central- 
linie  parallel  ist,  und das*  viertens  die  meei  Funkt*, 
in  denen  die  Centralebene  van  den  Axen  getroffen 
wird)  mit  dem  Centralpunkte  in  einer  Geradem  £#» 
gen,  weide  mit  der  Resultante  rechte  Winkd  bildet. 


f  151. 

So  wie  es  demnach  bei  einem  Systeme  paralleler 
Kräfte  in  dtr  im  Allgemeinen  ihm  zukommende*  ein- 
fachen Resultante  einen  Mittelpunkt,  d.  h.  einen  solches 
Punkt  giebt,  dass,  wenn  er  fest  gemacht  wird,  da*  da- 
durch entstehende  Gleichgewicht  bei  beliebiger  Drehung 
des  Körpers  um  diesen  Punkt  nicht  aufhört}  m  gfoftt 
es  ähnlicher  Welse  bei  einem  Systeme  nicht  pü  allste 
Kräfte,  welche  sich  auf  eine  einzige  Kraft  rtdaahtt 
lassen,  in  dieser  Resultante  zwei  solcher  Mittelp*afcfc| 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jedem  derselben  etas 
bestimmte  Axe  zukommt,  um  welche  der  Körper  g». 
dreht  wetden  muss,  wenn  das  duroh  Feetmacfaung  des 
einen  oder  des  andern  Pnnktes  erzengte  Gleichgewielt 
duroh  die  Drehung  nicht  aufgehoben  werden  aolL 

Ist  das  System  nicht  anders  als  auf  awei  Kräfte 
reducirbar,  so  reicht  es  zur  Herstellung  des  Gleichge- 
wichts nicht  mehr  hin,  einen  einzigen  Punkt  fest  m 
machen,  sondern  es  müssen  dann  zwei  in  den  lwei 
sultanten  genommene  Punkte,  oder  die  durch  di 
Punkte  gehende  Gerade,  unbeweglich  gemacht 
und  solcher  Geraden,  welche  zugleich  die  Eigenschaft 
besitzen,  dass,  wenn  der  Körper  um  sie  gedreht  «M^ 
das  Gleichgewicht  fortdauert,  und  dass  die  Dröekaagea, 
welche  sie  erleiden,  ihrer  Richtung  und  Stärke 
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ändert  bleiben ,  solcher  Axen  giebt  es  nach  f.  139. 
•der  zwei  oder  gar  keine. 

Wenn  dagegen,  was  ausdrücklich  noch  bemerkt 
Verden  muss,  bloss  dieses  gefordert  wird,  'dass  durch 
Befestigung  einer  Axe  des  Keepers  Gleichgewicht  ent- 
steht, nnd  dieses  Gleichgewicht  bei  Drehung  um  die 
Axe  fortdauert,  und  wenn  nicht  zugleich  Unveränderlich- 
keit  der  Richtung  und  Stärke  des  während  der  Drehung 
Ton  den  Kräften  auf  die  Axe  ausgeübten  Druckes  ver- 
langt wird,  so  kann  die  Axe  jeder  beliebigen  Richtung 
parallel  seyn. 

8ey  nämlich  JUN  (Fig.  42.)  eine  beliebig  gegebene 
Eben  ^  auf  welcher  die  Axe  normal  seyn  soll.  Nach 
fb  l&L  kann  dann  für  jede  Kraft  PQ  des  Systems  Sub- 
stitut werden:*" ihre  Projeotion  TU  auf  MN>  ihre  Pro- 
jeetion  PS  auf  eine  durch  P  mit  der  Axe  gezogene 
Parallele,  nnd  das  Paar  P1L>  TO%  von  dessen  Kräften 
fioAngrifspunkte  /*,  T  in  einer  Parallele  mit  der  Axe 
Ist  nun  die  Axe  fest,  so  können  die  Kraft  PS 
du  Paar  P/Z,  TO  auch  während  der  Drehung  des 
Körpers  um  die.  Axe  keine  Bewegung  hervorbringen. 
Dean  die  Ebene  des  Paares  bleibt  immer  der  Axe  pa*> 
sOd,  and  das  Paar  ist  daher  stets  gleiehwirkend  mit 
Paare,  dessen  Kräfte  an  der  Axe  selbst  ange- 
eind.  Ist  ferner  AB  die  Axe  selbst,  und  nimmt 
darin  F&=PS,  so  ist  das  Paar  PS,  OF  gleieh- 
mit  dem  Paare  SG,  FP  (#.20.),  folglich  PS 
gbUwirkend  mit  FG  und  dem  Paare  SG>  FP.  Die 
Kraft  PS  kann  mithin  keine  Bewegung  erzeugen,  da 
FG  in  der  Axe  selbst  wirkt,  und  die  Kräfte  SG,  FP 
Paares  sowohl  anfanglich,  als  bei  der  nachherigen 
,  die  Axe  immer  treffen. 
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ii  Drehung  des  Körpers  um  die  feste  Am' AM   : 
ist  daher  die  in  i>  angebrachte  Kraft  PQ  von  gleicher   i 
Wirkung*  mit  der  auf  T  wirkenden  Kraft  1TI7,  d;  h. 
mit  ihrer  ßjrojection  auf  irgend  eine  die  Axe  reehtwinfc-    • 
lig  schneidende  Ebfüe  MN. 

>  Sojff  demnach  bei*  Drehung  des  Körpers  um  eine  \ 
feste  Axe,  welche  auf  der  gegebenen  Ebene  MN  nor- 
mal* A6bt,  immer  Gleichgewicht  herrscheu,  ohne  Rück- 
sicht darauf  ob  der  Druck,  der  auf  die  Axe  währen*  •  : 
der  Drehung  ausgeübt  wird,  -stets  derselbe  bleibt,  oder  \ 
nicht,  so  projicire  man  säintntliche  Kräfte  mit  ihren  \ 
Angriffspunkten  auf  die  Ebene  MN  uud  suche  von  die-  "\ 
sen  Projeotionen  den  Mittelpunkt  A\  und  es  wird  «•  j 
folge  der  Eigenschaft  dieses  Punktes  eine  in%m  asf 
*  MN  erachtete  Normal»  AB  die  gesuchte  Axe  sejn. 

'  \.  *.  152.  i 

Zusätze,    a.  Dass  die  somit  bestimmte  Axe  M   j 
der  Drehung  im  Allgemeinen  einen  veränderliehen  Dnrtk 
erleidet,  ist  leioht  einzusehen.   Denn  dieser  Druok  wirf 
hervorgebracht  von  den  Resultanten  1)  der  Kräfte  Tü$ 
2)  der  Paare  PR,  TO,  3)  der  Kräfte  FO  und.  4)  der 
Paare  SG>  FF.    Nun  bleiben  die  drei  erstem  Resul- 
tanten, und  folglich  auch  der  von  ihnen  auf  die  Aas 
ausgeübte  Druck,   liftverändert.     Denn  der  Hypothese  Z 
zufolge  geht  die  Resultante  aller  TU  fortwährend  doreh  - 
A  selbst  und  ändert  weder  ihre  Richtung  noch  Intcfr  - 
sität     Die  Paare  P#,  TO  bleiben,  bei  der  Drehung,^ 
der  Axe  und  sich  selbst  parallel  und  wirken  daher  auf 
di#  Axe  unausgesetzt  auf  dieselbe  Weise.      Eben  so 
wenig   können    die   längs   der  Axe   selbst  gerichteten  ' 
Kräfte  FG  ihre  Wirkung   ändern.     Dagegen  werden 
die  Paare  SG,  FP>  und  folglich  auch  ihre  Reqnltute, 


Von  de*  Axen  des  Gleichgewichts.  293 

i  der  Drehung  des  Körpers  um  einen  eben  so  grossen 
Winkel  mit  gedreht  und  drücken  daher  die  Axe  nach 
■■er  andern  Richtungen.  —  Nur  dann  also,  wenn 
letztere  Paare  SG,  FP  sioh  das  Gleichgewicht  halten, 
bt  die  Axe  fortwährend  demselben  Druck  unterworfen ; 
sie  ist  dann  eine  Hauptaxe  der  Drehung. 

4.  Unter  allen  Richtungen,  mit  denen  die  feste  Axe 
parallel  seyn  kann,  ist  allein  die  Richtung  der  Haupt- 
fiaie  des  Systems  (§.  83.)  ausgenommen.  Denn  die 
Prejeetionen  der  Kräfte  auf  eine  die  Hauptlinie  reoht- 
wiaklig.  sehneidende  Ebene  reduciren  sich  im  Allge- 
meinen auf  ein  Paar,  und  es  ist  daher  unmöglich,  durch 
Befestigung  der  Hauptlinie  oder  einer  mit  ihr  paralle- 
Ita  Axe  Gleichgewicht  zu  erhalten. 

Ist  ein  solches  Paar  nicht  vorhanden,  sondern  hal- 
ten sieh  die  Projeotionen  das  Gleichgewicht,  so  hat  das 
System  eine  einfache  Resultante,  deren  Richtung  die 
Hauptlinie  ist.  Alsdann  wird  zwar  durch  Befesti- 
einer  mit  der  Hauptlinie  parallelen  Axe  ein  an- 
ftagEches  Gleichgewicht  hervorgebracht;  dasselbe  geht 
sogleich  hei  der  naohherigen  Drehung  verloren,  — 
nsste  denn  von  den  sich  das  Gleichgewicht  halten- 
Projeotionen  der  Angriffspunkt  einer  jeden  der 
Mittelpunkt  der  jedesmal  übrigen  seyn.  Denn  in  diesem 
seriellen  Falle  hat  jede  mit  der  Hauptlinie  parallele 
Alt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  sie  unbeweglich  ge- 
flacht wird,  ein  auch  bei  der  Drehung  dauerndes  Gleich- 
geeicht  entsteht 


*.  153. 

Der  Vollständigkeit  wegen  ist  noch  zu  untersuchen 
,  ob  und  wenn  sich  bei  einem  Systeme,  welches 
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mit  einem  Paare  gleich  wirkend  ist,  Hauptaxen  4et 
Drehung  angeben  lassen.  Alsdann  sind  A ,  B,  C  =**  % 
und  die  Gleichungen  [12]  redacirea  sieh  hiermit  «rfi 
//,  Jü,  iV,  ö  _  o,  d.  i.  wegen  [9]: 

!(/?—  *»)*  +  (<?—  «0^i+(i5f—  J5T)r=r«. 

Hiermit  haben  wir  vier  Gleichungen  zwischen  den 
zwei  die  Richtung  der  Hauptaxe   bestimmenden  Ver- 
hältnissen Xifi  und  (ii  v,  jede  vom  ersten  Grade ^  er- 
halten;   die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  der  «wd 
hinzuzufügenden  Kräfte  sind  aber  ganz  herausgegangen» 
Dies  führt  uns  zu  der  Folgerung,  da**  bei  einem  $f* 
*teme9  welche*  *ich  auf  ein  Paar  reducirt,  nur  dam 
Hauptaxen  der  Drehung  vorhanden  *indy  wenn  die 
zwei  Gleichungen  erfüllt  werden ,  welche  nach  ER* 
mination  von  A,  p,  v  au*  den  vier  Gleichungen  [17] 
hervorgehen;  und  da**,  wenn  die*en  zwei  Gleichtat 
gen  Genüge  ge*chiehty  jede  Gerade  ,  welche  mit  der 
durch   A,  /u,  v  au*  zweien  der  vier   Gleichungen  be- 
*timmten  Richtung  parallel  i*t9   al*  Hauptaxe  Jü- 
ncn  kann. 

Die  hierzu  nuthige  Rechnung  lässt  sich  dadurch 
noch  sehr  vereinfachen,  dass  man  die  Ebene  des  mit 
dem  Systeme  gleichwirkenden  Paares  zu  einer  der  Coor- 
dinatenebenen  wählt.  Nach  £•  70.  hat  die  Ebene  dei 
resultirenden  Paares,  wenn  sie  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  gelegt  wird,  die  Gleichung: 

(F—  F')x+{G-&)y+{H-H')z=H. 

Nehmen  wir  daher  diese  Ebene  zur  Ebene  dar  jr,  s, 
deren  Gleichung  y=0  ist,  so  wird  F=F*  und  U^xBf* 
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lit  reduclrt  steh   von   den  Gleichungen  [17]    die 
auf 

^  =  0, 

d.  h.  die  Hauptaxen  sind  mit  der  Ebene  der  xy «,  also 
ata  Ar  Ebene  de»  resultirenden  Paare» ,  parallel; 
die  drei  ersten  Gleichungen  aber  werden: 

md  es  müssen  die  drei  hieraus  folgenden  Werthe  des 
YoAiltnissos  X :  v  einander  gleich  seyn ,  also 

Haapfsxon  vorhanden  seyn  sollen. 
BeispieL  Bestehe  das  System  nur  au*  zwei  Kräf- 
i,  welch*  daher  für  sich  eia  Paar  bilden  müssen. 
Die  Ebene  dieses  Paares  nehme  man  zur  Ebene 
dsr  jr,  %  and  setze  hiernach  die  Kräfte:  {X,  0,  Z), 
(— »X,  0,  — Z),  und  ihre  Angriffspunkte:  (x>  0,  *), 
tf,i,«).    Dies  giebt  nach  [1]: 

(r^i*-*) z, /  ={*-*?) z,  f=o,  #=o, 
a =(*-*')  a-,  g ={%-%')  x. 

Da  dieso  Werthe  von  G'y...G  der  vorigen  Dop- 
plpreportion  Genüge  leisten,  so  hat  gegenwärtiges  Sy- 
Hanptaxen;  und  da 

sie  parallel  mit  der  die  Angriffspunkte  beider 
EdLfts  vorbindenden  Geraden. 

§.  154. 

Soll  ein  System,  welches  auf  ein  Paar  rednoirhar 
■t,  Haaptaxen  des  GLsichgewiehU  haben,  und  sollen 
parallel  mit  einer  durch  X,  p,  v  gegebenen  Rich- 
eeya,  so  sind  die  vier  Gleichungen  [17]  die  Be- 
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dingungen,  unter  denen  dieses  möglich. ist    Sollen  da-, 
her  die  Hauptaxen  parallel  mit  der  Axe  der .  *  seyn, 
als.  für  welche  X  und  fi  =  0  sind,  so  hat  man  ab  Be- 
dingungen: 

^=0,  F=0,  A  =  0,  H—JBT=0,  &.  i. 
XrZ=0,  2yZ=0,  2(xX+yY)=Q,  S{xY—yX)=z9. 

Wegen  der  zwei  erstem,  und  weil  zugleich  2JZ=Q, 
müssen  die  Projectionen  der  Kräfte  auf  Linien,  Sie 
durch  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  gelegt  und  mit 
der  Axe  der  *,  also  mit  den  Hauptaxen,  parallel  sind, 
für  sich  im  Gleichgewichte  sejp.  Aus  den  zwei  letzten 
Gleichungen  aber  folgt  in  Verbindung  mit  2X=0  und 
2F=0,  dass  die,  Projectionen  der  Kräfte  auf  ein?  die 
Hauptaxen  rechtwinklig  schneidende  Ebene  einander 
das  Gleichgewicht  halten  müssen,  und  dass  dieses  Gleich- 
gewicht bei  Drehung  der  Ebene  in  sich  selbst,  ab» 
auch  bei  Drehung  des  Körpers  um  eine  der  Hauptaxen» 
nicht  verloren  gehen  darf  (§.  122.). 


Wir  haben  hiermit  dieselben  zwei  Bedingungen 
halten,   welche  im  Obigen  (§.  132.)  zur  Fortdauer  des 
schon  anfanglich   bestehenden  Gleichgewichts   bei  der 
Axendrehung  nöthig  waren,  und  es  erhellet  leicht,  wie 
diese  Bedingungen  für  den  jetzigen  Fall,  eben  so  wie 
für  den  früheren,  auch  durch  die  in  §.  133  angewen- 
dete Construction  hätten  gefunden  werden  können*  Auf 
ähnliche  Art  endlich,   wie  in  §.  151.,  zeigt  sich  auch 
hier,  dass,  wenn  die  Axe,   um  welche  der  Körper  ge- 
dreht werden  soll,   fest  ist,  und   es  nicht  darauf  an« 
kömmt,   dass  sie  einen  der  Richtung  und  Stärke  naoh 
unveränderlichen  Druck  erfahre,    schon  die  Erfüllung  < 
der  zweiten  Bedingung,   oder  das  fortdauernde  Gleioh- 
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gewicht  zwischen  den  auf  die  normale  Ebene  projicir- 
Kriften,  hinreichend  ist 


Neuntes    Kapitel. 

Ton  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts. 

f  155. 

Wenn  mehrere  auf  einen  frei  beweglichen  Körper 
wirkende  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind,  und  der  Kör- 
per um  so  wenig,  als  es  auch  sey,  ans  seiner  Lage 
gebracht  wird,   während  die  Kräfte  parallel  mit  ihren 
anfänglichen  Richtungen  und  mit  unveränderter  Inten- 
■tit  auf  ihre  Angriffspunkte  zn  wirken  fortfahren,  so 
kftrt  das  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  auf  und   die 
Kräfte  suchen  den  Körper  entweder  in  seine  anfängliche 
Lege  zurückzubringen,  oder  sie  streben  ihn  noch  mehr 
lifon  an  entfernen.    Im  erstem  Falle  wird  das  Gleich- 
gewicht sicher,  stabil,  genannt,  im  letztern  unsi- 
cher* nicht  stabil. 

Die  Lehre  von  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts, 
a  ihrer  ganzen  Ausdehnung  genommen ,  gehört  nicht 
uwohl  der  Statik,  als  vielmehr  der  Mechanik  an.  Letz- 
tere Wissenschaft  zeigt,  dass,  wenn  das  Gleichgewicht 
acher  ist»  und  wenn  der  aus  der  Lage  des  Gleichge- 
wichts verrückte  Körper  durch  die  Kräfte  in  diese 
Life  zurückgebracht  ist,  er  gleichwohl  nicht  darin  ver- 
tat, sondern  vermöge  der  erlangten  Geschwindigkeit 
■eh  eben  so  weit  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
ortferat,  aus  der  er  dann  abermals  zurückgetrieben 
wird  and  somit,   gleich  einem  Pendel,  um  die  Lage 
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des  Gleichgewichts  bin  und  her  Schwingung«! 
In  der  Natur  werden  diese  Schwingungen  wegen 
Reibungen,  denen  die  Bewegung  des  Körpers  stets 
gesetzt  ist,  immer  kleiner,  hören  zuletzt  ganz  auf,  and 
der  Körper  kommt  in  der  Lage  des  Gleichgewichte 
wieder  zur  Ruhe. 

So  wenig  nun  auch  diese  Bewegungen  ein  Gegen« 
stand  der  Statik  seyn  können,  so  vermag  doeh  diese 
Wissenschaft  Regeln  anzugeben ,  mittelst  deren  steh  in 
jedem  besondern  Falle  erkennen  lässt,  ob  das  Gleich- 
gewicht im  Zustande  der  Sicherheit  oder  der  Unsicher- 
heit ist. 

f  156. 

Um  uns  die  Saqhe  zuerst  an  dem  einfachsten  Bei- 
spiele deutlich  zu  machen,  wollen  wir  auf  einen  Körper 
nur  zwei  Kräfte  Pl9  P%  wirken  lassen.  Ihre  Angriffe» 
punkte  denke  man  sich  in  einer  Verticaleu  liegend;  As 
aey  der  tiefere,  A%  der  höhere  Punkt  Wegen  des 
Gleichgewichts,  das  zwischen  den  zwei  Kräften  statt 
finden  soll,  müssen  sie  einander  gleich,  und  ihre  Rieh* 
tungen  ebenfalls  vertical,  aber  einander  entgegengesetzt 
seyn.  Dieses  ist  auf  doppelte  Weise  möglich,  jenaoh- 
dem  nämlich  entweder  die  im  obern  Punkte  Aa  ange- 
brachte Kraft  P2  nach  oben  und  die  im  untern  Punkte 
Ak  angebrachte  Pt  nach  unten,  oder  P%  nach  unten 
und  Pt  nach  oben  wirkt,  jenachdem  also  die  zwei 
Kräfte  ihre  Angriffspunkte  von  einander  zu  entfernen, 
oder  einander  näher  zu  bringen  streben. 

Wird  nun  der  Körper  verrückt,  und  die  Linie  A%  A% 
dadurch  aus  der  vertioalen  Lage  gebracht,  z.  B.  von 
der  Linken  nach  der  Rechten  gedreht,  so  bilden  jetat 
die  zwei  Kräfte  ein  Paar,   welches  im  erstem  Falle 
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Bin  Ton  der  Rechten  naoh  der  Linken  hat, 
die  Linie  AXA2  in  die  vertieale  Lage  ztmiekzu- 
strebt  (Fig.  45.  a.),  im  letztern  Falle  aber  einen 
der  Linken  n»ch  der  Rechten  hat  and  mithin 
Line  von  der  verticalen  Lage  noch  mehr  zu  ent- 
aoeht  (Fig.  46.  6.).  Im  erstem  Falle  ist  mithin 
anfängliche  Gleichgewicht  sicher,  im  letztern  un- 
sr,  und  wir  erhalten  damit  den  Satz: 
Dus  Oleichgewicht  zwischen  zwei  Kräften  ist 
eder  unsicher,  jenachdem  die  Kräfte  ihre  An- 
griffspunkte von  einander  xu  entfernen  oder  einander 
um  nähern  streben. 

f    157. 

Zusätze,  a.  Zn  noch  mehrere.  Erläuterung  des 
»hendea  Satzes  kann  folgende  Betrachtung  die- 

—  Wie  auch  die  verticale  Linie  AXA2  aus  der 
Lage  gebraoht  werden  mag,  so  wird  dadurch 
der  gegenseitige  Abstand  ihrer  Endpunkte,  wenn  man 
ihn  naoh  vertiealer  Richtung  schätzt,  immer  verkleinert. 
Wem  demnach  die  zwei  nach  verticalen  Richtungen 
wirkenden  Kräfte  den  Abstand  der  Endpunkte  zu  ver- 
gt gaset n  streben,  so  werden  sie  den  durch  die  Ver- 
lockung kleiner  gewordenen  Abstand  auf  seinen  anfäng- 
lichen grössten  Werth  und  die  Linie  AtA2  in  ihre  an- 
fängliche Lage  zurückzubringen  suchen;  ihn  aber  noch 
Mehr  an  verkleinern  und  dadurch  die  Linie  noch  mehr 
von  der  verticalen  Lage  zn  entfernen  suchen,  wenn 
aebon  vor  der  Verrückung  das  Streben  der  Kräfte  auf 
Verkleinerung  des  Abstandes  gerichtet  war. 

*.  Die  Bedingung  für  die  Sicherheit  des  Gleichge- 
wichts zwischen  zwei  Kräften  kann  man  auch  daduroh 
awsfcöuhen,  dass  die  Richtung  von  dem  einen  Angriffs- 
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punkte  Ax  zum  andern  A2  mit  der  Riehtang  der  uf 
den  letztern  wirkenden  Kraft  jP2,  also  anch  die  Rieb- 
tong  von  A2  nach  Ax  mit  der  Richtung  von  Pl9  eine*» 
lei  seyn  muss.  Sind  diese  zwei  Richtungen  einander 
entgegengesetzt,  so  ist  das  Gleichgewicht  ulisicher. 
Oder  kürzer,  indem  wir  diese  Bedingungen  analytisch 
ausdrücken:  das  Gleichgewicht  ist  sicher  oder  unsicher, 
'nachdem  das  Product  AlA2.P2=A2Ax.Pl  einen  po- 
sitiven oder  negativen  Werth  hat. 

c.  Das  zwischen  zwei  Kräften  bestehende  Gleich* 

4 

gewicht  hört  nur  bei  einer  solchen  Yerrückung  des 
Körpers  auf,  wodurch  die  Richtung  der  die  Angriffs- 
punkte der  heiden  Kräfte  verbindenden  Geraden  geän- 
dert wird.  Dreht  man  dagegen  den  Körper  um  diese 
Linie  als  um  eine  Axe,  oder  bewegt  ihn  parallel  mit 
sich  fort,  so  streben  die  zwei  Kräfte  den  also  verrück- 
ten Körper  weder  in  seine  anfängliche  .Lage  zurückzu- 
führen, noch  von  derselben  noch  mehr  zu  entfernen; 
das  Gleichgewicht  bleibt  unverändert. 

d.  Wenn  die  zwei  Angriffspunkte  zusammenfallen, 
also  die  zwei  Kräfte  auf  eiuen  uud  denselben  Punkt 
des  Körpers  wirken,  so  wird  ihr  Gleichgewicht  durch 
keinerlei  Verdickung  aufgehoben;  ein  solches  Gleich- 
gewicht wollen  wir  ein  dauerndes  nennen. 

§.    158. 

Das  in  den  zwei  vorigen  §§.  bebandelte  Beispiel 
von  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts,  das  einfachste, 
welches  sich  aufstellen  lässt,  wird  uns  zugleich  als 
Grundlage  für  alle  andern  Fälle  dienen,  indem  wir  mit 
Hülfe  der  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  vorgetrage- 
nen Theorieeii  von  dem  Mittelpunkte  der  Kräfte  und 
den  Axen  des  Gleichgewichts  jedes  zusammengesetztere 


4 

/ 
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System  auf  ein  System  von.  nur  zwei  Kräften  zurück-. 
ttiren  werden.    Wir  wollen  auch  hier  dieselbe  Ordnung 
befolgen,  in  welcher  jene  Theorieen  entwickelt  worden 
M|    und  daher  'zuerst  die  Sicherheit  eines  Systems 
paralleler  Kräfte  in  Untersuchung  nehmen. 

Seyen  /*,/*,/*',...  mehrere  mit  einander  parallel 
anf  einen  Körper  wirkende  und  sich  das  Gleichgewicht 
haltende  Kräfte;  A,  A%  A",  .  • .  ihre  Angriffspunkte» 
Hau  suche  von  allen  Kräften,  die  eine  P  ausgenom- 
men, den  Mittelpunkt,  welcher  A2  scy,  so  sind,  wie 
auch  der  Körper  verrückt  werden  mag,  die  Kräfte 
P9  P"y  •  •  •  immer  gleichwirkend  mit  einer  einzigen  iu 
Ax  angebrachten  Kraft  P2  =*=/"+/"'+...  =  —  P-y 
folglich  alte  Kräfte  des  Systems  P,  P,  P\  ...  bei  jeder 
Terruckung  gleichwirkend  mit  den 'zwei  Kräften  P  und 
P„  deren  Angriffspunkte  A  uud  A2  sind.  Mithin  wird 
noch  das  Gleichgewicht  zwischen  P9  P9  P%  . .  •  sicher 
•der  unsicher  seyn,  jenachdem  es  das  Gleichgewicht 
zwischen  P  und  P2  ist)  jenachdem  also  die  Richtung 
▼en  At  nach  A  mit  der  Richtung  von  P  einerlei  oder 
ihr  entgegengesetzt  ist. 

Denken  wir  uns  z.  B.  unter  /*,  P\ , . .  die  Wir- 
hangen  der  Schwerkraft  auf  die  einzelnen  Theile  ei- 
nes Körpers,  und  ist  daher  A2  der  Schwerpunkt  und 
P2  das  Gewicht  des  Körpers  (§.  110»),  P  aber  die 
der  Schwerkraft  direct  entgegen,  also  nach  oben  zu, 
wirkende- und  den  Körper  vor  dem  Fallen  schützende 
Kraft,  so  muss  A2A  nach  oben  gerichtet  seyn,  und 
folglich  der  Angriffspunkt  von  P  über  dem  Schwer- 
punkte liegen,  wenn  das  Gleichgewicht  sicher  seyn  und 
sieh  hei  einer  Yerrückung  des  Körpers  von  selbst  wie- 
der herstellen  soiL 
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f    159. 

Um  einen  mehr  symmetrischen  Ausdrnok  Ar  die 
Bedingung  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts  zwischen 
parallelen  Kräften  zu  erhalten,  wollen  wir  die  Kräfte 
parallel  mit  der  Axe  der  x  eines  beliebigen  reehtt  oder 
schiefwinkligen  Coordinafensystems  nehmen  und  daher 
durch  (0,0,  Z),  (0,0,  Z%  (0,0,  Z^),  etc.  ausdrücke*. 
Ihre  Angriffspunkte  seyen  (jr,y,  *),  (^,  3^j*0  ©te.  Als- 
dann ist  erstens  wegen  des  Gleichgewichts  (§•  78«  Zus.): 

2Z  =  0,  ZvZ—0,  2yZ=0,  oder 
Z+2Z'  =  0,  xZ  +  2afZ'  =  0y  yZ+2/2r  =  0. 

Sodann  ist  von  den  Kräften  Z',  Z",  . . .  die  Re- 
sultante: 

P8  =  2Z'=  —  Z 

und  die  Goordinaten  ihres  Mittelpunktes  A2  sind  (4*  10&) 


_V?' 

^i  — *  5Zf  '  ^%  =iÄ  .£Z'  '  *a  """  2Z'  ' 


von  denen  sich,  mittelst  der  vorhergehenden  Glefdnm- 
gen,  x2  und  y2  resp.  =x  und  y  finden.  -42  liegt  da- 
her, wie  gehörig,  mit  dem  Punkte  A  oder  (jr,y,  *)  in 
einer  den  Kräften  parallelen  Geraden,  und  es  ist 

A  .  2z' Z'  SxZ 

jMjm2  =x2  -— *  =  —  — » —  —  x  =  —  ■  »  ■> 


Z 

foigiioh  jLf t^t = — -^2.z = az, 

Das  Gleichgewicht  ist  demnach  sicher,  dauernd,  oder 
unsicher,  jenachdem  SzZ  positiv,  null,  oder  negativ  ist« 

Da  dasProduct  AAt.P2  unabhängig  von  der  Lege 
der  Ebene  der  .r,  y  ist,  und  mithin  auch  die  Summe 
SzZ  sich  nicht  ändert,  wie  auch  diese  Ebene  gelegt 
werden  mag,  so  können  wir  das  erhaltene  Resultat 
folgendergestalt  hl  Worte  fassen: 
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Wenn  m$an  bei  einem  Systeme  vom  parallelen 
Kräften,  welche  im  Gleichgewichte  sind,  die  Rich- 
tungen der  Krqfte  durch  eine  Ebene  schneidet  und 
Jede  Kraft  in  den  von  dem  Durchschnitte  mit  der 
Ebene  Sie  ssu  ihrem  Angriffspunkte  genommenen 
Theil  ihrer  Richtung  multiplieirt,  so  ist  die  al- 
gebraische Summe  dieser  Preduete  für  jede  Lage 
der  Ebene  von  einerlei  Grösse,  und  jenaehdem  sich 
diese  Summe  positiv,  null,  oder  negativ  findet,  ist 
das  Gleichgewicht  sicher,  dauernd,  oder  unsicher. 

§.    160. 

Eil  System  von  Kräften,   welche  in  einer  Ebene 
neb  beliebigen  Richtungen  wirken  und  sieh  das  Gleich- 
gewicht halten,   wird  bei  Drehung  der  Ebene  in  sieh 
iribat  gfeiehwirkend  mit  einem  Paare  von  Kräften  Pt 
od  P%,  deren  Angriffspunkte  Ax  und  A2  wiükährlich 
h  der  Ebene  genommen  werden  können,  deren  Rieh- 
tsegsa  «nd  Intensitäten  aber  dadurch  bestimmt  werden, 
iui  Px  und  Pi   vor  der  Drehung  einander  ebenfalls 
4ss  Gleichgewicht  halten,    und   dass    AXA2.P%    und 
^«^(jrJT+yY),  d.  i.  die  Momente  des  Paares  und 
im  Systems  nach  einer  Drehung  der  Ebene  am  270° 
•der  —90°,  einander  gleioh  sind  (§.  124.).    Wegen  der 
Ms  gleichen  Wirkung   des  Paares  und  des  Systems 
Ist  ran  auch  das  Gleichgewicht  des  Systems  einerlei 
Beschaffenheit  mit  dem  Gleichgewichte  ven  Pi  und/^, 
es   ist  daher  das  Gleichgewicht  des  Systems  in 
mnf  eine  solche  Verrüokunfe   des  Körpers,  hei 
wichet  die  Ebene,    in  der  die  Kräfte  wirken,    sieh 
parallel  bleibt,  sicher,  dauernd,  oder  unsicher,  jenaeh- 
dem  AXA%J*%,  d.  4.  S(xX  +  yY),  positiv,  null,  oder 
asgatir  ist 
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Zusatz.    Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Vor- 
zeichen des  Produetes  AVA2.P2  und  der  Beschaffenheit  * 
des  Gleichgewichts  von  Pt  und  P2  lässt  sich  noch  fol» 
gendergestalt  nachweisen. 

Nach  einer  Drehung  der  Ebene  um  90°  verwandeln 
sich  die  zwei  auf  At  und  A2  wirkenden  und  sich  an- 
fangs -das  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  Pt  and  Pt 
in  ein  Paar,  dessen  Moment  =  —  AXA%.P%  ist.  Es 
ist  nämlich  AVA.,  die  Breite  des  Paares,  und  wenn/?, 
anfangs  die  Richtung  AtA2,  also  mit  der  Linie  AxAt 
einerlei  Zeichen  hat,  so  ist,  wie  die  Anschauung  lehrt^ 
der  Sinn  des  durch  Drehung  der  Ebene  entstandenen 
Paares  dem  Sinne  der  Drehung  selbst  entgegengesetzt! 
mithin  das  Moment  des  Paares  negativ.  In  dies— 
Falle,  wo  dasProduct  AlA,i.P2  positiv  ist,  suchen  die 
Kräfte  die  Ebene  zurückzudrehen,  und  das  anfängliche 
Gleichgewicht  war  folglich  sicher. 

Auf  gleiche  Weise  zeigt  sich,  dass  bei  einem  n» 
gativen  Werthe  dieses  Products  das  Gleichgewicht  un- 
sicher ist. 

f    161. 

Die  Summe  A,  =2(xX+yY),  lässt  sich  auch 
sehr  einfach  geometrisch  darstellen.  Sie  ist  das  Mo- 
ment  des  Systems,  nachdem  die  Ebene  in  sich  vm 
—  90°  gedreht  worden,  und  zwar  das  Moment  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene,  da  das  System  nach  der 
Drehung  mit  einem  Paare  gleiche  Wirkung  hat«  Nash 
§•  115.  ist  aber  dieses  Moment  einerlei  mit  dem  Mo* 
mente  des  Systems,  welches  entsteht,  wenn  man  die 
Ebene  unbewegt  lässt,  und  jede  Kraft,  wie  AB  (Fig. 
46.)  um  ihren  Angriffspunkt  A  um  +90°  dreht  Sey 
AC  die  Lage,  in  welche  AB  hierdurch  gebracht  wird. 
In  Bezug  auf  den  Punkt  M  der  Ebene  ist  das  Moment 


I 
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AC>  =  2.MAC=2.DACi  wenn  MD  ein  von  M 
tat  AB  getiUtee  Perpendikel  ist  (f.  45.  4.).  Nun 
vertih  «ich 

DAC :  ABC  =  DA.AB  (f  45.  1.), 

i 

es  ist  der  Dreiecksausdruck  ABC  positiv,  weil  der 
,  nach  welchem  sieh  die  Seite  AB  um  A  drehen 
,  u  in  die  Lage  AC  zu  kommen  und  damit  die 
Fliehe  des  Dreiecks  zu  beschreiben,  einerlei  mit  dem 
bei  der  Drehung  um  90°  als  positiv  angenom- 
Sione  ist  (§•  34.  zu  Ende).  Das  Dreieck  DAC 
ist  daher  positiv  oder  negativ,  nachdem  DA  und  AB 
i  oder  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  und 
ist  folglich  auoh  dem  Zeichen  nach  das  Moment 
AC>  =2.DAC=DA.AB.  Fällt  man  daher  auf 
tm  Kräfte  AB,  A B> . . .  des  Systems  von  einem  be- 
fangen Punkte  M  der  Ebene  Perpendikel  JND,MD'j...9 
m  ist  2  DA.AB-=s  dem  Momente  des  Systems,  nach- 
Jede  Kraft  um  90°  gedreht  worden,  =^. 


Man  ziehe  noch  von  M  an  die  Richtungen  AB, 

IBy...  gerade  Linien,  welche  sie  resp.  in  JE?,  £T, ... 

treffen  und  daselbst  mit  ihnen  nach  einerlei  Seite  ein« 

gleiche  Winkel  =  a  machen,  so  dass,  wenn  man 

Winkel  um  den  gemeinschaftlichen  Punkt  M  ihrer 

Sebenkel  ME,  ME\...  dreht,  bis  diese  Schenkel  in 

Gerade  fallen,  die  andern  Schenkel  AB^A'&y ... 

ider  parallel  werden.   Demzufolge  sind  die  Dreiecke 

MEDyME'D'y...  einander  ähnlich,   und  es  verhalten 

sieh  die  ED  zu  den  entsprechenden  DMy  also  auch 

tm  Produote  ED.  AB  zu  den  DM.  AB,  wie  1  zu  tang  o, 

fcfefioh  auch 

SED. AB iSDM.AB^ti :  tang  a. 
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Dadurch  wird  IEA.  AB  =f  2  ED.  AB + 2  DA  JlB 
.     =  ootang  a.  2  0M.  AB  +  2  DA.  AB 
=  2  cotang  a.SMAB  +  h. 

Ist  nun  das  System  anfänglich  im  Gleichgewichte, 
so  ist  für  jeden  Ort  von  M,SMAB=0,  folglich  die 
Snttome  SEA.AB=zh,  also  von  o  unabhängig.  Findet 
aber  kein  Gleichgewicht  statt,  so  ist  2  MAB  sieht  =»•, 
wenigstens  nicht  für  jeden  Ort  von  M,  also  2EA.AB 
von  a  abhängig.  Hiermit  nooh  die  Eigenschaften  der 
Snmme  h  in  Verbindung  gesetzt,  erhalten  wir  folgen- 
den mit  dem  für  parallele  Kräfte  in  \.  159.  gefundenen 
ganz  analogen  Satz: 

Hat  man  ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene, 
und  xieht  man  von  einem  Punkte  M  der  Biene  an 
die  Richtungen  der  Kräfte  gerade  Linien,  welche  die 
Ricktungen  nach   einerlei  Seite  %u  unter   emmnder 
gleichen  Winkeln  =a  schneiden,  so  ist,   wenn  sieh 
die  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten,  und  nur  dann, 
die  Summe   der  Producte   aus  jeder  Kraft  m  dm 
Theil  ihrer   Richtung,    welcher    sich   vom   Durch" 
schnitte  mit  der  an  sie  gezogenen  Geraden  bis  xum 
Angriffspunkte  der  Kraft  erstreckt,  eine  bei  jeder 
Lage  von  M  und  bei  jedem  Werthe  von  a  sich  gleich- 
bleibende Grosse,  und  nachdem  diese  Grosse  positiv 
null,  oder  negativ  ist,  ist  das  Gleichgewicht  sicher, 
dauernd,  oder  unsicher. 


§.  162.  # 

Bei  der  jetzt  angestellten  Untersuchung  über  die 
Sicherheit  des  Gleichgewichts  zwischen  Kräften,  die 
in  einer  Ebene  enthalten  sind,  berücksichtigten  wir  Hess 
solche  Verdickungen  des  Körpers,  wodurch  die- Lage 


Von  der  Siclierliei!  des  G  leidige  wicliti. 


dieser  Ebene  nicht  geändert  wurde,  also  Drehungen 
de*  Körpers  um  eine  auf  der  Ebene  normale  Axe. 
Die  in  Bezog  auf  eine  solche  Axe  statt  findende  lie- 
Mbaflruhi'it  gilt  aber  im  Allgemeinen  Dicht  auch  für 
jede  andere  auf  der  Ebene  nicht  normale  Axe,  so  dass 
tou  xvei  Axen,  welche  einen  Winkel  mit  einander 
Machen,  das  Gleichgewicht  rücksichtlich  der  einen 
■iah er  «cjn  kann,  nährend  es  in  Bezug  auf  die  andere 


Bestehe  das  System  z.  B.  aus  4  Kräften  /',  /' , 
QiU't  welche,  in  einer  Ebene  wirkend,  im  Gleichge- 
wichte sind.  Dabei  scvcti  /*  und  /''  für  sich  im  Gleich« 
ceuichle,  folglich  auch  ff  und  Q ';  ersteres  Gleicbge- 
■icfal,  ftir  »ich  helrachtet,  se?  sicher,  letzteres  unsicher. 
Sind  nun  res».  A,  A\  U,  li'  die  Angriffspunkte  dieser 
4  Kräfte,  und  wird  der  Körper  um  AA,  als  um  eine 
Axe,  gedreht,  so  bleibt  das  Gleichgewicht  zwischen 
an  Kräften  /',  /'',  welche  in  der  Linie  AÄ  wirken, 
aneraodert,  und  die  Kräfte  ff,  ff'  verwandeln  sich  in 
ein  Paar,  welches  den  Körper  noch  mehr  aus  seiner 
lauui*;  lieben  Lage  zn  bringen  strebt.  Dreht  ninu  da- 
gegen den  Körper  um  BB",  so  dauert  das  Gleichge- 
«ket  zwischen  Q,  Q  fort,  die  Kräfte  /*,  /*'  aber  be- 
■abea  sich,  den  Körper  in  seine  erste  Lage  wieder 
awickzufübren.  Das  Gleichgewicht  zwischen  den  4 
Kräften  ist  daher  in  Bezug  auf  die  ersten-  Drehung 
BMicher,  in  Bezug  auf  die  letztere  sicher.  Uebrigens 
•übt  man  von  selbst,  dass  die  hierbei  gemachte  Be- 
äefniDg,  dass  sämmtliobe  4  Kräfte  in  einer  Ebene 
«iriteo,  keine  wesentliche  ist. 

Sowie  dem  jetzt  \  betrachteten  Systeme  von  Kräften 
■ach  der  Verschiedenheit  der  Verrückung  des  Körners 
.Scherheil   und   Unsicherheit  zugleich  zukommen  kann, 
20" 
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so  gilt  dieses,    wenige  gpeoielle  Fälle  ausgenommen, 
unter  denen  ein  System   paralleler  Kräfte   der  merk-    { 
wjinligste  ist,   auch  von  jedem  andern  Systeme.    Den 
Inhalt   der   nächstfolgend en  §§.  soll  daher  eine  gem. 
allgemeine  Untersuchung  der  Merkmale  ausmachen,  ans 
denen"  bei  Kräften,  die  naeh  beliebigen  Richtungen  auf 
einen  frei  beweglichen  Körper  wirken  und  im  Gleich- 
gewichte sind,  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  dieses 
Gleichgewichts  für  eine  gegebene  Verrückung  dea  Kör- 
pers  erkannt  werden  kann,  —  eine  Untersuchung,  die   ' 
durch  die  §§.  135.  und  136.  im  vorigen  Kapitel  voll- 
kommen eingeleitet  ist. 

§<  163.  «. 

Jede  Verrückung  eines  Körpers  lässt  sieh  in  eine 
parallele  Fortbewegung  und  eine  Drehung  desselben 
um  eine  gewisse  Axe  zerlegen  (§•  130. ).  Doreh 
die  parallele  Bewegung  wird  das  Gleicbgewioht  nicht 
gestört,  wohl  aber  im  Allgemeinen  »durch  die  Dre- 
hung, und  wir  haben  daher  auch  gegenwärtig,  wo 
die  Sicherheit  untersucht  werden  soll,  nur  den  zweites 
Theil  der  Verrückung  oder  die  Drehung  in  Betracht 
eu  ziehen. 

Nun  sahen  wir  in  §.  136.  c,  dass,  sobald  der  Kör- 
per um  eine  Axe  gedreht  wird,  die  vorher  im  Gleich- 
gewichte befindlichen  Kräfte  gleichwirkend  mit  eben 
Paare  werden,  dessen  Kräfte  —Px  und  —P%  man, 
eben  so  wie  die  Kräfte  des  Systems,  auf  zwei  bestimmte 
Punkte  Ax  und  A2  des  Körpers  mit  sich  gleichbleiben- 
der Richtung  und  Stärke  wirkend  setzen  kann.  Jenacb» 
dem  folglich  das  anfängliche  Gleichgewicht  zwischen 
diesen  zwei  Kräften  sicher  oder  unsicher  ist,  jenaoh 
dem    also   —  P1.AiA2    eine    positive   oder  negative 
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_._^,  ist,  wird  auoh  dem  Gleichgewichte  des  Systems 
i  Scherbett  od*r  Unsicherheit  beizulegen  seyn. 

Es  ist  «ber  nach  den  Formeln  (a),  (h),  (rf),  (e)  in 
f  135: 

-P2.AkAt=  —  rPt=-Q 

Dl 

-D(*<f+ßx+ri,)> 

im  welchem  Brache  der  Zähler 

+  {hy-Fx-G9y9 
tbo  immer  positiv,  und  nur  dann  =  0  ist,  wenu 
fy=G^+ffXj  gx=tf<P+ftt>,  hy,=Jfy+G<p  ist,  also 
■■r  in  dem  speciellen  Falle,  wenn  das  System  eine 
Axe  des  Gleichgewichts  hat  und  um  diese  gedreht  wird. 
Der  Nenner  des  Bruches  findet  sich 

=  (/9-Gi/J  —  ffX)<p  +  (gX—£r<p—Fi>,)X 

ttd  werde  mit  S  bezeichnet.  Das  Gleichgewicht  eines 
fach  F,  G,  ff,  fy  g,  h  (§.  127.  (4)  und  (7))  gege- 
benen Systems  ist  demnach  bei  der  Drehung  um  eine 
farch  <f>z,W  ihrer  Richtung  nach  gegebene  Axe  sicher 
•der  unsicher,  jenachdem  die  mit  S  bezeichnete  Funotion 
fieser  Grössen  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat 

f  164. 

Lassen  wir  die  Drchungsaxe  parallel  mit  der  Axe 
im  %  seyn,  so  werden  <p  =  0,  *=0,  t//  =  l,  und  damit 
8=*A  =  2(xX+yY)>  welches  uns  in  Verbindung  mit 
f  IM.  folgenden  Satz  giebt: 

Das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften,  die  nach 
beliebigen  Richtungen  auf  einen  frei  beweglichen  Kör- 
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per  wirken,  ist  bei  Drehung  des  Körpers  um  eine  Axe 
sicher  oder  unsicher^  jenachdem  es  bei  der  Drehung  \ 
um  dieselbe  Axe  das  Gleichgewicht  %wischen  den  Pro- 
Jectionen  der  Kräfte  auf  eine  die  Axe  rechtwinklig 
schneidende  Ebene  ist* 

Es  dürfte  der  Mühe  nicht  unwerth  seyn,  *u  unter- 
suchen r  wie  dieses  einfache  Resultat  auch  ohne  Hülfe 
des  obigen  zusammengesetzten  Ausdruck?  für  S  ans 
einfachen  geometrischen  Betrachtungen  hergeleitet  wer- 
den kann. 

1)  Sey  AB  (Fig.  42.),  wie  in  f  133.,  die  Axe  der 
Drehung,  welche  man  sich,  wie  dort,  Tertical  denke, 
MN  eine  horizontale,  die  Axe  in  A  schneidende  Ebene 
und'  PQ  eine  der  Kräfte  des  Systems,  welche  sich  das 
Gleichgewicht  halten.  Für  PQ,,  und  eben  so  für  jade 
andere  Kraft  des  Systems,  substituire  man  ihre  hori- 
zontale Protection  TU,  das  in  einer  verticalen  Ebtoe 
gelegene  Paar  horizoiriMer  Kräfte  PR,  TO  und  die 
verticale  Kraft  PS. 

2)  Da  die  Angriffspunkte  Py  T  der  Kraft«  jedes 
Paares  PR>  TO  in  einer  Verticalen  liegen  t  so  kann 
man  nach  §•  136«  e.  für  jedes  dieser  Paare  ein  anderes 
setzen,  dessen  Kräfte  ebenfalls  horizontal  sind  and  ihre 
Angriffspunkte  in  zwei  beliebigen  Stellen,  z.  B.  in  A  und 
Bj  der  verticalen  Axe  haben.  Sind  demnach  die  hori- 
zontalen AC,  BD  (Fig.  42/)  die  Resultanten  diese* 
auf  A  und  B  wirkenden  Kräfte,  so  bilden  diese  Resul- 
tanten ein  Paar,  welches  mit  sämmtliohen  Paaren  PR> 
TO  gleichwirkend  ist. 

3)  Die  Kräfte  TU  in  der  horizontalen  Ebene  sind 
vor  der  Drehung  für  sich  im  Gleichgewichte  (§•  ISS)» 
und  man  kann  daher,  wenn  der  Körper  um  AB  gedreht 
werden  soll,  statt  aller   dieser  Kräfte  zwei  einander 
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driohc  uad  diroct  entgegengesetzte  iti  der  Ebene  sub- 
«liluircD,  wobei  nur  erfordert  wird,  ihisa  das  Produot 
au  der  einen  in  den  Abstand  ihres  Angriffspunktes  von 
den  der  andern  —  dem  Moment  der  Kräfte  TU  ist, 
nachdem  jede  der  letzlern  um  ihren  Angriffspunkt  um 
*>"  ia  der  Ebene  gedreht  worden  ($■  124.  u.  161.).  Da 
hiernach  von  den  zwei  für  TU  zu  setzenden  Kräften 
die  eine  nebst  ihrem  Angriffspunkte  wiUkübrlich  gc- 
Mannen  werden  kann,  so  sey  A  der  Angriffspunkt  der 
«tuen  and  sie  selbst,  durch  AK  vorgestellt,  sey  der 
AC  «leicb  und  entgegengesetzt;  hiermit  finde  sich  Alt 
■1«  der  Angriffspunkt  der  andern  kraft  A,Elt  =  AC. 
Anfangs  und  ituch  nährend  der  Drehung  sind  daher 
-iK  und  AC  im  (•leichgewichte  uud  können  folglich 
■eingelassen  werdeu.  Die  Paare  /'//,  TO  uud  die 
Kräfte  TU  siud  demnach  fortwährend  gleich  wirkend 
a»  dato  Paare  A,  £,,  ÖD. 

4)  Mas  noch  die  verficalen  Kräfte  /'S  uulangi, 
m  messen  sie  zu  ihrer  Uesullauie,  ein  Paar  haben, 
selehes  mit  dein  vorigen  -/,£,,  HD  anfänglich  das 
Glrtebge« icht  hält.  Ist  daher  von  allen  vcrlicalen 
kraft  m,  die  eine  /*.V  selbst  ausgenommen,  der  Mittel- 
puil  P  und  die  llesultante  P,S„  so  bildeu  PS  und 
f,S,  dieses  rcaultireudc  Paar.  Die  Ebene  desselben  i- i 
legen  de«  Gleichgewichts  anfänglich  mit  der  Ehem.: 
JBC  parallel,  imd  es  hat,  wie  auch  der  Körper  ver- 
räokt  werden  mag,  mit  den  vertioaleu  Kräften  immer 
tWichc  Wirkung. 

Statt  dieses  Paares  kann  aber  jedes  andere  gosezl 
«erden,  daa  mit  ihm  anfänglich  gleichwirkend  ist,  uud 
■Vasen  Kräfte  ebenfalls  vertical  sind.  Denn  weun  zwei 
Paare,  ans  vcrlicalen  Kräften  bestehend,  euiauder 
e  Wirkung  haben,  und  wenn  der  Körper,  au  weh 
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ohem  sie  angebracht  sind,  am  eine  vertioale  Axe  ge» 
dreht  wird,  so  bleiben  sie  gleichwirkend,  da  durch  eis«  \ 
solche  Drehung    die  gegenseitige  Lage   ihrer  Kräfte 
nicht  geändert  wird. 

Für  das  Paar  PS,  PtSl9  dessen  Kräfte  in  einer 
mit  ABC  parallelen  Ebene  vertioal  wirken,  kann  man 
daher  ein  anderes  setzen,  dessen  Kräfte  in  At  und  B 
selbst  angebracht  sind.  Seyen  AVH  und  BK  diese 
Kräfte,  und  sey  von  AtEiy  Äff  die  Resultante  AxJy 
und  von  BD,  BK  die  Resultante  BL9  so  sind  sämmt 
liehe  Kräfte  des  Systems  bei  der  Drehung  um  AB 
stets  gleichwirkend  mit  Akf  und  BL.  Wegen  des  an- 
fänglichen Gleichgewichts  müssen  aber  letztere  Kräfte 
anfangs  einander  direot  entgegengesetzt  seyn,  daher 
man  die  zu  ihrer  Bestimmung  dienenden  Punkte  auch 
geradezu  findet,  indem  man  durch  Et  und  D  Vertiea- 
len  legt,  welche  AtB  in  /  und  L  schneiden  werden» 

5)  Nachdem  somit  die  Kräfte  des  Systems  rück- 
sichtlich  einer  Drehung  um  AB  auf  AXI  und  BL  re- 
ducirt  worden,  ist  nun  das  Gleichgewicht  des  Systems 
in  Bezug  auf  dieselbe  Drehung  sicher  oder  unsicher, 
nachdem  es  das  Gleichgewicht  zwisohen  At  I  und  BL 
ist,  also  nachdem  AtB.BL  positiv  oder  negativ,  feig* 
lieh  auoh,  weil  Ay  E  die  Projectionen  von  B9  L  aof 
die  horizontale  Ebene  sind,  nachdem  AXA+AE  positiv 
oder  negativ  ist,  d.  h.  naohdem  das  Gleichgewicht  zwi- 
schen den  Projectionen  TU  der  Kräfte  des  Systems 
auf  eine  die  Drehungsaxe  rechtwinklig  schneidende 
Ebene  sicher  oder  unsicher  ist. 

§.  165. 

Zusätze,    a.  Dass  die  Sicherheit  des  Gleichge- 
wichts des  Systems  bloss  von  der  Sicherheit  des  Gleich- 
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gewicht»  mischen  AE  und  A,Eiy  oder  des  Gleichge- 
wichts zwischen  den  I'rojectiooeu  der  Kräfte  auf  die 
Ebene  -WA"  abhängt,  erhellet  auch  folgen  dergestalt.  — 
Mie  Kräfte  des  Systems  wurden  in  die  horizontalen 
Kräfte  77',  in  die  Paare  /'//,  7*0  und  in  die  vertioa- 
l«i  K rufte  FS  zerlegt,  und  diese  drei  einzelnen  Systeme 
«arm  resp.  gleichwirkcnd  mit  den  drei  Paaren  AE, 
.(,/.'  ;  Af\  BD;  AJI,  BK.  Von  diesen  streben  das 
»•eile  und  dritte,  sowohl  anfangs,  als  auch  während 
dar  Drehung  um  Alt,  die  Axe  AB  selbst  aus  ihrer 
Lage  su  bringen,  nicht  aber  den  um  die  Axo  uus  sei- 
acr  anfänglichen  Lage  gedrehten  Kürjier  noch  weiter 
vorwärts  oder  zurück  zu  drehen.  Eine  solche  Drehung 
an  die  Axe  können  bloss  die  Kräfte  AE,  A,E,  be- 
«irkro,  lind  diese  sind  es  daher  auch  allein,  von  denen 
üt  Sicherheit  des  Gleichgewichts  des  ganzen  Systems 
«baaagt. 

b.  Wenn  demnach  das  Gleichgewicht  zwisclieu  den 
boraontalen  Kräften  TU  sich  duuernd  findet,  und  da- 
her diese  Kräfte  ganz  weggclasscu  werden  können, 
■ithia  die  Kräfte  des  Systems  sich  nur  auf  die  zwei 
Pur«  ACy  BD  und  A,H,  BK  reduciren,  so  kann 
Mut  das  Gleichgewicht  des  Systems  weder  sieber  Doch 
Mticlier  nennen.  Gb  isl  aber  auch  nicht  dauernd,  da 
jene  zwei  Paare  bei  der  Drehung  die  Axe  selbst  aua 
arcr  Lage  zu  bringen  streben.  Dieser  specielle  Fall 
lfm  i  ml  et  daher  eine  ueue  Art  von  Gleichgewicht,  wel- 
che» ich,  um  doch  einen  Ausdruck  dafür  zu  haben, 
neutrales  Gleichgewicht  nennen  will. 

Wollte  man  bei  einem  solchen  Gleichgewichte  für 
alle  Kräfte  des  Systems  nur  zwei  substituiren,  so  miias- 
I«  diese  unendlich  gross  und  mit  der  Axe  der  Drehung 
fdbat  parallel  seyn.     Denn  jemehr  sich  das  Gleiohge- 
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wicht  zwischen  den  TU  dem  dauernden  Zustande  nähert, 
nnd  wenn  immer,  wie  vorhin,  AlEi^^ —  AB=xAC 
genommen  wird,  desto  näher  rückt  At  dem  A.  Desto 
mehr  nähert  sich   folglich  AVB  der  vertioalen  Lage, 

und  BL  =—All  =^^.BU  wächst  ohne  Ende. 

Aendert  sich  das  System  allmählig  so,  daas  der 
Punkt  At  in  der  Linie  AC  durch  A  von  der  einen  aal 
die  ändert  Seite  von  A  geht,  so  verwandelt  sioh  dae 
Gleichgewicht  in  ein  unsicheres,  wenn  es  vorher  sicher 
war,  nnd  umgekehrt.  So  wie  man  daher  von  dem  Po- 
sitiven zum  Negativen  auf  doppeltem  Wege  gelangen 
kann,  das  einemal  durch  Null  und  das  andyemal 
durch  das  unendlich  Grosse,  so  giebt  es  auoh  swei 
Uebergänge  vom  sichern  zum  unsichern  Gleichgewichte« 
.Der  eine  ist  das  dauernde  Gleichgewicht,  wo  gar  keine 
Kräfte,  und  der  andere  das  neutrale  Gleichgewicht,  . 
wo  swei  anendlich  grosse  Kräfte  hinzuzufügen  nöthig 
sind,  wenn  das  Gleichgewicht  bei  Drehung  des  Kör- 
pers nioht  verloren  gehen  soll. 

c.  Bei  einer  Drehung  um  eine  überhaupt  doroh 
9>>  X*  V  gegebene  Axe  wird  das  Gleichgewicht  des  Sy- 
stems neutral  seyn,  wenn  die  in  §•  162.  3.  mit  S  he» 
zeichnete  Function  =0,  und  nicht  zugleioh  Z>=aO  ist, 
d.  h.  wenn  nicht  zugleich  das  System  eine  Axe  des 
Gleichgewichts  hat,  und  um  diese  der  Körper  gedreht 
wird.  Denn  hiermit  wird  Q  =  P2.AlA7  =  co  y  also 
jede  der4>eiden  mit  dem  Systeme  hei  der  Drehung  gleich- 
wirkenden  Kräfte  anendlich  gross,  und  vermöge  der 
ans  (A)  und  (•)  in  §.135.  fliessenden  Formel:  /)'=#' 
(1 — x3),  Kssl,  also  der  Winkel,  dessen  Cosinus  * 
ist,  =0,  d.  h.  die  Linie,  in  welcher  diese  zwei  Kräfte 
anzubringen   sind,    wird   mit   der  Axe   der   Drehung 


[• 

Von  4er  Sidwrhatt  des  GMehgewkhti.  818 


\ 


pendle!    (4-  136.  6.) ;   —    übereinstimmend    mit   dem 
Yerigen. 

§.   166. 

Wie  Mhon  im  §.  162.  vorläufig  bemerkt  worden, 
das  Gleichgewicht  eines  nnd  desselben  Systems 

Kräften  nach  der  verschiedenen  Lage  der  Are, 
wm  welche  der  Körper  gedreht  wird,  bald  sicher,  bald 
mUmt  sejn.  Dasselbe  giebt  auch  die  den  jedesma- 
fgm  Zustand  des  Gleichgewichts  bestimmende  Function 

S=fy>  +gX2  +  *V*  -2Fbl>-2Gv<p-2ffn 

n  erkennen,  die  nach  den  verschiedenen  Werthen, 
«flehe  man  den  die  Richtung  der  Axe  bestimmenden 
Grössen  9,  %>  V  beilegt,  während  Fy  G>...h  unverän- 
dert bleiben,  im  Allgemeinen  bald  positiv,  bald  negativ 
ist  Um  uns  darüber  näher  zu  unterrichten,  wollen  wir 
diese  Function  xuvor  auf  eine  einfachere  Form  bringen. 
-Es  ist 

fy*-2Gw-*Hn=f(<,*  -2  ^^f) 

(Gyj  +  ffx)2 


-/»'■  ~ 


/ 


fy  —  fity  —  H%  =/y  setzt.    Uiermit  wird 

fS=/W2  -g'V7  -  *V  -  2FX% 
vt  wr  Abkürzung 

G*-Af=g',  H*-Sg=A\  Fy+GH^F 

gesetzt  und.  —  Ferner  ist 

Sejr  daher  noeb 
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A'x  +  JFy,  =  fy  und  f"*  —g'A'=f",  so  wird 

und  es  ist  somit  S  durch  Einführung  der  Veränderliche» 
<f>\  /'  statt  qp,  x>  als  eio  Aggregat .  von  drei  Quadrate« 
dargestellt. 

Da  nun  nach  der  verschiedenen  Lage  der  Drehungs- 
axe  die  Werthe  von  9,  /,  t//,  und  daher  anoh  die  von 
9>'>  />  V>  *n  &U®11  möglichen  Verbältnissen  zu  einander 
stehen  können,  so  ist  5  immer, positiv,  und  folglich  das 
Gleichgewicht  für  jede  Drehungsaxe  sicher,  wenn  fy  — S 
und  — f"  zugleich  positiv  sind.  Dagegen  ist  S  immer 
negativ,  und  das  Gleichgewicht  für  jede  Axe  unsicher, 
wenn  f>  h\f"  negativ  sind.  Das  Gleichgewicht  ist 
demnach  für  jede  Axe  von  einerlei  Beschaffenheit»  wenn 
h'  und  f  negativ  sind,  und  zwar  ist  es  sicher  oder  an- 
sicher, nachdem  f  positiv  oder  negativ  ist. 

§.    167. 

Auf  analoge  Art,  wie  g',  h\  F<>f"  aus  f,...B 
abgeleitet  worden  sind,  bilde  man  noch  f\  CF,  ZT,  g"y  A"f 
so  dass  überhaupt 

(l)f=F>-gA,  {t)F=Fy+Gff,  {7)f=F*-g'A\ 

(2)  g'=G*-Af,  (5)G'=Gg+llF>  (8) ^=«r»-Ay, 

(3)  A'=H*—fgy  (6)  ff,=BA+FG,  (9)  A"=H'*-fg'. 

Substituirt  man  in  7)  für  g\  A\  F  ihre  Werthe  aas 
2),  3),  4),  io  kommt: 

(I0)/"  =  Ä/,  wo 
R  =  F*f+  G*g+BiA  +  2FGH-fgA 

die  symmetrische  Function  von  /, ...  üf  ist,  welche, 
=  0  gesetzt,  die  Bedingung  für  das  Vorhandenseja 
einer  Gleiohgewichtsaxe  ausdruckt  (§.  131.). 
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Eben  so  erhält  man: 

(11)  tr  =  Rgi  (12)A"=iM. 

Sind  nun  hl  und  f"  negativ  (vor.  §.),  so  ist  nach 
(7)  auch  g  negativ ,  und  daraus,  dass  g'9  hl  negativ 
und,  folgt  naeh  (2)  nnd  (3),  dass  den/,  g9  h  einerlei 
Zeichen  xnkommen.  Nach  (10),  (11),  (12)  müssen  da- 
her auch  gf9  hl'  mit/"  einerlei  Zeichen,  also  das  ne- 
gative, haben,  woraus  wegen  (8)  oder  (9)  noch  folgt, 
dass  eben  so,  wie  g\  hl9  auch/'  negativ  ist. 

Hiernach  nnd  wegen  der  Symmetrie  in  der  Bildung 
der  Grössen /" ...hl  schliessen  wir : 

Wbtm  von  den  sechs  Grössen  f9  g'9  h'9  /",  g"9  h" 
sme  der  drei  erstem  (x.  B.  hl)  und  eine  ihr  nicht 
entsprechende  der  drei  letztem  (*.  Ä  /")  negativ 
md9  so  sind  es  auch  die  vier  übrigen ,  und  f9  g9  h 
heben  einerlei  Zeichen.  Das  Gleichgewicht  ist  als- 
imm  hei  jeder  Verrückung  des  Körpers  von  einerlei 
Beschaffenheit,  und  zwar  sicher  oder  unsicher ,  je- 
mehdem  das  gemeinschaftliche  Zeichen  von  f9gyh 
des  positive  oder  negative  ist. 

§.  168. 

Zusatz.  Zwischen  den  Grössen  F9  ...ET  und 
/, ...  J"  finden  noch  einige  andere  bemerkenswerte 
Marionen  statt.  Um  sie  zu  erhalten, .  wollen  wir  zu 
Jca  Gleichungen  (d)  in  §.  135. 

(d)\    ff<p-gx  +  F*l>  =  Dß, 
\     Gq>+F)c—hty  =  Dy 

nritokkehren,  welche  *9ß9y  durch  9,  x>  V  ausdrücken, 
s»d  daraus  umgekehrt  9,  x>  V  durch  o,  ß9  y  auszu« 
dr&oken  suchen«    In  der  That  folgt  aus  diesen  Gleichun- 
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gen,   wfcnn  man  sie,  um  x  und  y  zu  eliminiren,   mit  4 
a,  b,  c  multiplioirt,  hierauf  addirt  und  zur  Bestimmung 
von  aibic 

oH—6g+cF=0y 
oG  +6F—c/>=0  setzt: 
(—af+bH+cG)(f  =  D(aa  +  bß  +  cy). 

Es  fliesst  aber  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen: 

a  :  b  :  c  =  — /':  H' x  6T, 

folglich  wenn  man  diese  Verhältnisswerthe  Ton  «,  b,  e 
in  der  dritten  substituirt: 

(A)  iff+HH'+GG^q>  =  D(-f'a+B'ß+€rr). 

Substituirt  man  sie  in  den  zwei  ersten  selbst,  so  . 
kommen  die  identischen  Gleiohungen: 

—  Itf"—gff'+FG'=0,  —Gf+Fff'  —  AeF=9. 

und  ähnliehe  identische  Gleichungen  erhält  man  bei  der 
Elimination  von  tf>  9  und  <p9  x  aus  (d). 

Nun  wird,   vermöge  (A),  ff+GGT  +  fflT^t, 

wenn  «, /?,y  null  sind.  Unter  derselben  Voraussetzung 
ist  daher  die  Function //'  +  ...,  =0  gesetzt,  das, Re- 
sultat der  Elimination  von  y,  x>  V  aus  (<0>  d.  L  ans 
den  Gleichungen  (8)  in  §•  127.  Sie  muss  daher,  bis 
auf  das  Zeiohen  wenigstens,  einerlei  mit  der  in  §.  131. 
(16)  gefundenen  und  vorhin  mit  Jt  bezeichneten  symmetri- 
schen Function  von  F,  ...A  seyn.  In  der  That  findet 
sie  sich  auch  dem  Zeichen  naoh  von  R  nioht  verschie- 
den, also 

ff  +  GGT  +  ff£T =Ä,  und  eben  so  wegen 

der  Symmetrie 
ggr+m  +  FF^A, 

u'  +  ff' +  oer = r. 
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Hiernach  wird: 

\—fa  +  H'ß  +  6?'y  =  Tty  :  ZI,  und  eben  so  kommt : 

GTa  +  Fß—  A'y  =  Ryi  D, 

Elimination  von  y,  q>  und  von  9,  /  ans  (d). 
Diene  Gleichungen  lassen  sich  aber  ans  den  vori- 
gen (<J)  unmittelbar  bilden,  wenn  man  a,  ßy  y  mit  g>,  %,  \p 
gegenseitig  vertauscht,  F, ...  A  in  F',  ...  A'  und  D  in 
Jh  D  verwandelt.  Es  muss  daher  anch  seyn,  indem 
■n  anf  dieselbe  Weise  mit  den  Gleiehnngen  (tf  •)  ver- 
fehlt and  die  eben  so  ans  /", ...  K  gebildete  Function, 
welche  R  von  F>...A  war,  =  Jft  setzt,  also  für  Ä x Dy 
KiifliD)  schreibt,  und  wenn  F",...A"  dieselben 
Fenetionen  von  F*y . . .  K  bedeuten,  welche  F\  +.  .A' 
res  F9..*A  sind: 

(    G'if+F'x—K'v^KDyiR. 

Wegen  der  Unabhängigkeit  je  zweier  der  drei 
Qrcsecn  9,  x,  V  von  einander  müssen  nun  die  Coefficien- 
tae  derselben  und  der  davon  abhängigen  «,  0,  y  in  den 
Gleichungen  (</**)  in  denselben  Verhältnissen  zu  einan- 
te  stehen,  als  wie  in  (</),  folglich: 

f'if=H".H=eriG=*tQ.=RiR. 

m 

Darob  Elimination  von  f  aus  den  swei  Gleiehnngen: 

b  =/f + hh' +  Ger 

*  =— Bf  —  g&  +  FGT 

folgt  aber:  Ä#=  AH  +  FCF  =  J7". 
Et  ut  daher: 

R  =  R*  und/"  =  Jtyi;  etc.  F'z=BF,  etc. 
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§.  169. 

Wenn  die  in  §*167,  zu  Ende  bemerkten  Beding» 
gen  nicht  erfüllt  werden,  so  kann  S  (§.  166.)  nach  der  Ter 
schiedenen  Annahme  von  <p,  x>  V  bald  positiv,  bald  nega 
tiv,  und  folglich  auch  null  werden.  Alsdann  bilden  du 
durch  die  Gleichung  S  =  0  bestimmten  Aren,  eobab 
sie  durch  einen  und  denselben  Punkt,  z.  B.  den  An 
fangspnnkt  der  Coordinaten,  gelegt  werden,  eine  Kegel* 
,  fläche  des  zweiten  Grades,  deren  Spitze  dieser  Punkt  ist 
und  deren  Gleichung  zwischen  rechtwinkligen  Coordtnat« 
man  erhält,  wenn  man  in  der  Gleiohung  *S=0  diese  Coes 
dinaten  für  die  ihnen  proportionalen  y,  %,  \p  substituirt 

Indem  wir  nun  jetzt,  und  so  auch  in  den  folgendes 
§§.,  nur  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinatei 
gebenden  Axen  in  Betracht  ziehen,  —  denn  für  je  zwei 
einander  parallele  Axen  ist  das  Gleichgewicht  von  ein» 
lei  Beschaffenheit  (§•  163.),  —  so  ist  für  jede  Axe, 
welche  in  die  Fläche  des  Kegels  selbst  fällt  i  S=(^ 
mithin  Q  =  00  und  das  Gleichgewicht  neutral  (§.  165.  ej» 
Für  alle  innerhalb  des  Kegels  fallende  Axen  hat  8 
einerlei  Zeichen,  und  das  entgegengesetzte  für  alle 
Axen,  welche  ausserhalb  des  Kegels  liegen.  Für  die 
einen  Axen  ist  folglich  das  Gleichgewicht  sicher  und 
für  die  andern  unsicher. 

So  werden  demnach  in  dem  allgemeinen  Falle,  we 
das  Gleichgewicht  bald  sicher,  bald  unsicher  Ist,  die 
Axen  des  einen  von  denen  des  andern  durch  eine  Ke- 
gelfläche gesondert.  Ob  aber  die  innerhalb  dieser 
Fläche  liegenden  Axen,  oder  ob  die  ausserhalb  liegen- 
den es  siad,  denen  das  sichere  Gleichgewicht  zukommt, 
l&sst  sioh  ohne  weiteres  nioht  entscheiden.  Denn  be- 
hält man  die  Angriffspunkte  und  Intensitäten  der  Kräfte 
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M,  verändert  aber  ihre  Richtungen  in  die  entgegenge- 
•ttsten,  als  wodurch  abermals  Gleichgewicht  entsteht, 
••gehen  die  Werthe  von  F9 ...  h  in  die  eben  so  grossen, 
entgegengesetzten  über,  mithin  auch  der  Werth  von 
j,  ab  einer  linearen  Function  dieser  Grössen.  Die 
Gleichung  S  ^=  0  bleibt  daher  ungeändert,  und  folglieh 
die  Kegelfläche.  Bei  solchen  Werthen  von  %  %>  V 
r,  bei  welchen  S  vorher  einen  positiven  Werth  hatte, 
afclh  ea  jetit  einen  negativen,  und  umgekehrt  Wenn 
felgjicli  beim  erstem  Gleichgewichte  den  innerhalb  des 
Kegels  fallenden  Aren  Sicherheit  ankam,  so  gehört  sie , 
Wim  letxtern  den  ausserhalb  fallenden,  and  umgekehrt 

§.  im 

Die  Function  S,  welche  hinsichtlich  y,  %>  y  vom 
iweiten  Grade  ist,  und  welche  sieb  nach  dem  Vorigen 
b  Allgemeinen  als  ein  Aggregat  dreier  Quadrate  dar- 
rteOea  läset,  kann  in  besondern  Fällen  auch  schon  in 
mi  Quadrate  auflösbar  seyn.  Alsdann  muss  auch  die 
gkiohgeltende  Form 

A'    ,.   .   R 

f 

it  tfe  ganse  rationale  Function  R  statt  des  vorigen  f"  \f 

{•schrieben  worden,  in  zwei  Quadrate  sich  xerlegen 
kaeu.  Dieses  ist  aber  wegen  der  gegenseitigen  Unab- 
hängigkeit von  9'%  /%  yl  nicht  anders  möglich,  als 
vms  einer  der  drei  Coeffioienten  fy  —  K :fy  R\K  die- 
iv  Quadrate  null  ist  Nun  kann  nicht  der  erste  =  0 
ttjB,  indem  sonst  der  zweite  =00  würde,  und  eben 
K  wenig  kann  es  der  zweite  seyn,  indem  damit  der 
kitte  =  00  würde.  Mithin  bleibt  nur  übrig,  den  dritten 
=0  su  setzen.  Die  Bedingung,  unter  welcher  S  als 
m  Aggregat  zweier  Quadrate  ausgedrückt  werden  kann, 
■t  demnach: 

21 
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• 


Jt  =  0, 

d.  b.   das  System  muss  eine  Axe  des  Gleichgewi 
haben. 

Bei  dem  jetzt  nur  aus  zwei  Quadraten  zasaoui 
gesetzten  Ausdrucke  für  S 

sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  nachdem  oft« 
die  Ccefficienten  der  zwei  Quadrate  entweder  1)  b 
das  positive,  oder  2)  beide  das  negative,  oder  3) 
ander  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

Im  ersten  Falle  ist  f  positiv  und  hl  negativ; 
da,  wegen  Ä  =  0,  nach  (10)  und  (11)  in  $.  i§7. 
und  g"  null  sind,  folglich  nach  (7)  und  (8),  F'2=* 
und  6'2=h'f  ist;  so  sind  auch  g  und  f  negativ, 
nach  (2)  und  (3),  h  und  g  positiv.    Alsdann  ist  für  j 
Axe  das  Gleichgewicht  sioher,  ausgenommen  für 
jenige,  für  welche  9/  und  /  =  0,  d.  i. 

f<p—Hx—€hi>=H  und  A*+FV=0 

sind.  Es  ist  aber  die  erste  dieser  zwei  Gleichon 
die  erste  der  drei  Bedingungsgleiohungen  (8)  in  $•  I 
wenn  die  durch  9,*,  V  bestimmte  Axe  eine  Gleid 
wiohlsaxe  ist;  und  die  zweite,  für  welche  man, 
jetzt  Ä  =  0,  folglioh  ir=Brh'  +  F¥€r  =  H  ist,  1 
€?x  —  H'xp  =  0  setzen  kann,  entspringt  durch  Elina 
tion  von  9  aus  der  zweiten  und  dritten  jener  drei  ( 
ohungen.  Die  aus  f'=sO  und  /  =  0  hervorgehen 
Verhältnisse  zwischen  y,*,  yj  gehören  daher  der  Gle 
gewichtsaxe  an,  die  dem  Systeme  gegenwärtig  zukon 
Wird  aber  die  Gleicbgewichtsaxe  pur  Axe  der  Dreh 
genommen,  so  ist  das  Gleichgewicht  dauernd« 

Im  zweiten  Falle  sind  f  und  //  zugleich  nee« 
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« 

11t  «di  auf  ähnliche  Art,  wie  vorhin,  auch  g-,  A»/",  g 
Mgativ  finden.  Das  Gleichgewicht  ist  dann  für  jede 
Axe  unsicher,  ausgenommen,  wenn  9'  und  x  zugleich 
=0  aind  ,  d.  i.  für  die  Gleiohgewiohtsaxe,  wo  das 
Gleichgewicht  Dauer  bat 

Wenn  eadlich  drittens  K  positiv  ißt,  und  daher, 
wtgen  CT*  =Kf  und  F*  =gk\  auch  f  und  g  po- 
«tiv  «ad,  so  lässt  sieh  S  in  zwei  Faotoren  auflösen: 

s=±  w + vx./)  c/y  -  va'./). 


Seist  man  jeden  dieser  Factoren  für  sich  =^0, 
Mekt  in  ihm  <p'  und  /  durch  9,  x>  V  au8  und  snbsti- 
tsirt  jt,  jr,  s  ftr  9,  *,  V,  so  erhält  man  die  Gleichungen 
lwsict  dnreh  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen- 
fcu  Ebenen.  Für  die  Durchsohnittslinie  derselben  sind 
knie  Faetoren  zugleich  =0,  also  9>'=0  und  /=0; 
aitbia  ist  diese  Linie  die  Gleiohgewiohtsaxe., 

Durch  die  zwei  Ebenen  wird  nun  der  Raum  in  vier 
ThsBe  getheilt,  welche  paarweise  einander  gegenüber 
Hagen,  und  jenaohdein  die  Axe  der  Drehung  in  dem 
asca  oder  andern  dieser  Paare  enthalten  ist,  ist  das 
GMebgewieht  sicher  oder  unsicher.  Für  Axen,  welohe 
h  «se  der  beiden  Ebenen  selbst  fallen,  ist  das  Gleich- 
gtwieht  neutral,  ausgenommen  für  die  mit  der  Duroh- 
v idaittslinie  der  Ebenen  zusammenfallende  Axe,  für 
*ikhe  es  Dauer  hat 

f    171. 

Es  ist  jetzt  der  noch  speciellere  Fall  zu  untersuchen 
ikrig,  in  welohem  S  sioh  auf  ein  einziges  Quadrat  re- 
Jiort  Dies  geschieht  aber  bei  dem  im  vor.  §•  bereits 
aaf  zwei  Quadrate  zurückgebrachten  Ausdrucke  für  S 

21  • 
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nur  dann,  wenn,  näohst  der  für  jenen  Autdruck  g 
tenden  Gleichung  M=0,  noch  A'  =  0  ist,  wodurch 

wird.  Mit  Ä=0  werden  aber  F", ...  A"  zugleich  = 
woraus,  wenn  noch  A'  =  0,  mittelst  der  Form« 
in  §•  107.  und  168.  leioht  zu  sohliessen,  dass  au 
F\  C,  17',  /%jf  null  sind.  Naoh  (4)  in  §.  167.  ist  a 
dann/=  —  OH\  F9  und  Ä  erhält  damit  den  symi 
frischen  Ausdrnok: 

Gegenwärtig  ist  also  das  Gleichgewicht  fBr  s 
Axen  von  einerlei  Art,  und  zwar  sioher  oder  ontish 
nachdem  das  Produot  FOH  negativ  oder  positiv  I 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  nachdem  f^gx 
die  jetzt  einerlei  Zeichen  haben,  positiv  oder  nega 
sind.  .  Doch  machen  hiervon  diejenigen  Axen  eineA 
nähme,  für  welche  jS=0  ist,  und  welohe  daher  in  i 
Ebene  liegen,  deren  Gleichung 

F  +  G  +  ff— ü 

ist.  Denn  nach  §•  134.  sind,  unter  den  jetzt  statt  I 
denden  Bedingungen  F\  Q\  B'  =  0,  alle  Axen  dies 
Ebene  Axen  des  Gleichgewichts ,  und  es  ist  mithin  t 
jede  derselben  das  Gleichgewicht  von  Dauer. 


ym  ata  Mudmii  nad  Miaimis  beim  Gleichgewichte,       Mtf 
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Von  den  Maximis  und  Mininiis   beiip 

Gleichgewichte. 

§.  172. 

Dm  Gleichgewicht  zwischen  mehrern  auf  einen  frei 
iwegüchea  Körper  wirkenden  Kräften  besitzt,  wie  wir 
i  trägen  Kapitel  erkannt  haben,  die  Eigenschaft, 
«s  wem  der  Körper  um  eine  Are,  sey  es  nach  der 
wm  oder  nach  der  andern  Seite,  gedreht  wird,  wäh- 

£e  Kräfte  auf  ihre  Angriffspunkte  mit  parallel 
Richtungen  zu  wirken  fortfahren,  die  Kräfte 

Male  den  Körper  entweder  der  Lage  des  Gleioh- 
wieder  zu  nähern,  oder  beide  Male  ihn  noch 

tob  dieser  Lage  zu  entfernen  streben.  Die  Ana- 
fjm  dieser  Eigenschaft  des  Gleichgewichts  mit  den 
srimaleo  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  einer  ver- 
iderfieben  Grösse  fällt  in  die  Augen.  Denn  hat  man 
B.  eine  ebene  Curve  und  geht  darin,  nach  welcher 
■to  mau  will,  von  dem  Punkte  aus,  welchem  die  grösste 
Mbate  zugehört,  so  nähert  man  sioh  jedesmal  der 
faissenlinie,  entfernt  sich  aber  von  ihr,  wenn  man 
m  Punkt»  dessen  Ordinate  die  kleinste  ist,  zum  An- 
Mgtpunkte  wählt  Es  steht  daher  zu  erwarten,  dass 
•A  beim  Gleichgewichte  eine  gewisse  Function  der  das 
totsm  der  Kräfte  bestimmenden  Grössen  ein  Maximum 
im  Minimum  sejn  werde,  und  dass,  wenn  diese  Fun- 
&q  beim  sichern  Gleichgewichte  z.  B.  ein  Maximum  ist, 
iebeini  uusichern  als  Minimum  sich  zeigen  werde. 
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§.    173. 

In  der  That  ist  auch  schon  bemerkt  worden  (§. 
157.  a.)9  dass  bei  dem  Gleichgewichte,  welches  zwischen 
zwei  einander  gleichen  und  entgegengesetzten.  Kräften 
Pt  und  P2  beisteht,  die  Linie  AtA2J  welche  die  An* 
griffspunkte  der  Kräfte  verbindet,  eine  solche  Lage 
haben  muss,  dass  sie,  nach  der  Richtung  der  Kräfte 
geschätzt,  ihren  grösstmöglichen  positiven  oder  aegati» 
yen  Werth  hat  Wird  nämlich  die  Richtung  vea  P,  Ar 
die.  positive  genommen,  so  muss  die  hiernach  geschätzte 
Linie  AtA2,  d.  i.  AXA2  eos(AlA2APt)9  beim  sichsra 
Gleichgewichte  ein  positives  Maximum ,  beim  nnsiqhcffn 
ein  negatives  Maximum  oder  ein  Minimum  seya. 

Es  ist  aber,  wenn  in  Bezog  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem/^P*  undAnA1  durch  (XiJTnXt% 
(Xi9.n.)  und  (•*!»•••),  (.?2>  •••)  ausgedruckt  werden* 

AvA2.P2.w>%{AxA2*P2} 

—(a:2  —  xt)X2+(y2  —  yl)Y2+{x2  —  *,)Zt 
=xiXl  +x2X2  +yt  Tt  +...+x2Zz. 

Mithin  ist  auch  dieser  Ausdruck,  wenn  die  Coordi» 
naten  der  Angriffspunkte  dergestalt  veränderlich  ange- 
nommen werden,  dass  die  gegenseitige  Entfernung  die- 
ser Punkte 

=  r/[(^-*,)2+(yi-yi)2+(*,-*.n 

constant  bleibt,  beim  sichern  Gleichgewichte  ein  Maxi- 
mum und  beim  unsichere  ein  Minimum. 

Liegen  die  zwei  Kräfte  und  ihre  Angriffspunkte  in 
der  Ebene  der  x,y,  und  wird  der  Körper  so  verrückt, 
dass  die  Punkte  in  dieser  Ebene  bleiben,  so  ist  es  die 
Function 

xx Xt  +  x2X2  +y,  Yt  +y2  It, 
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«•falie  beioi  Gleichgewichte  ihren  grössten  oder  klein- 
en Werth  hat 

f.  174. 

80  wie  wir  im  vorigen  Kapitel  aaoh  den  Kennzeichen 
fir  die  Sicherheit  de«  Gleichgewicht*   eines   aar  ans 
iwei  Kräften  bestehenden  Systems  die  Sicherheit  jedes 
mdam  Systems  beurtbeilten,    so  können  wir  auch  ge- 
genwärtig  ans  der  eben  gefundenen  Function,  welche 
Gleichgewichte  zwischen  swei  Kräften  ein  Maxi- 
erer Minimum  ist»  die  entsprechende  Funotien  für 
andere  System  herleiten« 

Ist  ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene  im 
Gleichgewichte,  und  bleibt  es  darin,  auch  wenn  der 
Ktirper  um  eine  auf  der  Ebene  normale  Axe  gedreht 
wird,  so  ist  S(xX+yY)  =  0  (f  123.).  Diese  Glei- 
chung wird  aber  nicht  allein  anfangs,  sondern  auch 
während  der  Drehung  selbst  zwischen  den  auf  ein  festes 
Axansystem  belogenen  und  daher  mit  der  Drehung  sieh 
ledernden  Coordinaten  der  Angriffspunkte  bestehen, 
da  jede  neue  Lage,  in  welche  das  System  dieser  Punkte 
gegen  die  Kräfte  versetzt  wird,  Gleichgewicht  mit  sich 
fuhrt  and  daher  als  eine  anfängliche  betrachtet  Werden 
kann. 

Im  Allgemeinen  aber  geht  das  anfängliche  Gleich- 
gewicht verloren,  und  das  System  wird  gleich  wirkend  ' 
mit  zwei  Kräften  PA  und  P99  welche  nebst  ihren  An- 
griffspunkten ^ii  und^t  so  zu  bestimmen  sind  (§•  124.), 
daas  sie  anfangs  einander  ebenfalls  das  Gleichgewicht 
halten,  und  dass  anfangs 

Ä  =  Ät,  wo  h=Z{xX+yY) 
nnd*l=^luf,.^t«rIXl+yl  l\+x,X2+y,  F2(vor.f  )• 
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Die  Gleichung  A  =  ht  bestdht  nun  aus  demselbei 
Grunde,  wie  vorhin,  auch  während  der  Drehung,  oder 
allgemeiner  ausgedruckt :  wenn  die  Cqordinaten  summt 
Hoher  Angriffspunkte  so  geändert  werden,  dass  di< 
gegenseitigen  Entfernungen  dieser  Punkte  constant  blei 
ben.  Denn  das  neue  System,  welches  man  erhält,  wen 
man  zu  dem  vorigen  die  Kräfte  Px  und  Pa,  naob  eot 
gegengesetzten  Richtungen  auf  At  und  A%  wirkend 
hinzufügt,  dauert  auch  während  der  Drehung  fort 

Da  also  unausgesetzt  h=ht  ist,  und  da  ht  beia 
sichern  Gleichgewichte  von  Px  mit  P2y  also  aneh  beia 
sichern  zwischen  (X,  F),  (X%  F')t ...  ein  Maximum 
beim  unsichern  dagegen  ein  Minimum  ist,  so  mnsi 
dasselbe  auch  von  h  gelten. 

Beim  Gleichgewichte  zwischen  Kräften  in  eines 
Ebene  ist  demnach  die  Function 

2(xX+yT) 
ein  Maximum  oder  Minimum,  und  zwar  erster* 
beim  sichern,  letzteres  beim  unsichern  Gleichgewichte 

f  175. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  lässt  sich  auch  bei  einen 
Systeme  von  Kräften  im  Räume  eine  Function  ermitteln, 
die,  wenn  die  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  bähen. 
ein  Maximum  oder  Minimum  ist.  Seyen  Px  und  Pt  dk 
beiden  Kräfte,  welche  an  den  Punkten  Ax  und  Ax 
angebracht,  anfangs  eben  so,  wie  die  Kräfte  des  Sy 
stems,  mit  einander  im  Gleichgewichte  sind  und  bei 
der  nachherigen  Drehung  um  eine  durch  q>>x>V  b* 
stimmte  Axe  mit  dem  Systeme  gleichwirkend  werdei 
(§.  136.  c.)>  Kräfte  also,  die  in  den  entgegengesetzt« 
Richtungen  zu  dem  Systeme  hinzugefügt,  ein  Systen 
hervorbringen,   welches  bei  der  Drehung  um  dieselbe 
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An  Min  Gleichgewicht  nicht  verliert.  Alsdann  mass 
Mjii  (f  127.  (8)): 

<p2(y  Y+  xZ)  =y>2xZ+x2x  Y, 
X2  (%Z+xX)=  <p2yX+it>2yZ9 
v2(xX+yY)=X2xY+<p2xX, 
flWchungen,  in  denen  sich  das  Snmmenzeiohen  ausser 
im  Kräften  des  ursprünglichen  Systems  nooh  auf  die 
Krifte  —  Pt  und  — P*  erstreckt,  und  die,  weil  das 
Wcichgc  wicht  zwisohen  — Pl9  — P2   und  den  Kräften 
im  Systems  fortdauert,  nach  demselben  Schlosse,  wie 
m  tot.  §.,  nicht  allein  bei  den  anfänglichen,   sondern 
SMh  bei  den  durch  die  Drehung  veränderten  Werthen 
im  Ceordinaten  ihre  Gültigkeit  haben. 

Man  midtiplieire  nun  diese  drei  Gleichungen  resp. 
*&f)X>V  und  addire  sie,  so  kommt  mit  der  Berück- 
achtigung,  dass 

<p*xX+X7yY  +  y/*xZ 
+**(*&+*r)+V9  (xX+xZ)+<pX(xY+yX) 
=»(**+Xy+V*)  {<pX+XY+y,Z) 
utdass  9>'+x*+v/'=i  ist: 
*{*X+yY+xZ)=2[{<px+Xy+yx)  (<pX+xY+y,Z)), 

ti*  Gleichung ,  welche  eben  so ,  wie  die  drei  vorigen, 
riAt  bloss  für  den  Anfang,  sondern  auch  bei  der  naoh- 
brigen  Drehung  gilt. 

Nun  bleiben  <p,  X,  y/  und  die  Kräfte  X9  Y,  Z;  etc. 

«ibend  der  Drehung  unverändert     Eben  so  bleiben 

*  BBcb  die  rechtwinkligen  Projectionen  der  Angriffs- 

fsskte.aaf  die  Drebungsaxe,  als  die  Mittelpunkte  der 

fti  den  Angriffspunkten   um   die   Axo  besobriebehen 

Kreise;  mitbin  ändern  sioh  auch  nicht  die  Projectionen 

der  vom  Anfangspunkte   der  Coordinaten   bis  su  den 

Angriffspunkten  gesogenen  geraden  Linien  auf  dieselbe 
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Axe,  und  diese  Projeotionen  sind  =<pa?+xy+V*>  *** 
In  Folge  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  bleibt  dabei 
auch  die  Snmme  2(xXj+...)  oonstant  Et  ist  ab« 
diese  Summe,  wenn  wir  das  Summenzeichen  die  Krftffr 
des  ursprünglichen  Systems  allein  umfassen  lassen, 

«r  S(xX+...)  —  (xtXt  +  x2X2  + ...  +  s,Zt), 
und  ßie  erhält   somit   die  Form  einer  Differenz.     Dil 
swei  diese  oonstante  Differenz  bildenden  Summen  miases 
daher  gleichzeitig  ihre  grffssten  und  kleinsten  Wettbfl 
erreiohen. 

Nun  bat  die  Summe  xiXl  +  ...  +  x2Zt  ihren 
ten  positiven  Werth  beim  sichern  Gleiohgewichfc 
ihren  grössten,  dem  positiven  absolut  gleichen,  negatives 
Werth  beim  unsichcrn  Gleichgewichte  zwischen  Pk  und  J*s 
(§•  173«),  folglieh  aueh  «wischen  den  Kräften  des  Systems. 

Mithin  ist  aueh  die  Summe 

2{xX+yY+xZ) 
beim   siehern  Gleichgewichte  zwischen  den  Kräften 
des  Systems  ein  Maximum  und  heim  nnsiehem  ein 
Minimum. 

#    176. 

Auf  noch  kürzere  Weise  kann  man  in  diesem  A^ 
sultate  gelangen,  wenn  man  die  in  f.  174.  erhaltene 
Formel  für  das  Maximum  oder  Minimum  beim  Gleich 
gewichte  eines  in  einer  Ebene  enthaltenen  Systems  sn 
Hülfe  nimmt»  Sind  nämlich  die  auf  die  Punkte  (jr,y,s)^ 
etc.  wirkenden  Kräfte  (X,  F,  Z),  etc.  im  Gleichgewichte, 
so  sind  es  auch  die  Projeetionen  derselben  aaf  die 
Ebene  der  jr,y,  d.  i.  die  auf  die  Punkte  (*ty>9)>  *te»v 
wirkenden  Kräfte  (X,  F,0),  etc.  (§.  68.),  und  es  ist, 
wenn  man  den  Körper  um  eine  auf  dieser  Ebene  nor- 
male ^  d.  i.  mit  der  Aie  der  *  parallele,  Axe  dreht, 
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is  Fmotien  i^rlL+yF)  ein  Maximum  beim  stöbern 
mi  ein  Minimum  beim  unsichern  Gleichgewichte  der 
Krifte  (X,  Y,  0)  etc-,  folglich  auch  der  Kräfte  (  JT,  F,  Z) 
tte.  (§•  164.).  Da  ferner  bei  dieser  Drehung  die  Goor- 
falten  Xj  eta»,  mithin  anoh  die  Summe  2xZ,  umgeän- 
dert bleiben,  so  ist1  unter  denselben  Bedingungen  auch 
I(xX+yY+*Z)  ein  Maximum  oder  Minimum.  Es 
ist  aber  diese  Summe,  wenn  wir  die  Kräfte  mit  P,  eta 
fcre  Angriffspunkte  mit  A,  etc.  und  den  Anfangspunkt 
far  Coontinaten  mit  O  bezeichnen,  =2 OA.P cos  {OAP), 
mä  daher  unabhängig  von  dem  durch  O  gelegten  Sy- 
•tsme  der  Coerdinatenaxen,  also  ein  Maximum  oder 
HMmuin,  auch  wenn  der  Körper  um  eine  andere,  mit 
fcr  Axe  der  *  nicht  parallele  Axa  gedreht  wird. 

Zusatz.    Trifft  ein  von  O  auf  die  Richtung  ron  P 
pOUtes  Perpendikel  dieselbe  m  M  (Fig.  47.),  so  ist 
MJ=BOAoo*(OA*P)y  und  die  vorige  flumme  wird 
=2MA.P.     Wird  hierauf  der  Körper  verrückt,  und 
gabt  damit  A  naoh  A,  fort,  und  ist  M,  der  Fusspnnkt 
Jet  von  O  auf  die  nunmehrige  Richtung  von  P  gefUI- 
tm  Perpendikels,    so  verwandelt  sich  die  Summe  in 
JM^A^P.     Weil  aber  die  Richtungen  von  P  in  der 
mtm  und  zweiten  Lage  des  Körpers  einander  parallel 
ml,  so  ist  OMMf  eine  auf  der  Richtung  von  P  nor- 
mte Ebene.    Die  Summe,  welche  beim  Gleichgewichte 
sin  Grösstes  oder  Kleinstes  ist,   wird  daher  auch  er- 
halten,  wenn  man  durch  einen  unbeweglichen  Punkt  O 
Fbenen  legt,  welche  die  Richtungen  der  Kräfte  recht- 
winklig  schneiden,    hierauf  jede  Kraft  in  den   Theil 
.  ihrer  Richtung  vom  Durchschnitte  der  letztern  mit  der 
auf  ihr  normalen  Ebene    bis  zum  Angriffspunkte  der 
Kraft  mnltiplioirt  und  diese  Producta  addirt. 
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Weil  die  Richtungen  der  Kräfte  sieh  parallel  1 
ben,  so  sind  die  durch  O  gelegten.  Ebenen  eben 
wie  O  selbst,  unbeweglich.  Man  si^ht  aber  leicht,  \ 
man  statt  der  in  O  sich  gemeinschaftlich  schneiden 
Ebenen  irgend  andere  unbewegliche,  auf  den  Rieb 
gen  der  Kräfte  normale  Ebenen  setzen  kann.  D 
wird  die  Richtung  von  P  von  einer  auf  ihr  norm 
und  nioht  durch  O  gehenden  Ebene  in  N  gesohntt 
so  ist  der  Unterschied  MA.P — NA.P=  MN.P7  ■ 
oonstant,  weil  es  sowohl  P,  als  der  gegenseitige 
/  stand  MN  der  beiden  unbeweglichen  Ebenen  ist  . 
hin  ist  auch  der  Unterschied  der  Summen  2 MA.P 
1NA.P  constant,  und  daher  die  eine  mit  der  aai 
gleichzeitig  ein  Grösstes  oder  Kleinstes;  also: 

Hatten  sich  mehrere  auf  einen  frei  beweglit 
Korper  wirkende  Kräfte  das  Gleichgewicht,  und  de 
man  rieh  die  Richtung  jeder  Kraft  van  einer  m 
weglichen  Ebene  normal  geschnitten  und  multipli 
jede  Kraft  in  den  Theil  ihrer  Richtung  vom  Dm 
schnitte  der  auf  ihr  normalen  Ebene  bis  ms  iM 
Angriffspunkte ,  so  ist,  wenn  der  Körper  um  4 
beliebige  Axe,  sey  es  nach  der  einen,  oder  nach 
andern  Seite,  gedreht  wird,  die  damit  sich  ander 
Summe  jener  Producte  beim  anfänglichen  Gleich 
wichte  selbst  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  1 
xwar  ersteres,  wenn  das  Gleichgewicht  in  Mex 
auf  diese  Drehung  sicher,  letzteres,  wenn  es 
sicher  ist. 
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Das  Priacip  4er  virtuellen  Geschwindigkeiten, 

f  177. 
Jade  Verrückung  eines  Körpers  kann  in  eine  Axen- 
frekung  und  in  eine  parallele  Fortbewegung  zerlegt 
werden.  Sind  nun  die  auf  einen  Körper  wirkenden 
Krifte  im  Gleichgewichte,  und  wird  der  Körper  um 
*ke  Axe  gedreht,  so  ist,  wie  eben  gezeigt  worden, 
ie  Summe  2(xX+yY+x2Z)  für  die  Lage  im  Gleich- 
gewichte selbst  ein  Maximum  oder  Minimum.  Wird 
aber  der  Körper  parallel  mit  sich  fortbewegt,  und  nimmt 
abdaim  der  Punkt,  welcher  anfangs  mit  dem  Anfangs- 
pmkte  der  Coordinaten  zusammenfiel,  den  Ort  (a,  6,  c) 
m9  so  wird  die  gedachte  Summe  =  2  (Gr  +  a)  X 
+  (y  +  6)  Y+(x+c)Z)  =  2(j;X  +  yY+xZ)y  wegen 
2X,2Y>2Z=0  (f.  66.),  und  bleibt  daher  angeändert. 
Deshalb  und  zufolge  der  bekannten  Natur  derGrössten 
■ad  Kleinsten  wird  daher  die  Summe  überhaupt  sich 
■itkt  Indern,  wenu  der  Körper  aus  der  Lage  des  Gleich- 
gewichts um  ein  unendlich  Weniges  auf  irgend  eine 
Weise  verrückt  wird,  d.  h.  es  wird 

I(Xdx  +  Ydy  +  Zdx)  =  0 

mtjn,  wofern  nur  die  Differentiale  dx,  dy,  dx,  djf9  etc. 
ms  genommen  werden,  dass  die  gegenseitigen  Entfer- 
wagen  der  Punkte  (.r,  y,  x),  (#/,y'>*')>  etq.  unverän- 
dert bleiben. 

Es  ist  aber  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  dem  Product  aus 
der  Kraft  {X9  Y9  Z)  in  den  auf  ihre  Richtung  projicir- 
**  Weg,  den  ihr  Angriffspunkt  (.zyy,  x)  bei  der  unend- 
lich kleinen  Verrückung  des  Körpers  genommen  hat; 
ftd  wir  können  daher  auoh  sagen : 

ist  ein  System  von  Kräften,  welche  auf  einen 
frei  beweglichen  Körper  wirket*,  im  Gleichgewichte, 
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und  wird  der  Körper  um  ein  unendlich  ffemgi 
verrückt^  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  jedi 
Kraft  in  den  nach  ihrer  Richtung  geschätzten  tVt 
ihres  Angriffspunktes  jederzeit  null. 

Die  bei  eiaem  sich  bewegenden  Körper  in  ein« 
unendlich  kleinen  Zeittheile  durchlaufenen  Wege  seuM 
Punkte  sind  den  alsdann  stattfindenden  Geschwindigkeit« 
der  Punkte  proportional.  Diese  Wege,  geschätzt  nee 
den  Riehtungen  der  Kräfte,  welche  an  den  die  Weg 
beschreibenden  Punkten  angebracht  sind,-  nennt  nu 
daher  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  dl 
Punkte;  und  der  Satz,  weloher  aussagt,  dass  die  Summ 
der  in  die  virtuellen  Gesohwindigkeitep  ihrer  Angriff 
punkte  multiplioirten  Kräfte  beim  Gleichgewichte  na 
ist,  heisst  hiernach  das  Princip  der  virtuelle 
Geschwindigkeiten* 

#    178.. 

Die  Reihe  der  Schlüsse,  duroh  welohe  wir  in 
naoh  und  nach  zu  diesem  Princip  erhoben  haben,. k 
ziemlich  zusammengesetzt.  Da  nun  gleichwohl  die  Eni 
faohheit  des  Priacips  einen  derselben  angemessene 
Beweis  wünsehenswerth  macht,  und  es  auch  an  sie 
interessant  ist,  zu  sehen,  wie  das  Princip  in  den  eki 
fachsten  Fällen  sich  bestätigt,  so  will  ich  noch  folg« 
den  möglichst  kurzen  und  auf  den  ersten  Granden  de 
Statik  beruhenden  Beweis  desselben  hinzufügen« 

1)  Seyen  /»und  P'  (Fig.  48.)  zwei  sich  das  Gleid 
gewicht  haltende  Kräfte,  A  und  A'  ihre  Angrifft 
pnnkte,  welohe  durch  eine  unendlich  kleine  Verrücken) 
naoh  B  und  BT  kommen,  so  dass  B  dem  A  und  A 
dem  Al  unendlich  nahe  liegt,  und  BB=AAl  ist  Di 
Projeotionen  von  B  und  R  auf  Aä  seyen  C  und  C 
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»  ist-  wagen  des  unendlich  kleinen  Winkels  von  BK 
wä  jLT,CC'=BB'  =  j£J;  folglich  AC=A'C. 
Wegen  des  Gleichgewichts  sind  aber  die  Kräfte  /*und  /* 
gleich,  und  ihre  Riehtungen  in,  der  Linie  AA 
direet  entgegengesetzt,  also  AC  und  A*C  die 
mtaoBcp  Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffspunkte.  Nimmt 
uaa  daher  fade  Kraft  positiv,  und  die  virtuellen  Ge- 
obwiadigkeiten  positiv  oder  negativ,  nachdem  sie  mit 
im  Omen  zugehörigen  Kräften  einerlei  oder  entge- 
gengesetzte Riehtungen  haben,  so  ist 

P.AC+P'.A'C'=09 

■dsomitdasPrineipfur  den  einfachsten  Fall  bewiesen. 

J)  Sejen  P>  /",  /*",...  (Fig.  49.)   mehrere    auf 

haislbsn  Punkt  A  eines  Körpers  wirkende  und  sieh 

im  Gleichgewicht  haltende  Kräfte.     Durch  eine  Ver- 

liflkag  des  Körpers  komme  A  nach  B9  und  die  Pro- 

jwtionen  von  B  auf  die   anfänglichen  Richtungen  der 

Krtfte  seyeu  C9C,C",  . ..,  also  AC,AC,AC%... 

*•  fhrtaellen  Geschwindigkeiten  von  A.     Wegen  des 

GWohgewiohts  ist  nun  die  Summe  der  Projeotionen  der 

Krifte  auf  die  durch  A  und  B  zu  legende  Gerade  =0, 

vb  ganz  einfach  aus  dem  Parallelepipedum  der  Kräfte 

ytwt  (§.87.2.).    Es  ist  daher  /*oos<p+/,'co8 <p'-f-.,. 

I,  wenn  %  q>%  ...  die  von  /*,  jP,  ...  mit  AB  gebil- 

Winkel  bezeichnen.    Zugleich  ist  aber  cos  <p  = 

tj>  aos c/==  -fs*  etc.;  folglich  auch  hier: 

P.AC+P*.AC  +  P".AC"+...=0. 
S)  Treffen  sich  die  Richtungen  der  sich  das  Gleich- 
gewicht kältenden  Kräfte  P9  P/, ...  in  einem  Punkte  A9 
an  sie  aber  nicht  unmittelbar   auf  diesen  Punkt, 
auf  beliebige  andere  Punkte  ihrer  Richtungen, 
so  bringe  man  in  A  die  resp.  den  Kräften  /•,/*,... 
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gleichen  und  direot  entgegengesetzten  Kräfte  Q,  0*,  •  < 
an,  so  dass  Q  mit  P>.Q?  mit  /*,  etc.  und  0,  (#>  .. 
untereinander,  eben  so  wie  P>  P' ...  untereinander,  ii 
Gleichgewichte  sind.  Verrücken  wir,  nun  den  Köipc 
um  ein  unendlich  Weniges  und  bezeichnen  dabei  di 
virtuelle  Geschwindigkeit  des  Angriffspunktes  einer  Kral 
mit  dem  Buchstaben  aus  dem  kleinen  Alphabete,  wel 
eher  dem  grossen  Buchstaben  entspricht,  womit  £ 
Kraft  ausgedrückt  ist,  so  haben  wir 
nach  i):  Pp+Qy=09  P'p'+Qt<f=%  etc. 
und  nach  2):  Qy +(&?'+ ...=0, 

folglich  wiederum:  />+/*>'  +/*>'/  +  ...=?a 

4)  Aus  letzterer  Gleiohung  folgt:  /*)/+ /*>"+.< 
=  —  Ppy  d.  h.:  Bei  mehreren  nach  einem  Punkt 
gerichteten  und  sich  nicht  das  Gleichgewicht  haltende 
Kräften  ist  die  Summe  der  in  die  virtuellen  Geschwn 
digkeiten  ihrer  Angriffspunkte  mnltiplioirten  Krifi 
gleich  dem  Produote  aus  der  Resultante  in  die  virtoefl 
Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes. 

5)  Bei  drei  Kräften,  welche  im  Gleichgewichte  na 
einander  nioht  parallel  sind,  inuss  nach  3)  das  Prinoi 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  immer  Gültigkeit  hl 
ben,  weil  dann  die  Richtungen  der  Kräfte  sich  imiM 
in  einem  Punkte  begegnen. 

6)  Sind  drei  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Kraft 
P,  Q,  R  einander  parallel,  so  zerlege  man  die  ein 
derselben,  P>  in  der  Ebene,  worin  sie  alle  drei  eal 
halten  seyn  müssen,  in  zwei  andere  S  und  T,  welch 
nioht  mit  einander,  folglich  auch  nicht  mit  /*,  4,  ii 
parallel  sind.  Von  Q  und  S  scy  die  Resultante  C 
und  von  R  und  T  sey  die  Kcsulsante  F,  so  halte 
sich  U  und  V  das  Gleichgewicht,  und  es  ist  nach  4)  nn 
5)  mit  Anwendung  der  in  3)  gewühlten  Bezciohnungsarl 
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■  und  nach  1)  Uts  +  Vv=% 

f     witoim  ,  wiu  man  diese  vier  Gleiohungen  addirt: 

PjrfMip  ist  folglich  auch  in  diesem  Falle  galtig. 

7)  Betrachten  w|r  jetet  ganz  allgemein  ein  System 

Kräften  P>  /*,  P"9...9  die,  auf  beliebige  Punkte 

JT9  jT9...  eines  frei  beweglichen  Körpers  wirkend, 

Gleiobgewiohte  sind.    Sejen  F9  G>  ff  irgend  drei 

Punkte  des  Körpers,  welehe  nicht  in  einer  Ge- 

liegen.     Vermittelst  des  Parallelepipednms  der 

Kräfte  zerlege  man  die  Kraft  P  nach  den  Riohtnngen 

JLF)  AQ9  AH  in  drei  andere  Q>  it,  S]  eben  so  die 

Kraft  P*  nach  den  Richtungen  JTF9  ufG9  JTH  in  die 

Kräfte  Q9R,g;  die  Kraft  P»  nach  ArF9JTG9J"H 

in  die  Krifte  QT9  R?9  8'\  o.  8.  w.    Man  setze  hierauf 

nach  F  gerichteten  Kräfte  Q,  (t9  ÖV«.  au  eiper 

öi  susammen;  auf  gleiobe  Art  bestimme  man 

den  nach  O  gerichteten  Kräften  J2,  ÜF, ...  die 

Resultante  Rx9  und  von  den  nach  //gerichteten  S9£T9... 

4k  Resultante  8t.    Hiermit  ist  das  ganze  System  auf 

dk  drei  Kräfte  Ql9  Rl9  8X  reduoirt,  welche  siob  da- 

j^.  Ist  ebenfalls  das  Gleichgewicht  halten  mfissen.    Wird 

IM  der  Körper  um  ein  unendlich  Weniges  verrückt, 

tt  haben  wir  nach  4)  die  Gleichungen : 

Pp=Q9+Rr+S*,  Pßp'=Wf+Kf'+Sn'9  etc. 

Ss  +  S's'  +  ...  =  Slsly 

S)9  oder  6),  nachdem  die  Kräfte  Qn/lnSt 
Punkte  treffen,  oder  einander  parallel  sind : 

«.?. +Ä,*\  +  «,*,=& 

22 
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Addition  aller  dieser  Gleichungen  abefr  giel 

wie  zu  erweisen  war. 

f  179. 

Der  im  vorigen  §•  bewiesene  Satz  UWst  sieb  an 
umkehren,  #0  da*s,  wenn  Jederzeit,  wie  wmch  d 
Körper  um  ein  unendlich  Wenige»  verrückt  werd 
mag)  die  Summe  der  virtuellen  Geschwindig/keÜ 
Pp+P*/>'+...  null  üt,  die  Kräfte  P>  /",.••  « 
das  Oleichgewicht  Kalten. 

Denn  wären  sie  nicht  im  Gleichgewichte,  so  mfi 
ten  sie  durch  Hinzufügung  einer  Kraft  Ä,  oder  im  i 
gemeinern  Falle  dnreh  Hinzufügung  zweier  nicht 
einer  Kraft  vereinbaren  Kräfte  S  und  T,  ins  Glek 
gewicht  gebraeht  werden  können.  Vermöge  des  vor. 
müsste*  daher  seyn: 

jRr  +  fjp  +  F'p'+m..=09 
oder  Se+Tt+Fp  +  Fff/+. ..=0y 

also  entweder  Jtr=Oy  oder  £#+7Y=0, 
weil  jetzt  Pp+I*pr+...=0  seyn  soll. 

Es  ist  aber  nicht  bei  jeder  Verrückung  des  Korpi 
r  =  0  und  daher  Är  =  0,  sondern  nur  dann,  wenud 
Angriffspunkt  von  R  entweder  in  Ruhe  bleibt,  od 
sein  Weg  auf  der  Richtung  von  II  rechtwinklig  ist. 

Eben  so  wenig  kann  bei  den  zwei  einander  ni< 
das  Gleiehgewicht  haltenden  und  nicht  auf  eine  Kr 
reduoirbaren  Kräften  S  und  T  jederzeit  <S#+7V= 
seyn.  Denn  heissen  S0  und  T0  die  Angriffspunkte  l 
S  und  Ty  und  wird  der  Körper  um  eine  durch  SQ  \ 
hendeAxe  gedreht,  so  ist  #=0.  Alsdann  ist  der^f 
von  T0  nur  in  dem  Falle  null,  wenn  die  Axe  zogle 
durch  T0  geht,   und  nur  in  dem  Falle  auf  T  perp 
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ikilar,  wenn  sie  zugleich  mit  T  in  einer  Ebene  liegt. 
IM  der  Drehung  um  jede  andere  durch  S0  gebende 
Ax»  macht   der  Weg  von    T0  mit  T  einen  schiefen 
Winkel,  und  es  ist  daher  nicht  f  =  ß,  also  auch  niobt 
ft+7V»lk  —   Wird  durch  S0  und  T  keine  Ebene 
■•stimmt,  liegt  also  Ä0  in  T,  so  lassen  sich  S  und  T 
asf  eine  dnsige  Kraft  reduoiren,  was  gegen  die  Vor- 
streitet. 
Da  also  weder  Jftr  noch  S*+  Tt  stets  =0  seyn 
wie  doch,  wenn  zwischen  P,  P*9 ...  kein  Gleich- 
gewicht  bestände,  erforderlich  wäre,  so  müssen  /*,/*,... 
■1  Gleichgewichte  seyn. 

§.  180. 

Aach  bei  jedem  Systeme  mehrerer  auf  irgend  eine 
Art  nh  einander  «verbundener  Körper,  auf  welobe  Kräfte 
wirken,  lässt  sieh,  wie  wir  späterhin  sehen  werden, 
tednm,  dass,  wenh  die  Kräfte  sioh  das  Gleichgewicht 
Uten,  bei  jeder  möglichen  Verrückung  des  Systems 
Ca  8nmme  der  Kräfte,  multiplioirt  in  die  virtuellen 
Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffspunkte,  null  ist,  und 
|  km  umgekehrt,  wenn  diese  Summe  bei  jeder  Ver- 
MphksBg,  welche  die  Verbindung  der  Körper  zulässt, 
Ab  null  findet,  Gleichgewicht  herrscht.  Das  Prinoip 
fe  firtnellen  Geschwindigkeiten  in  seiner  umgekehrten 
P«a  sohliesst  daher  die  Bedingungen  des  Gleicbge- 
*hhti  Ar  jeden  möglichen  Fall  in  sich,  und  es  müssen 
durch  dasselbe  ohne  weitere  Zuhiilfenahme  von 
der  Statik  alle  Aufgaben  dieser  Wissenschaft 
m  Rechnung  setzen  und  lösen  lassen. 

Johann  Bernoulli  soheint  der  erste  gewesen  zu 
seyn,  welcher  das  in  Rede  stehende  Princip  in  seiner 
grossen  Allgemeinheit  aufgefasst  und  seinen  Nutzen  für 

'  22* 
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die  Statik  erkannt  hat  Wie  aber  dasselbe  rar  I 
statischer  Aufgaben  wirklieh  angewendet  werden 
und  wie  sieh  aus  ihm  analytische  Formeln  hl 
lassen,  welohe  die  Lösungen  aller  das  Gleiehf 
betreffenden  Probleme  in  sieh  fassen,  die«  hat 
Lagrange  gezeigt.9)  Sein  Verfahren  beste! 
Wesentlichen  naeh  in  Folgendem: 

-  Bei  jeder  Aufgabe  der  Statik  sind  gewisse 
gungen  gegeben,  denen  die  Angriffspunkte  der 
bei  jeder  möglichen  Verdickung  der  Körper,  auf 
dio  Kräfte  wirken,  unterworfen  sind.    Diese  Bei 
gen  lassen  sich  immer  durch  eine  gewisse  An» 

Gleichungen  zwischen   den  Coordinaten   der  A 

i  _ 

punkte  ausdräoken.  Man  differentiire  diese  Gleiet 
wenn  sie  anders  nieht  schon  ihrer  Natur  naehD 
tialgleiohungen  sind,  und  eliminire  damit  ans  d 
Prinoip  ausdrückenden  Gleichung  2(Xdx+  Tdy 
=0  so  viele  Differentiale,  als  möglich,  und  Ten 
auf  diese  Weise  die  Gleichung  in  eine  andere, 
bloss  Ton  einander  unabhängige  Differentiale  < 
Setzt  man  alsdann,  wie  gehörig,  den  Coeffioiente 
dieser  Differentiale  für  sich  =0,  so  hat  man  el 
durch  die  zum  Gleichgewichte  nöthigen  Bedin, 
gefunden. 

f  181. 

Zur  Erläuterung  dieser  Methode  wollen  wir 
die  sehen  aus  §.  66«  bekannten  Bedingungen  des 
gewiebts  für  einen   einzigen  frei  bewegliehen 
herzuleiten  suchen. 

Ausser    dem    rechtwinkligen   Coordinatenaj 


*)  Ligrange  MeeanSqae  analytiqae,  Section  I. 
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Axen    eine  unveränderliche  Lage  im   Räume 
i,    und  rüoksiohtlioh  dessen  die  Kräfte  und  ihre 
Angriffspunkte  durch  ( Jf,  Y9  Z)  ete.  und  (*,  y,  *)  ete. 
werden ,   besiehe  man  jeden  Angriffspunkt 
auf  ein  aweites  Coordinatensystem ,  dessen   sioh 
gleichfalls   unter  rechten  Winkeln   sehneidende  Axen 
■k  dem  Körper   fest  verbunden   sind.     Rucksichtlich 
dnsee    aweiten    Systems    seyen    die    Angriffspunkte: 
(xl9  yx>  »j)  etc.     Sey   ferner  («,  6,  e)  der  Anfangs- 
punkt den  aweiten  Systems  in  Bezug   auf  das   erste 
tml  «,  /S,  y,  a', ...,  ^wie   in   §.  127.,   die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Axen  des  einen  Systems  mit  denen 
im  andern  machen,  so  ist: 

y^d+vj+yj+xj', 

liw.  Hierin  sind,  der  Natur  des  festen  Körpers 
1  gilss,  JToy,,*,,  etc.  oonstant;  dagegen  sind  «,£,c, 
•tßf*7^  und  damit  xy  y>  x  bei  der  Beweguog  des 
Kfcpera  veränderlich.  /Differentiirt  man  daher  diese 
flUohangen 9  so  kommt: 

Idx=^da  +  xlfia+ylda+xlda'\ 
dy  =di  +*id(t+yldfl'  +  xtdß*, 
d*=dc  +  sx*t  +ytd/  +xtd/'i 

•d  somit  lassen  sieh  die  virtuellen  Geschwindigkeiten 
fe  Angriffspunkte,  wie  viel  ihrer  auch  seyn  mögen, 
fa*  die  12  Differentiale  da,  dt,  de,  da,.+.df  ans- 
tfaken. 

Es  sind  aber  verböge  der  Gleichungen  (Ä)y  oder 
O»  und  {€)  in  §.  127.  von  den  0  Gosinussen  «,•••/'» 
•d  mithin  auch  von  ihren  Differentialen,  nur  3  von 
casader  unabhängig.     Um   dieses  an  berücksichtigen 
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Weil  die  Richtungen  der  Kräfte  sieh  parallel  I 
ben,  so  sind  die  durch  O  gelegten  Ebenen  eben 
wie  O  selbst,  unbeweglich.    Man  si^ht  aber  leicht,  \ 
man  statt  der  in  O  sich  gemeinschaftlich  schneidet 
Ebenen  irgend  andere  unbewegliche,  auf  ^en  Rieb 
gen  der  Kräfte  normale  Ebenen  setzen  kann.     1 
wird  die  Richtung  von  P  von  einer  auf  ihr  norm 
und  nicht  durch  O  gebenden  Ebene  in  JV  gesohnü 
so  ist  der  Unterschied  MA.P—IVA.P=M1VJ>9 
oonstant,  weil  es  sowohl  P,  als  der  gegenseitige 
/  stand  MN  der  beiden  unbeweglichen  Ebenen  ist 
hin  ist  auch  der  Unterschied  der  Summen  2MA.P 
SJVA.P  oonstant,  und  daher  die  eine  mit  der  am 
gleichzeitig  ein  Grösstes  oder  Kleinstes;  also: 

Halten  sich  mehrere  au f  einen  frei  bewegUt 
Körper  wirkende  Kräfte  das  Gleichgewicht,  und  dt 
man  eich  die  Richtung  Jeder  Kraft  van  einer  m 
weglichen  Ebene  normal  geschnitten  und  multipli 
jede  Kraft  in  den  Theil  ihrer  Richtung  vom  Dm 
schnitte  der  auf  ihr  normalen  Ebene  bis  xm  ihi 
Angriffspunkte ,  so  ist,  wenn  der  Korper  um  < 
beliebige  Axe,  sey  es  nach  der  einen,  oder  nach 
andern  Seite,  gedreht  wird,  die  damit  sich  ander 
Summe  jener  Producte  beim  anfanglichen  OleieA 
wichte  sefbst  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  i 
zwar  ersteres,  wenn  das  Gleichgewicht  in  JQe* 
auf  diese  Drehung  sicher,  letzteres,  wenn  es 
sicher  ist. 
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Das  Priacip  4er  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

4.  177. 
Jede  Yerrfiokung  eines  Körpers  kann  in  eine  Axen- 
fcehnng  und  in  eine  parallele  Fortbewegung  zerlegt 
verde».  Sind  nnn  die  anf  einen  Korper  wirkenden 
Kräfte  im  Gleichgewichte,  und  wird  der  Korper  um 
•ne  Aze  gedreht,  so  ist,  wie  eben  gezeigt  worden, 
fie  Summe  S(xX+yY+xZ)  für  die  Lage  im  Gleich- 
gewichte  selbst  ein  Maximum  oder  Minimum.  Wird 
aber  der  Körper  parallel  mit  sich  fortbewegt,  und  nimmt 
alsdann  der  Punkt,  welcher  anfangs  mit  dem  Anfangs- 
pakte der  Coordinaten  zusammenfiel,  den  Ort  (0, b9  c) 
eis,  so  wird  die  gedachte  Summe  =  2((x  +  a)X 
+  (y  +  6)  Y+(x+c)Z)  =  2(xX+yY+xZ)9  wegen 
2X92Y92Z=0  (§.66.),  und  bleibt  daher  ungeändert 
Deshalb  und  zufolge  der  bekannten  Natur  derGrössten 
Kleinsten  wird  daher  die  Summe  überhaupt  sich 
Indern,  wenu  der  Körper  aus  der  Lage  des  Gleich- 
gewichts um  ein  unendlich  Weniges  auf  irgend  eine 
Waise  verrückt  wird,  d.  h.  es  wird 

2{Xdx+Ydy  +  Zdx)  =  0 

••yn,  wofern  nur  die  Differentiale  dx9  dy9  dx>  djf9  etc. 
■a  genommen  werden,  dass  die  gegenseitigen  Entfer- 

a*gea  der  Punkte  {x9y9x)9  (£/>y'>*')>  et(?*  unverän- 
•wi  Dieinen. 

Es  ist  aber  Xdx  +  Ydy  +  Zdx  =  dem  Produet  aua 
der  Kraft  {X,  Y9  Z)  in  den  auf  ihre  Richtung  projicir- 
***  Weg»  den  ihr  Angriffspunkt  (x9  y,  x)  bei  der  unend« 
Üeh  kleinen  Verrüokung  des  Körpers  genommen  hat; 
•od  wir  können  daher  auch  sagen : 

Ist  ein  System  von  Kräften ,  welche  auf  einen 
frei  beweglichen  Körper  wirken  im  Gleichgewichte, 


/ 
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und  wird  der  Körper  um  ein  unendlich  ffemigi 
verrückt,  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  jedi 
Kraft  in  den  nach  ihrer  Richtung  geschätztem  Wt 
ihres  Angriffspunktes  jederzeit  null* 

Die  bei  einem  sieh  bewegenden  Körper  in  eine 
unendlich  kleinen  Zeittheile  durchlaufenen  Wege  »ei» 
Punkte  sind  den  alsdann  stattfindenden  Geschwindigkeit! 
der  Punkte  proportional.  Diese  Wege,  geschätzt  um 
den  Riebtungen  der  Kräfte,  welohe  an  den  die  Weg 
beschreibenden  Punkten  angebracht  sind,-  nennt  flu 
daher  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  dl 
Punkte ;  und  der  Satz,  welcher  aussagt,  dass  die  Summ 
der  in  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  ihrer  Angriff 
punkte  roultiplicirten  Kräfte  beim  Gleichgewichte  na 
ist,  heisst  hiernach  das  Princip  der  virtuelle 
Geschwindigkeiten. 

f  178.. 

Die  Reihe  der  Schlüsse,  durch  welohe  wir  tu 
naoh  und  naoh  zu  diesem  Princip  erhoben  haben,  « 
ziemlich  zusammengesetzt.  Da  nun  gleichwohl  die  Eh 
fachbeit  des  Priacips  einen  derselben  angemessene 
Beweis  wünschen« werth  macht,  und  es  auch  an  mc 
interessant  ist,  zu  sehen,  wie  das  Princip  in  den  eil 
faehsten  Fällen  sich  bestätigt,  so  will  ich  noch  folget 
den  möglichst  kurzen  und  auf  den  ersten  Gründen  de 
Statik  beruhenden  Beweis  desselben  hinzufügen. 

1)  Seyen  /»und  P'  (Fig.  48.)  zwei  sieh  du  Gleid 
gewicht  haltende  Kräfte,  A  und  A'  ihre  Angriff 
punkte,  welche  durch  eine  unendlich  kleine  Verrücken) 
nach  B  und  2F  kommen,  so  dass  B  dem  A  und  i 
dem  At  unendlich  nahe  liegt,  und  BR=*AA'  ist  Di 
Projectionen  von  B  und  ff  auf  AÄ  seyen  C  und  C 
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m  tat  wegen  des  unendiioh  kleinen  Winkels  von  BR 
wk  Jbf,  CO  =  BB*  =  AA*,  folglich  AC  =  A'C. 
Wegen  des  Gleichgewichts  sind  aber  die  Kräfte  Puni  P 

gleich,  und  ihre  Richtungen  in,  der  Linie  AA? 

direet  entgegengesetzt,  also  AC  und  AtC  die 
ihfnulleu  Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffspunkte.  Nimmt 
■an  daher  fade  Kraft  positiv,  und  die  virtuellen  Ge- 
Nfcwmdigkeiten  positiv  oder  negativ,  nachdem  sie  mit 
im  ihnen  zugehörigen  Kräften  einerlei  oder  entge- 
gengesetzte Riehtnngen  haben,  so  ist 

P.AC+P'.A'V=z09 
somit  das  Priscip  für  den  einfachsten  Fall  bewiesen. 
S)  Seyen  P,  P',  /*",...  (Fig.  49.)  mehrere  auf 
Punkt  A  eines  Körpers  wirkende  und  sioh 
fcs  Gleichgewicht  haltende  Kräfte.  Durch  eine  Ver- 
rfokung  des  Körpers  komme  A  naeh  B,  und  die  Pro- 
Jmienen  von  B  auf  die  anfänglichen  Richtungen  der 
Kräfte  seyen  C>CyC>  . . . ,  also  AC>  AC%  AC% . . . 
i*  rirtuellen  Geschwindigkeiten  von  A.  Wegen  des 
GMohgewiehts  ist  nun  die  Summe  der  Projectionen  der 
Kiifte  auf  die  durch  A  und  B  zu  legende  Gerade  =  0, 
vis  ganz  einfach  ans  dem  Paraüelepipedum  der  Kräfte 
tmft  (f.  87.2.).  Es  ist  daher  Poos <p+P cos  <p'+... 
«=«•,  wenn  9,  9', ...  die  von  /*,/*,...  mit  AB  gebil- 
fctae  Winkel  bezeichnen.    Zngleieh  ist  aber  cos  9  = 

tj,  00s  9'=  -rsy  *te.5  folglich  auch  hier: 

P.AC+  P.AC  +  P".AC"+...  =0. 
1)  Treffen  sioh  die  Richtungen  der  »ich  das  Gleich- 
gsvicht  haltenden  Kräfte  /*,P', ...  in  einem  Punkte  Ay 
vMsn  sie  aber  nicht  unmittelbar  auf  diesen  Punkt, 
Msiem  auf  beliebige  andere  Punkte  ihrer  Richtungen, 
*  bringe  man  in  A  die  resp.  den  Kräften  P>  P*> ... 
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gleiohen  unddireot  entgegengesetzten  Kräfte  Q,  Q*,  •« 
an,  so  dass  Q  mit  /VC  mit  /",  etc.  und  Qy  &>  ... 
untereinander,  eben  so  wie  Py  /*...  untereinander)  in 
Gleichgewichte  sind.  Verrücken  wir,  nun  den  Köipei 
um  ein  unendlich  Weniges  und  bezeichnqa  dabei  du 
virtuelle  Geschwindigkeit  des  Angriffspunktee  einer  Kraf 
mit  dem  Buchstaben  aus  dem  kleinen  Alphabete»  wel 
ober  dem  grossen  Buchstaben  entspricht,  womit  dk 
Kraft  ausgedrückt  ist,  so  haben  wir 
nach  1):  Pp+Q9=0,  />>'+gy=0,  eto. 

und  nach  2):  Qq+Qq'-\ =0, 

folglich  wiederum:  /^+/*>'+  /*>"+. ..^O. 

4)  Aus  letzterer  Gleichung  folgt:  /*//+/*>"+.. 
=  —  Ppy  d.  h.:  Bei  mehreren  naoh  einem  Pnnkb 
gerichteten  und  sioh  nicht  das  Gleichgewicht  haltend« 
Kräften  ist  die  Summe  der  in  die  virtuellen  Gesohwm 
digkeiten  ihrer  Angriffspunkte  multiplioirten  Krifti 
gleich  dem  Produote  aus  der  Resultante  in  die  virtneDi 
Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes. 

5)  Bei  drei  Kräften,  welche  im  Gleichgewichte  um 
einander  nicht  parallel  sind,  inuss  nach  3)  das  Priori] 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  immer  Gültigkeit  hfl 
ben,  weil  dann  die  Richtungen  der  Kräfte  sich  imme 
in  einem  Punkte  begegnen. 

6)  Sind  drei  sioh  das  Gleichgewicht  haltende  Kriffc 
P,  Q,  R  einander  parallel,  so  zerlege  man  die  eilt 
derselben,  P,  in  der  Ebene,  worin  sie  alle  drei  ea< 
halten  seyn  müssen,  in  zwei  andere  S  und  7,  welcb< 
nicht  mit  einander,  folglich  auch  nicht  mit  /*,  ö,  Ä 
parallel  sind.  Von  Q  und  S  sey  die  Resultante  U, 
und  von  R  und  T  sey  die  Kcsulsante  F,  so  halten 
sich  t/und  V  das  Gleichgewicht,  und  es  ist  nach  4)  unl 
5)  mit  Anwendung  der  in  3)  gewählten  Bezeichnungsart: 


Yen  4M  Mninis  nmfi  Minimk  Mm  Glefehgewiohte.       SS7 


M         Fjp  =  Ss+Tt,  fy  +  Ss=üv,  Rr+Tt=Vv 

I  uod  nacb  1)  Uu+  Vv=% 

r      aallua,  wenn  man  diese  vier  Gleiohungen  addirt: 

Prinetp  ist  folglioh  auch  in  diesem  Falle  gültig. 
7)  Betrachten  w\r  jetzt  ganz  allgemein  ein  System 
Kräften  P,  /*,  /*",...,  die,   auf  beliebige  Punkte 
},  jf,  JT9..9  eines  frei  bewegliohen  Körpers  wirkend, 
Gleichgewichte  sind.    Seyen  F>  G,  H  irgend  drei 
Punkte  des  Körpers,  welohe  nieht  in  einer  Ge- 
liegen«     Vermittelst  des  Parallelepipedams  der 
Krtfte  serlege  man  die  Kraft  P  naeh  den  Riebtnngen 
JW9  AOy  AH  in  drei  andere  Qy  Ä,  Ä;   eben  so  die 
Kitft  Pß  naeh  den  Richtungen  jfF>  JtOy  AH  in  die 
Krtfte  #,R,&i  die  Kraft  P"  naeh  JTF^A'O^ArB 
m  die  Krftfte  Q"y  iP,  Ä";  o,  s.  w.    Man  setze  hierauf 
nach  /^gerichteten  Kräfte  0,  (?>  #%•••  *a  eiper 
Qk  zusammen;  auf  gleiche  Art  bestimme  man 
vm  den  naeh  O  gerichteten  Kräften  Jt,  i?9 •••  die 
Resultante  Jt„  und  von  den  nach  Zugerichteten  S9S*9... 
As  Resultante  $t.    Hiermit  ist  das  ganze  System  auf 
dfe  drei  Kräfte  Qiy  Rn  St  reduoirt,  welche  sioh  da- 
to ebenfalls  das  Gleichgewicht  halten  müssen.    Wird 
■s  der  Körper  um  ein  unendlich  Weniges  verrückt, 
*  haben  wir  naoh  4)  die  Gleichungen : 

fy=Q9+Rr+Ss,  P'/t=W+Hf'+SV9  etc. 

«f  +  «V  +  .-.  — «ifo 
Br+Kr'+...  =  Ririy 

Ss  +  S,y  +  ...  =  Slsiy 

mi  nach  5),  oder  6),  nachdem  die  Kräfte  QnJtn  S* 
in  einem  Punkte  treffen,  oder  einander  parallel  sind : 

22 
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Die  Addition  aller  dieser  Qleiolinngen  aber  giebt:     . 

wie  xu  erweisen  war. 

4.  179. 

Der  im  vorigen  §•  bewiesene  Satz  Ilset  sich  aaoh^ 
umkehren,  so  dassy  wenn  jederzeit  y  wie  auch 
Körper  um  ein  unendlich  Wenige*  verrückt  wm 
mag9  die  Summe  der  virtuellen  GeschwindigJheüen^ 
Pp+i"p'+...  null  üt9  die  Kräfte  P,  /",.••  «*  " 
das  Gleichgewicht  halten. 

Denn  wären  sie  nicht  im  Gleichgewichte,  so 
ten  sie  durch  Hinzuftigung  einer  Kraft  Ä,  oder  im 
gemeinern  Falle  durch  Hinzufügung  zweier  nicht 
einer  Kraft  vereinbaren  Kräfte  S  und  T,  ine  Gleioh — 
gewicht  gebraoht  werden  können.  Vermöge  des  vor.f^ 
miisste  -  daher  seyn: 

/&•  +  />>  +  /•>/+...  =0, 
oder  £#  +  7Y+ />  +  /*//+. ..=0, 

also  entweder  J?r=0,  oder  jS#+7Y=0, 
weil  jetzt  Pp+Pp'+  ...=0  seyn  soll« 

Es  ist  aber  nicht  bei  jeder  Verrück ung  des  Körpeivi 
r  =  0  und  daher  Rr  =  09  sondern  nur  dann,  wenn  di 
Angriffspunkt  von  R  entweder  in  Ruhe    bleibt, 
sein  Weg  auf  der  Richtung  von  R  rechtwinklig  ist 

Eben  so  wenig  kann  bei  den  zwei  einander  niofa' 
das  Gleichgewicht  haltenden  und  nioht  auf  eine  Kraft 
reducirbaren  Kräften  S  und  T  jederzeit  Ss+Tt=Q 
seyn.  Denn  heissen  S0  und  T0  die  Angriffspunkte  vea 
S  und  Ty  und  wird  der  Körper  um  eine  durch  Sa  ge- 
bende Axe  gedreht,  so  ist  s=0.  Alsdann  ist  der  Weg 
von  T0  nur  in  dem  Falle  null,  wenn  die  Axe  zugleich 
durch  T0  geht,   und  nur  in  dem  Falle  auf  T  perpea- 
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tflhdir,  wenn  sie  zugleich  mit  T  in  einer  Ebene  liegt. 
IM  der  Drehung  um  jede  andere  durch  S0  gebende 
Asm  macht  der  Weg  von  T0  mit  T  einen  schiefen 
^Winkel,  und  es  ist  daher  nicht  t  =  0,  also  auch  nioht 

A+7V=0.  —   Wird  duroh  S0  und  T  keine  Ebene 

_  • 

\y  liegt  also  S0  in  T,  so  lassen  sich  8  und  T 
ne  einsige  Kraft  reduoiren,  was  gegen  die  Vor- 
streitet. 

Da  also  weder  Rr  noch  £*+  7Y  stets  =0  seyn 
kfianen,  wie  doch,  wenn  zwischen  Py  P*y  . . .  kein  Gleich- 
gewicht  bestände,  erforderlich  wäre,  so  müssen  /*,/*,... 
im  Gleichgewichte  seyn. 

f  180. 

Anoh  bei  jedem  Systeme  mehrerer  auf  irgend  eine 

.Art  mit  einander  verbundener  Körper,  aufweiche  Kräfte 

wirken,  lässt  sich,   wie  wir   späterhin   sehen  werden, 

tkrtbun,  dass,  wenn  die  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht 

Uten,  bei  jeder  möglichen  Verrüokung  des  Systems 

dt  Summe  der  Kräfte,   multiplioirt  in  die  virtuellen 

Cewhwindigkeiten  ihrer  Angriffspunkte,  null  ist,   und 

de»  umgekehrt,    wenn  diese  Summe  bei  jeder  Ver- 

g*aicknDg,   welche  die  Verbindung  der  Körper  zulässt, 

r  "Ab  null  findet,  Gleichgewicht  herrscht.    Das  Prinoip 

1     im  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  seiner  umgekehrten 

I     Fem  schliesst  daher  die  Bedingungen  des  Gleiohge- 

I    vhhfts  für  jeden  möglichen  Fall  in  sich,  und  es  müssen 

I    ass  durch   dasselbe   ohne  weitere  Zuhülfenahme  von 

j    SUsen  der  Statik  alle  Aufgaben  dieser  Wissenschaft 

m  Rechnung  setzen  und  lösen  lassen. 

Johann  Bernoulli  soheint  der  erste  gewesen  zu 
•syn,  welcher  das  in  Rede  stehende  Prinoip  in  seiner 
Allgemeinheit  aufgefasst  und  seinen  Nutzen  für 

1  22  • 
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die  Statik  erkannt  hat  Wie  aber  dasselbe 
statischer  Aufgaben  wirklieh  angewendet  werde! 
und  wie  sieh  aas  ihm  analytische  Formeln  h 
lassen,  welohe  die  Lösungen  aller  das  Gleich 
betreffenden  Probleme  in  sioh  fassen,  dies  ha! 
Lagrange  gezeigt.*)  Sein-  Verfahren  beste! 
Wesentlichen  naoh  in  Folgendem: 

"  Bei  jeder  Aufgabe  der  Statik  sind  gewisse 
gongen  gegeben,  denen  die  Angriffspunkte  der 
bei  jeder  möglichen  Verrückung  der  Körper,  auf 
die  Kräfte  wirken,  unterworfen  sind.  Diese  B* 
gen  lassen  sieh  immer  durch  eine  gewisse  Abi 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  J 
punkte  ausdrücken.  Man  differentiire  diese  Gleic 
wenn  sie  anders  nicht  schon  ihrer  Natur  nachE 
tialgleichungen  sind,  und  eliminire  damit  aus  i 
Prinoip  ausdrückenden  Gleichung  2(Xdx+  Ydy 
=0  so  viele  Differentiale,  als  möglich,  und  ver 
auf  diese  Weise  die  Gleichung  in  eine  andere, 
bloss  Ton  einander  unabhängige  Differentiale 
Setzt  man  alsdann,  wie  gehörig,  den  CoefBcient 
dieser  Differentiale  für  sich  =0,  so  hat  man  e 
durch  die  zum  Gleichgewichte  nöthigen  Bedu 
gefunden. 

Zur  Erläuterung  dieser  Methode  wollen  wii 
die  sobon  aus  §.  66.  bekannten  Bedingungen  des 
gewichte  für  einen   einzigen  frei  beweglichen 
herzuleiten  suchen. 

Ausser    dem    rechtwinkligen 


*)  Lsgrange  Mfauuqae  analytiqae,  Seedon  I. 
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Axen  eine  unveränderliche  Lage  im  Räume 
und  rüeksiohtlioh  dessen  die  Kräfte  and  ihre 
te  dmreh  ( X9  Y>  Z)  etc.  and  (x9  y,  x)  etc 
■stsjchnet  werden,  besiehe  man  jeden  Angriffspunkt 
■seh  auf  ein  zweites  Coordinatensystem,  dessen  sich 
glsiehfslls  unter  rechten  Winkeln  sohneidende  Axen 
■k  dem  Körper  fest  verbanden  sind.  Rücksiohtlieh 
face  sweiten  Systems  seyen  die  Angriffspunkte: 
(*i>  9i*  *i)  etc#  ^eJ  ferner  (a,  ^  c)  der  Anfangs- 
ssskt  des  zweiten  Systems  in  Besag   auf  das   erste 

■*  •*  A  />  a'>  •••>  \mie  in  ♦•  iZJ.>  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Axen  des  einen  Systems  mit  denen 
ist  andern  machen,  sc  ist: 

xasa  +  xlu+yla+zluH9 

*=e+*iY+yy +  **/*> 
1  s»  w.  Hierin  sind,  der  Natur  des  festen  Körpers 
gl! ss,  <r0  ?!,*,,  eto.  oonstant;  dagegen  sind  a,  A,c, 
■,&.••/'  und  damit  x, y,  %  bei  der  Bewegung  des 
Kkpsrs  veränderlich.  /Differentiirt  man  daher  diese 
Gleichungen,  sc  kommt i 

Idx  =  da  +  x%da  +y  tdu'  +  *!<&*, 
dy  =  db  +  xldft+yldß'  +  zld(r, 
dx=dc  +  xldr+yld/+*id/'i 

M  somit  lassen  sich  die  virtuellen  Geschwindigkeiten 
far  Angriffspunkte ,  wie  viel  ihrer  auch  seyn  mögen, 
tot*  die  12  Differentiale  da,  M,  de,  da,.+.df  ans- 
ttoken. 

Es  sind  aber  verböge  der  Gleichungen  (A)y  oder 
(^  ad  {€)  in  §.  127.  von  den  9  Gosinussen  a,  ...y", 
esi  mithin  auch  von  ihren  Differentialen,  nur  8  von 
äsender  unabhängig.     Um   dieses  zu  berücksichtigen 
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and  am  zugleich  die  deshalb  nötbige  Rechnung  mffg 
liehst  zu  vereinfachen,  wollen  wir  die  Axen  der  jr0  y  t,  s 
mit  denen  der  .1*,  y,  z  anfänglich  zusammenfallen  laam 
und  daher  die  anfänglichen  Werthe  von  0, 6, 0,  «*,  «f 

/*">  A  y>  /  =0  und  von  a5  ^  /"  =  *  setzen.  Differa 
tiiren  wir  nun  die  Gleichungen  (A)  und  {€)  and  seUS 
alsdann  für  <*, . . .  y"  die  bemerkten  Werthe ,  so  fi 
det  sich: 

dß"+dy=0,  <Ir+da"=0,  da'+dfi=*Or 
da=0,  df=0,  df=% 

und  es  kommt,  wenn  wir  damit  dß?9  dy9  da\  da,  d/f,  dy 
aus  (a)  eliminiren  und  mehrerer  Symmetrie  wiDe 
dp,  dy,  dr  für  dy,  da",  dß  sehreiben: 

Idx  =  da—  ydr  +  sufy, 
tfy  *=d6  —  xdp  +  xdr, 
dx  =  ifc  —  jftfy  -f-ycjp, 

wo  noch  #,  y,  *  für  .r0  y19  »,  gesetzt  sind,  dm  unte 
der  gemaohten  Annahme  anfänglich  jt,  =s*,  etc.  ist 
Mit  diesen  Werthen  für  dar,  dy,  dx  wird  nun: 
(c)  Xdx+Ydy+Zdx=Xda+Yd6+Zd* 

+(yZ—xY)dp+(xX—x2^d9+{xY—yX)d* 

Bilden  wir  eine  ähnliche  Gleichung  für  jede  ander 
Kraft  des  Systems  und  summiren  dann  alle  diese  Gl« 
ohungen,  so  kommt,  weil  nach  dem  Princip  der  virtuelle 
Geschwindigkeiten  beim  Gleichgewichte  2(Xdx+...)= 
ist,  und  weil  da,  db,  de,  dp,  dy,  dr  nicht  von  einandt 
und  bloss .  von  der  willkührllohen  Bewegung  des  Körper 
abhängen,  mithin  für  alle  Kräfte  einerlei  Werthe  haben 

SX=0,  2F=0,  SZ=0, 
S(yZ-zY)=0,  2(xX—xZ)=0,  2(xY—yX)=t 

welohes  die  gesuchten  Bedingungen  für  das  Gleiokg* 
wicht  sind. 
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f  182. 
Zb  der  beim  Gleichgewichte  statt  findenden  Gleichung 
des  virtuellen  Geschwindigkeiten  I(Xdx+...) 
Q  gelangten  wir  in  §•  177.  durch  die  Betrachtung, 
die  Function  2(Xx+...)  beim  Gleichgewichte  ein 
Maximal  oder  Minimum  seyn  müsse.  Da  vir  uns  hier» 
asf  (ff.  178. 179.)  von  der  Richtigkeit  dieser  Gleichung 
Doch  auf  andere  Weise  überzeugt  haben,  so  können 
vir  ans  ihr  nach  der  Theorie  der  Grossten  und  Klein- 
itea  jetzt  umgekehrt  schliessen,  dass  die  Function 
2(Xx+...)  beim  Gleichgewichte  ihren  grossten  oder 
kleinsten  Werth  erreicht,  und  zwar  erstem,  wenn  das 
wehe  Differential  2{Xd*x  +  ...)  negativ,  letzteren, 
mm  es  positiv  ist  Es  giebt  aber  die  Differentiation 
im  Gleichung  (c): 

X4**  +  ...=sXd*a  +  ...  +  (yZ  —  xY)d'p  +  ... 

+  (Zdy-Ydx)  dp+S 

8etaen  wir  hierin  für  dxy  dyy  dx  ihre  Werthe  aus 
(4),  snmmiren  dann,  erwägen,  dass  beim  Gleichgewichte 
2Z,  etc  und  Z(yZ  —  zY)  etc.  null  sind,  und  gebrau- 
chen endlich  die  in  §.  127.  für  2yZ=2zY,  etc  und 
tim  2(yY  +  xZ),  etc.  eingeführten  Bezeichnungen 
#i  G%  II  und  fy  g,  hy  so  ergiebt  sich : 
(i)  2{Xd*x  +  ...)=-fdp*  —  gdf  —  hdr* 

t+2Fdydr  +  2Gdrdp  +  2IIdpdg. 

Nun  ist  nach  den  Gleichungen  (6)  für  alle  Punkte 
der  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehenden 
Senden,  welcher  die  Gleichungen 

df> dg dr 

x        y         x 

»kommen,  und  welche  wir  /  nennen  wollen,  ttx=zdu> 
dy  =  My  dx  =  dc.    Alle  Punkte  dieser  Geraden  /  be- 
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wegen  sich  daher  bei  der  Verrückung  de«  Körpers  am 
gleiohe  Theile  nach  parallelen  Richtungen  fori,  so 
dass,  wenn  man  den  ganzen  Körper  an  dieser  parallelen 
Bewegung  der  /  theilnehmen  läset,  er  dann  nur  neeh 
um  einen  gewissen  Winkel  um  /'gedreht  werden  omsb^ 
um  ans  seiner  anfänglichen  in  die  neue  durch  dm,  4t,  db, 
dpfdfjdr  bestimmte  Lage  zu  gelangen.  VergL  §*  13A 
Setzen  wir  nun 

dp  =  (pds,  dy=xdt,  dr  =  xptb9 
und  dst^dpt+dft+dr2,  also  7* +X* -ffssl, 

so  sind,  den  Gleichungen  für  /  zufolge,  ^^y  Ce 
Cosinus  der  Winkel  der  Drehungsaxe  /  mit  den  Axea 
der  x,y,*i  haben  also  dieselbe  Bedeutung,  wie  oben 
(§.  128.)?  und  es  ist  vermöge  der  Gleichung  (J),  aaeb- 
dem  wir  darin  für  dp,  dyy  dr  ihre  jetzigen  Werthe  sub- 
stituirt  haben,  die  Summe'  2 (Xr -[-•..)  ein  Hfts«*^« 
oder  ein  Minimum,  jenaohdem  die  Function 

positiv  oder  negativ  ist;  —  übereinstimmend  mit  isp 
bereits  im  Vorigen  erhaltenen  Resultaten,  dass,  je  nach- 
dem diese  Function  einen  positiven  oder  negativen 
Werth  hat,  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher  ist, 
und  dass  beim  sichern  Gleichgewichte  die  Summe 
2(Xar  +  .*.)  ein  Grösstes,  beim  unsichern  ein  Klein- 
stes ist 

§.  183« 

Zusätze,  a.  Wird  der  Körper  nur  gedreht,  und 
dieses  um  die  durch  den  Anfangspunkt  O  der  Coordi- 
naten  gehende  Axe  /,  nicht  aber  zugleich  parallel  mit 
sich  fortgerückt,  so  sind  da>  db^  dc  =  %  and  die  Glei- 
chungen {6)  werden 


Vm  ta  Mudmis  uad  MinimU  beim  Gleiebgowkhte.       gjg 

Addfat  maö  die  Quadrate  derselben,  nachdem  man 
ia  ihnen  fd$9...  für  dpy ...  gesetzt  hat,  so  ergiebtsioh: 

dx?+<fy*+dx>  =(x'+y2+*J)*a  —  (x<p+yz+xy>)*  d$* 

^  =ra<&8  —  (rAooir4/)1 
i=(r«frsinr7)*, 

wenn  man  noch  die  von  O  bis  zum  Punkte  (x,  y,  x) 

geführte  Gerade  r  nennt.     Es  ist  aber  r  sin  r7  das 

von  (x,  y,  *)  auf  die  duroh  0  gehende  Axe  /  gefüllte 

Perpendikel,  und  ^(dx2+dy2+dx2)  der  von  (x,  y,  *) 

bei  der  Drehung  beschriebene  Weg.     Da  nun  dieser 

Weg  der  Natur  der  Sache  nach  auf  jenem  Perpendikel 

■ad  der  Drehnngsaxe  normal  ist,  so  ist  d*=z^(dx} +...)% 

rmr7=  dem  unendlich  kleinen  Winkel  selbst,   um 

welchen  der  Körper  gedreht  worden. 

4.  Fällt  die  Axe  der  Drehupg  mit  der.  Axe  der  x 
Mammen,  so  werden  9  =  1,  *  =  0,  t//  =  0,  folglich 
4p=d*=  dem  Drehungswinkel,  und  <fy9  rfr=0.  Wenn 
daher  der  Körper  um  die  Axe  der  x  um  eiuen  Winkel 
=s  dp  gedreht  wird,  so  sind  naoh  (4°)  die  naoh  den 
Goordinatenaxen  geschätzten  Verriiokungen  des  Punktes 

dx  =  0,  dy  =  -~xdpy  dx=ydp. 

Auf  gleiche  Weise  finden  sich  diese  Verriiokungen 
bei  einer  Drehung  am  die  Axe  der  y  um  einen  Win- 
kel =  df: 

<£r  =  x</<7,  dy  =  Oy  dx  = —  xdgy 

and  eben  so  bei  einer  Drehung  um  die  Axe  der  *  um 
einen  Winkel  =dr: 

dx  =  —ydr9  (fys=jrdr9  dx  =0. 

WM  folglich  der  Körper 'nach  und  naoh  um  die 
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Axen  der  *r,  y,  z  resp.  um  die  Winkel  dp9  dfy  dr  ge- 
dieht r  so  siud  naoh  den  Prinoipien  der  DifFerential- 
rechnnng  die  daduroh  bewirkten  Verrüokungen  dee 
Punktes  (**,y,  *)  die  Summen  der  eben  gefundenen,  eL  i. 
äx  =  xdq  —  ydry  dy  =  xdr  —  x  dp,  etc., 

also  dieselben,  wie  in  (4*),  d.  b.  die  drei  Drehungen 
dp,  dy,  dr  um  die  Axen  der  xy  y,  x  sind  gleiohwirkend 
mit  einer  einzigen  Drehung  d*  =  ^{dp*  +dy*  +  djr*) 
um  eine  durbh  O  gebende  Axe  /,  welche  mit  jenen 
Axen  Winkel  macht,  deren  Cosinus  sieb*  wie  dp>  <fyy  dr 
verbalten. 

Unefndliob  kleine  Drehungen  um  drei  sieh  unter 
rechten  Winkeln  in  einem  Punkte  schneidende  Axen 
lassen  sich  daher  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  Kräfte, 
so  einer  einzigen  Drehung  zusammensetzen,  indem  maa 
nämlich  den  Axen  und  Winkeln  der  Drehungen  die 
Richtungen  und  Intensitäten  der  Kräfte  entsprechen  läset 

e.  Diese  merkwürdige  Analogie  zwischen  Drehtil- 
gen und  Kräften  dehnt  sich  aber  noch  viel  weiter  au. 
Denn  so  wie  Kräfte,  deren*  Richtungen  in  eine  und  die- 
selbe Gerade  fallen,  gleiche  Wirkung  mit  einer  eissi- 
gen  nach  derselben  Geraden  gerichteten  Kraft  habe*) 
welohe  der  algebraischen  Summe  der  Kräfte  gleich  H 
oder  sich  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  ihre  Sumse 
null  ist,  so  sind  auch  Drehungen  um  eine  und  dieselbe 
Axe  gleiehwirkend  mit  einer  ihrer  Summe  gleich* 
Drehung  um  die  nämliche  Axe,  oder  sie  laues 
den  Körper  un verrückt,  wenn  ihre  Summe  null  M« 
Da  nun  mit  Hülfe  des  rechtwinkligen  Parallelepipedus* 
der  Kräfte  und  des  Satzes  von  Kräften  >  deren  Rieh* 
tungen  in  dieselbe  Gerade  fallen,  sioh  alle  Zusammen 
Setzungen  nnd  Zerlegungen  von  Kräften,  die  auf  eisen 
und  deuselben  Punkt  gerichtet  sind,  ausfuhren  lassen, 
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and  da  durah  passende  Verbindung  dieser  Operationen 
jedes  Sjstem  von  Kräften  überhaupt,  wenn  es  nicht  im 
Gleichgewichte  ist,  auf  die  geringste  Anzahl  von  Kräften 
rtdaeirt  werden  kann,  so  müssen  sich  auf  dieselbe 
Webe,  wie  Kräfte,  auoh  Drehungen  um  beliebig  ge- 
richtete Axen  auf  eine  oder  höchstens  zwei  Drehungen 
tedaoiien  lassen  und  unter  denselben  Bedingungen  keine 
Vorröekung  hervorbringen,  unter  welchen  Kräfte  mit 
einander  im  Gleichgewichte  sind,  d.  h. 

Unendlich  kleine  Drehungen  heben  sieh  stets 
gtgen  einander  auf9  wenn  ihnen  proportionale  und 
mach  ihren  Axen  gerichtete  Kräfte  sieh  des  Gleich- 
gewicht halten ,  und  umgekehrt. 

dm  Die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  Kräften 
wi  ran  geometrischen  Drehungen  offenbart  sich  nooh 
ut  eine  sehr  bemerkenswerthe  Art  bei  Paaren  von 
Kräften  und  Drehungen.  Ein  Kräftepaar  strebt  den 
Körper,  auf  den  es  wirkt,  um  eine  auf  der  Ebene  der 
Kräfte  normale  Axe  zu  drehen,  und  die  Grösse  dieses 
fitrebens  wird  durch  das  Moment  des  Paares,  d.  h. 
tarch  das  Product  aus  der  einen  Kraft  in  ihre  Ent- 
famng  von  der  andern,  gemessen,  da  Paare  in  einer 
Bsae  von  gleichen  Momenten  auch  gleiche  Wirkungen 
bben.  Dagegen  wird  der  Körper  durch  zwei  einander 
gleiche  und  entgegengesetzte  Drehungen  um  zwei  par- 
*Uo  Axen  parallel  mit  einer  Normallinie  auf  der  Ebene 
fcr  Axen  fortgerückt,  und  dieses  um  eine  Grösse,  die 
fai  Product  ans  dem  Drehungswinkel  in  den  gegen- 
»atigen  Abstand  der  beiden  Axen  gleich  ist«  Es  lenoh- 
tot  hieraus  von  selbst  ein,  dacs  das  Axenpaar  der  Dre- 
eben  so,  wie  das  Kräftepaar,  ohne  Aendernng 
Wirkung  beliebig  in  seiner  Ebene  und  in  jeder 
sunit  parallele»  Ebene  verlegt  werden  kann,  und  das* 
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eben  so  wenig,  wie  ein  Kr&ftepaar  sieh  auf  eine  einige 
Kraft  redueiftn  läset ,  anoh  ein  Paar  von  Drehungen 
mit  einer  einzigen  Drehung  gleiche  Wirkung  hat. 

e.  Das  Moment  einer  Kraft  in  Bezog  auf  ein*  Axe 
des  Körper»  kann  als  die  Grösse  des  Strebeus 
tet<«werden,  mit  welchem  die  Kraft  den  Körper 
Axe,  falls  diese  unbeweglich  getnaeht  wird,  zu 
sacht.    Denn,  wie  schon  aus  dem  Früheren  leioht 
hellet  und  späterhin  besonders  bewiesen  werden  wird,  find 
an  einem  Körper,  der  eine  unbewegliche  Axe  hat,  zwei 
Kräfte  gleiohwirkend,  wenn  sie  in  Bezug  auf  die  Axt 
einander  gleiche  Momente  haben«     Zufolge'  d*r  ebea 
bemerkten  Beoiprooität  zWisohen  drehender  und  lert- 
rüokender   Bewegung    wird    dpher    umgekehrt    dureli 
eine-   jiaendlioh  -  kleine    ftrehung    dee    Körpers    ws 
eine  Axe  ein  gleichförmiges  Fortr&bken  desselben  * 
Bezug  auf  eine  andere  Gerade   erzeugt  werden,  ml 
die  Grösse  dieses  Fortrücken«  *rird  auf  ganz  ähalkfc« 
4rt,  wie  das  Moment  einer  Kraft,  voü  der  Lage  dir 
Geraden  gegen  die  Drehnngsaxe  *  und  von  der  Grtae 
der  Drehung  abhängig  sejn. 

In  der  That  folgt  dies  Auch  unmittelbar  aus  jd* 
der  Gleichungen  (6*)»  Denn  so  ist  s.  B.  <b,  oder  dit 
nach  der  Axe  der  *  gesohätzte  Verrückung  des  Punkt* 
(jr,  y9  x),  ?=zydp  —  jvdfy  also  unabhängig  von  %  d.  k 
jeder  Punkt  der  die  Ebene  der  x,  y  im  Punkte  (xff) 
normal  treffenden  Geraden  rückt  längs  derselben  ob 
gleichviel  fort,  wenn  der  Körper  um  die  Axe  /  iaA 
gedreht  wird.  Die  Fortrüoknng  selbst  aber  ist, 
für  dp  und  df  ihre  Werthe  ans  vor.  f.  substitairt 
den,  35  {yq>  —  x%)  dir,  und  auf  gleiche  Weise  findet 
(§•  05.)  in  Bezug  auf  dieselbe  Gerade  daa  M< 
einer  Kraft  JP,  weiohe  die  Axe  /  zurRiohtnng  hat»  also 


\ 

t 
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•loa  Anfangspunkt  O  geht  und  mit  den  Axen  der 
x,  y,  s  Winkel  maoht,  deren  Cosinus  =  9,*,  V  «nd, 
=  (yp  — **)/*•  Die  länge  einer  Geraden  gesollätzte 
PerMeknng  ihrer  Punkte ,  wenn  der  Körper  um  einen 
düeb  kleinen  Winkel  gedreht  wird,  ist  daher  nicht* 
,  als  das  auf  diese  Gerade  bezogene  Moment 
der  Drehung,  also  das  Produot  aus  der  Drehung  in 
kürzesten  Abstand  ihrer  Axe  Ton  der  Geraden  und  in 
Sinns  des  Winkels,  den  beide  Linien  mit  einander 

(§.  59.  Zus.). 
Ehe  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  ge- 
stiftet der  Raum  nicht,  und  ioh  bemerke  nur  noch,  dass 
n  Felge  des  fetzt  Erörterten  Alles,  was  bis  zum  Ende 
sechsten  Kapitels  von  Kräften  und  den  Momenten 
gelehrt  worden  ist,   auoh  vollkommene  An- 
auf  unondlioh  kleine  Drehungen  und  deren 
Iwente  erleidet 
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f  184. 

Ausser  der  Function  S(Xx  +...)*  die  beim  Gleicb- 

gtviehte  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird,  giebt  es 

Mh  eine  andere  Function,  welohe  dieselbe  Eigenschaft 

hritat,  und  die  sieh  ebenfalls  ans  der  Gleichung  zwi- 

Nlea  den  virtuellen  Geschwindigkeiten  durch  Integra- 

toi  herleiten  Usst    Zu  dem  Ende  wollen  wir  uns  jede 

Irsft,  wie  im  Früheren,   ihrer  Richtung  und  Grösse 

Meli  daroh  eine  von  ihrem  AngriflFspunkte  ausgehende 

gwado  Linie  ausgedrückt  vorstellen.     Für  die  Kraft 

(X,  T9  Z)  ist  daher  (*-,  y,  %)  der  Anfangspunkt  dieser 

LWe;  der  Endpunkt  sej  (J,  17,  Q,  also  g— *>  tj— y,  f — % 

mit  JK,  Y,  Z.     Nach  dem  Prindp  der 
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virtaellen  Geschwindigkeiten  muss  daher  beim  Gleich- 
gewichte seyn: 

2[ß-x)dx+{v-y)dy+(t;-z)dz}=1>< 

Von  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber, 
sobald  wir  die  Coordinaten  £,  rj,  £  der  Endpunkte  der 
Kräfte  constant  nehmen  und  die  Gleichung  noch  mit 
—  2  multiplioiren,  das  Integral: 

Dieser  Ausdruck  muss  daher  beim  Gleichgewichte 
gleichfalls  ein  Maximum  oder  Minimum  seyn« 

Sind  demnach  auf  einen  frei  bewegliehen  Körper 
wirkende  Kräfte  im  Gleichgewichte,  und  werden  de 
ihrer  Richtung  und  Intensität  nach  durch  gorads 
van  ihren  Angriffspunkten  A,  A', ...  aus  gesogen* 
Linien  AF,  A'F9, .  . .  dargestellt,  se  ist,  wenn  mm 
hei  Verrückung  des  Körpers  die  Punkte  F9  F, ... 
unbeweglich    annimmt,    die   Summe    der    Quadret» 
AF*+A*F**+..  .beider  Lage  des  Körpers  im  Gleich- 
gewichte ein  Maximum  oder  Minimum. 

Da  das  Prinoip  der  virtuellen  Geschwiudigkeites 
nach  §•  179*  umgekehrt  werden  kann,  so  muss  diese« 
auoh  mit  dem  voranstehenden  Satze  geschehen  ktinnes, 
nhd  wir  erhalten  damit  folgenden: 

Hat  man  ein  bewjgliches  System  in  unveränitr* 
liehen  Entfernungen  von  einander  liegender  Punkt* 
A,  Al,  •  • .  und  ein  unbewegliches  System  von  eben  # 
vielen  Punkten  F,  F\ ...,  und  bringt  man  das  erstsr* 
System  gegen  das  letztere  in  eine  solche  Lage,  den 
die  Summe  der  Quadrate  AF'  +A'F*2  + ...  rueksitt** 
lieh  je  zweier  einander  entgegengesetzten  Verrucht* 
gen  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  so  hafc* 
sieh  in  dieser  Lage  in  A,A',...  nach  den  Richtung** 
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AF>AFy..  angebrachte  und denselben  hinten  JtF9.„ 
ihrer  Intensität  nach  proportionale  Kräfte  das 
Gleichgewicht. 

f   185. 

Ob  bei  einem  gegebenen  Systeme  im  Gleichgewichte 
befindlicher  Kräfte,  nachdem  diese  durch  Linien  aus- 
gedrückt  worden  sind,  die  Summe  M  der  Quadrate 
dieser  Linien  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Verrückung 
ein  Maximum  oder  Minimum  sey,  ist  aus  dem  zweiten 
Differentiale  von  M  zu  beurtheilen.  Dieses  findet  sich: 

i*M=22(dx*+dy'+dz  )  —  i2{Xd**+Td*y+Zd*xn 

uehdem  zuletzt  für  £  —  x,  • . .  wieder  X9  • . .  gesetzt 
worden« 

Es  folgt  bieraus  zunächst,  data  wenn  der  Körper, 
isf  welchen  die  Kräfte  wirken,  nicht  gedreht,  sondern 
mt  parallel  mit  sich  verrückt  wird,  die  Summe  M  stets 
m  Minimum  ist.  Denn  wegen  der  Beständigkeit  der 
rm  einander  unabhängigen  Differentiale  day  dby  de,  de 
mfaa,  wenn  der  Drehungswinkel  ds=0  gesetzt  wird, 
Wh  d*x>  rf«y,  d*x,  d  x\  ...  =0,  folglioh  d*M=* 
22(4r*  + . . .)  =  einer  positiven  Grösse,  folglioh  u.  s.  w. 

Eben  so  ist  M  rüoksiohtlioh  jeder  Bewegung  des 
Korpers  ein  Minimum,  wenn  das  Gleichgewicht  Sicher- 
te hat  Denn  in  diesem  Falle  ist  2(Xd7x+...)  ne- 
ptiv  (§.182.  zu  Ende)  und  daher  d2M  positiv. 

Ist  dagegen  das  Gleiohgewioht  unsioher,   so  kann 

Utk  Beschaffenheit  der  übrigen  Umstände  d'lU  bald 

pntiv,  bald  negativ,    und  daher  die  Summe  M  bald 

«i  Gröestes,  bald  ein  Kleinstes  seyu. 

rc*|        Inner  aber  können  die  die  Kräfte  vorstellenden 

so  klein  genommen  werden,  dass  auoh  bei  jedem 

Gleichgewichte   die  Summe  ihrer  Quadrate 
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stets  ein  Kleinstes  ist.  Denn  l&sst  man  X>  Tf  Z,  X', .  .  • 
unendlich  klein  seyn,  so  wird  das  Glied  Z2(Xd*x+...) 
von  der  dritten  Ordnung  und  verschwindet  damit  gegen 
das  Glied  22(dx2  + ...),  welches  von  der  zweiten  Ord- 
nung und  immer  positiv  ist. 

Wird  demnach  zu  dem  beweglichen  System*  der 
Angriffepunkte  A,  A\.„  mehrerer  sieh  das  Oleich- 
gewicht haltender  Kräfte  ein  zweites  System***  ehern 
so  viel  den  erstem  resp.  unendlich  nahe  Hegendem 
unbeweglichen  Punkten  F>  F', ...  hinzugefügt y  se 
dass  die  Entfernungen  AF9  JlF*^...  der  letztem 
Punkte  von  den  ihnen  entsprechenden  Angriffspunkten 
ihrer  Richtung  und  Crrösse  nach  die  Kräfte 
drucken ,  so  wird  die  Summe  der  Quadrate 
Entfernungen  bei  jeder  Verrückung  des  Systems  der 
Angriffspunkte  aus  der  Lage  des  Gleichgewicht* 
stets  grösser  werden.    . 

Diese  Eigenschaft  des  Gleichgewichts  ist  es,  welche 
ich  in  der  Uebersohrift  dieses  Abschnitt»  das  Prinoip 
der  kleinsten  Quadrate  genannt  habe.  Es  ist  di< 
Prinoip  zuerst  von  Gauss  aufgestellt  worden,  und 
als  ein  specieller  Fall  eines  weit  allgemeineren  von  ihm 
entdeckten  Prinoip«,  auf  welches  die  ganse  Mechanik 
gegründet  werden  kann.*) 

f  186. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  untersuchen,  wm 
wie  viel  die  Summe  der  unendlich  kleinen  Quadrate 
wächst,  wenn  der  Körper  von  der  Lage  des  Gleichge- 
wichts um  ein  unendlich  Weniges  entfernt  wird. 


•)  Crelle'i  Journal  IV.  Band,  S.  232. 
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Seyen  z/üf,  z/jt,  z/y,  ü/*  die  Inoremente,  welche 
&*  x9  9)  *  b°i  irgend  einer  Verrüokung  des  Körpers 
erkalten ,  sc  ist  (§.  184.) : 

JM=r  -22[($-^x)  Jx  +  (rj—y)  Jy  +  (S-x)Jx} 

+  2(Jx*  +  Jy*  +  J%*). 

Werden  nun  die  Ineremente  Jx,  Jy,  Jx  unend- 
Bell  klein  genommen,  so  wird  2(Jx*  +  ...)  ein  unend- 
lich Kleines  der  zweiten  Ordnung,  und  wegen  des  vor 
der  Yerröokung  angenommenen  Gleichgewichts,  2  [(£ — x) 
Jx+  •*.]  =  2(XJx  +  •••)  =  0,  d.  h.  =  einem  unend- 
lich Kleinen  von  einer  höhern  Ordnung,  als  der  ersten, 
se  lange  X9  F,  Z  endliche  Grössen  sind.  Lässt  man 
folglich  auoh  X,  Y,  Z, ...  unendlich  klein  seyn,  so 
wird  2(XJx  + ...)  von  einer  höbern  Ordnung,  als  der 
sweiten,  und  verschwindet  damit  gegen  2(Jx*  +  ...), 
und  die  vorige  Gleichung  reduoirt  sich  auf: 

JM  =  2{Jx*  +  Jy*  +  Jx*). 

Beseiohnen  daher  A9  A\...  die  Oerter  der  An- 
grifspankto  beim  Gleichgewichte  und  JBy  Ry  ...die 
Oerter  derselben  nach  einer  unendlioh  kleinen  Ver- 
tiskang,  so  hat  man 

2(BF*)  -  2{AF1)  =  2{AB*), 
dL  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen 
der  Punkte  des  beweglichen  Systems  von  den  ent- 
sprechenden unbeweglichen  Punkten  wachet  bei  einer 
mmut/ich  kleinen  Verrüokung  dee  beweglichen  Sy- 
steme um  die  Susnsne  der  Quadrate  der  van  den 
Pisniten  dieses  Systems  beschriebenen  fVege. 

f  187. 

Zus&tse.    a.  Wirken  alle  Kräfte  auF  einen  einii- 

Q*  Punkt  Jl>  fallen  also  Jf9  jt"9...  mit  A9  und  da- 

23 


) 
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her  auch  Bf,  Ä", ...  mit  B  zusammen , #ao  wird  die  vo- 
rige Gleichung 

2 {BF*)  —  2(AF*)  =  n .  AB9, 
wo  if  die  Anzahl  der  Kräfte  ist  Da  hierbei  alle  Ent- 
fernungen zwischen  den  noch  vorhandenen  Punkten  A9 
B,  F,  /",...  unendlioh  klein  sind,  mithin  das  unend- 
lich Kleine  mit  dem  Endlichen  nioht  mehr  in  Verglei- 
chnng  kommt,  so  wird  diese  Gleichung  auoh  noch  gel- 
ten, wenn  wir  die  Punkte  in  endliche  Entfernungen  von 
einander  gestellt, ,  also  die  Kräfte  durch  endliche  Li- 
nien ausgedrückt  und  die  Verrückung  AB  ebenfalls 
endlich  annehmen.  Wir  kommen  hiermit  anfeinen  andern 
sohon  seit  lange  bekannten  Satz  zurück.  Sind  nämlioh 
auf  den  Punkt  A  wirkende  und  durch  die  Linien  AF> 
AF',...  vorgestellte  Kräfte  im  Gleichgewichte,  so  ist 
die  Summe  der  Projectionen  dieser  Linien  auf  jede 
duroh  A  gelegte  Gerade  =0  (§.  67.  Zus.),  und  daher 
A  der  Mittelpunkt  von  einander  gleiohen  und  parallelen 
auf  F,  #*,...  wirkenden  Kräften  (§.  109.  *.),  also 
auch  der  Schwerpunkt  von  einander  gleiohen  in  F, 
/",...  angebrachten  Massen  oder  der  sogenannte  Punkt 
der  mittlem  Entfernungen  von  F,  /*, ...  .  Die  obige 
Formel  drückt  demnach  folgenden  Satz  aus: 

Hat  man  ein  System  von  n  Punkten,  so  üt  die 
Summe  der  Quadrate  ihrer  Abstände  van  einem  be- 
liebigen andern  Punkte  B  stets  grösser,  als  die  Su»~~ 
me  der  Quadrate  ihrer  Abstände  van  dem  Punkte. 
der  mittlem  Entfernungen,  und  xwar  grösser 
das  n/lache  Quadrat  des  Abstandet   dieses   letztstem 
Punktes  van  Jenem  teillkührlich  genommenen  *)• 

•)  Unter  andern  findet  sich  dieser  Satz  nebst  mehrern  interens»— 
ten  Folgerangen  in  Carnot's  Geometrie  der  Stellung,  abersetxt  tos* 
Schumacher,  2,  Theil,  Artik.  274—296. 
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b.  Besteht  das  System  nur  aus  zwei  Kräften,  so 
wird  die  allgemeine  Gleichung  im  vor.  §.: 

BF1  +  BF'*  —  AF*  —  AT*  =  AB*  +A*B". 

'Dies  läset  sich  unter  den  nöthigen  Voraussetzun- 
gen, dass  A,  A\  F9  F/  in  einer  Geraden  liegen,  dass 
FA  =  AT'y  dass  AA'=  BB*>  und  dass  AFy  AtF\ 
ABy  AR  unendlich  klein  sind,  ohne  Schwierigkeit 
auch  geometrisch  darthun,  Ist  dieses  geschehen,  so 
kau  man  letztere  Gleichung  in  Verbindung  mit  der 
ebenfalls  leicht  geometrisch  erweislichen  Gleichung  in 
*.  dazu  benutzen,  um  das  Prinoip  der  kleinsten  Qua- 
drate auf  ähnliche  Art,  wie  das  Prinoip  der  virtuellen 

Geschwindigkeiten  (|.  178.) ,   aus  den  ersten  Gründen 

der  Statik  herzuleiten. 


Druck  tob  J.  B.  Hiuchfeld, 
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Druckfehler  und  Verbesserungen 

Seite    7  Zeile  10  t.  o.  lies:  In  derselben 

—  21    —    12  t.  u.  lies :  wir,  mit 

—  TS    —     3  t.  u.  lies:  enthaltene  mit  p  und  p*  sieht 

Kraft  q 

—  96    —     3t.o.  statt  Seiten  lies  Kanten. 

—  112  —  7  ▼•  n.  lies:  Z,  Z\...  und  die  Coordinatesi 

—  139  —  12  ▼.  o.  statt  M  lies:  M.   ' 

—  142  —  9  t.  Oi  statt  Gleichung  lies:  Gleichungen. 

—  143  —      9  Y.  o.  statt  t*t  lies:   tt\    Auf  eben  der  8 

statt  der  14—17.  Zeile  t.  o.:  Unter 
schiedenen   Axen    i   der  grösttea 
welche  den  Terschiedenen  Punkten  (fj 
gehören,  fallen  aber  diejenigen  in  < 
•        linie,  welche  mit  v,  d.  i.  mit  der  R 

—  199    —     6  ü.  7  t.  o.  lies:  und  die  Momente  dieser  i 

—  176    —    10  t.  o.  statt  C2  lies  /*• 

—  179    —      8  n.  9  t.  o.  statt:   indem   es   sonst  für  de 

schnittspnnkt  M  zwei,  setze:  indem 
rar  einen  Punkt  zwei 

—  —    —    10  t.  o.  lies:  gäbe,  auch  jede  andere.    Auf 

Seite  schiebe  zwischen  die  8.  and  \ 
u.  ein:  Hiernach  aber  hätte  die  Anfjj 
Natur  entgegen,  unzählig  viele  Löst 

—  221    —    17  t.  o.  Tertiige  das  Komma  am  Ende  der  Z 

—  232    —      9  t.  o.  lies:  w„  y,\  x„  y,; 

—  —     —      4  t.  n.  statt  aA — bB  setze:  dB — bA. 

—  256    —    10  t.  o.  lies:  hinzuzufügen, 

—  328    —     6t.o.  lies:  Denn  das  Gleichgewicht  des  : 

stems, 

—  338    -        8t.o.  lies :  die  Summe  der  in  die  vkrtntiltm 

digleiten  nwiHplicirten  Kräfte 
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Inhalt  des  zweiten  Theüs. 

i  des    Gleichgewichts    zwischen   Kräften, 
auf  mehrere  mit  einander  verbundene  feste 
Körper  wirken. 


Erstet  Kapitel« 
•gewichte  bei  zwei  mit  einender  verbvndeaen  Körpern. 

i.  Begriff  det  mit  einander  Verbundenseyns  Ton  Körpern  im 
n.  —  Ä.  189.  Die  Art  der  Verbindung,  welche  hier  allein 
igt  werden  toll,  ist  die  gegenseitige  Berührung  der  Körper. 
i.  Grundsätze.  —  6.  191.  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
[rillen,  welche  auf  einen  frei  beweglichen  Kprper  und  ei- 
sen Oberfläche  beweglichen  Punkt  wirken«  —  $.  192.  Be- 
de* Gleichgewichts,  wenn  entweder  der  Körper  oder  der 
»weglich  angenommen  wird;  wenn  aufnjehrere  in  der  Ober- 
Körpers  bewegliche  Punkte  Kräfte  wirken;  u.  s.  w.  Geo- 
Poigerongen.  —  §.  193.  Bin  Körper,  dessen  Oberfläche 
ler  mehrere  unbewegliche  Punkte  zu  gehen  genothigt  ist, 
lemetnen  ebenfalls  unbeweglich.  Bei  weniger  als  6  onbe- 
Pnnkten  findet  stets  noch  Beweglichkeit  statt. 
.  Bedingungen  des  Gleichgewichts  bei  zwei  sich  in  einem 
;  ihren  Flachen  berührenden  Körpern.  —  $.  196.  Begriff 
LraAe.  —  §§.  196.  197.  Bedingung  des  Gleichgewichts  bei 
n  mehrern  Punkten  berührenden  Körpern. 
.  Ausser  der  Flacbenberibrong  kann  die  Begegnung  zweier 
einem  Punkte  auch  darin  bestehen!  dass  eine  Ecke  oder 
einen  Körpers  an  eine  Ecke,  Kante  oder  Flache  des  andern 
diese  Arten  der  Begegnung  auf  die  Flächenberuhrung  im- 

fefuhrt  werden  können.  Die  Richtung  der  Gegenkräfte 
zum  Theil  oder  ganz  unbestimmt.  —  $.  199.  Allgemei- 
imnng  des  Begriff*  der  Gegenkräfte.  Bedingung  des 
sYta  zwischen  zwei  sich  berührenden  Körpern  im  allgemein- 
—  $.200.  Uebereinstimmons:  und  Verschiedenheit  zwischen 
igen  eingeführten  Gegenkräften  und  den  in  der  Wirklich- 
lenden Pressungen  und  Spannungen. 


1T  Inhalt  des  zweites  TheJles« 

Gleichgewicht  an  einem  nicht  (völlig  frei  bewegli- 
eben  Körper.  §.  201.  Die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichge- 
wichts, wenn  ein  Punkt  des  Körpers  anbeweglich  ist,  oder  wenn  ein 
Punkt  in  einer  unbeweglichen  Linie  oder  Flache~beweglicu  ist;  — 
$.  202«  wenn  zwei  Punkte  des  Körpers  anbeweglich  sind,  oder  wen* 
einer  derselben,  oder  beide  In  anbeweglichen  Linien  etc.  bewegsko 
sind;  —  $.  203.  wenn  drei  Punkte  des  Körpers  in  einer  unbewegli- 
chen Ebene  beweglich  sind.  Sind  drei  Punkte  des  Körpers  uubeweg- 
lich  oder  in  unbeweglichen  Linien  beweglich,  so  ist  der  Körper  selbst 
im  Allgemeinen  unbeweglich.  —  §.  204.  Den  6  Bediiigimgegleicnna- 
gen  fürs  Gleichgewicht  eines  Körpers  entsprechen  6  von  einander  un- 
abhängige Bewegungen  des  Körpers,  bt  er  an  einigen  dieser  Bewe- 
gungen gehindert,  so  ist  die  Erfüllung  der  Gleichungen,  die  den  noen 
möglichen  übrigen  Bewegungen  entsprechen,  die  Bedingung  den  G tosen 
gewiebts. 


Zweites  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  bei  einer  beliebigen  Anzahl  mit 

verbundener  Körper* 

$.  205«  Bedingung  dieses  Gleichgewichts  .wenn  eile  Körner  das 
Systems  an  sich  frei  beweglich  sind.  —  $.  205.  Nacbtra^ficne  Be- 
merkungen. —  $.  207.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  eines  Sy- 
stems von  Körpern  besteht  in  jedem  Falle  in  der  Möglichkeit,  in  den 
Berührungspunkten  der  Körper  Gegenkräfte  von  solcher  Intensitit  an- 
zubringen, dass  jeder  Körper  des  Systems  für  sich  ins  Gleichgewicht 
kommt. 

Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  mit 
einander  verbundenen  Körpern.  $$.  206 — 210.  Beweis,  dam 
die  in  $.  178.  für  das  Gleichgewicht  eines  einzigen  Körpers  bewie- 
sene Gleichung  auch  beim  Gleichgewichte  mehrerer  mit  einander  ver- 
bundener Körper  Gültigkeit  hat.  —  §.  211.  Beweis  des  umgekehrtes 
Satzes  nach  Laplace  und  Poiason.  —  $.  212.  Anderer  Beweis  des 
umgekehrten  Satzes. 

§.  213.  Bei  jedem  Systeme  von  Körpern,  welches  sieh  fan  GWcW 

gswichte  befindet,  ist  die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Kraft  in  " 
ntfernung  ihres  Angrifft  punktet  von  einem   unbewegliche»  ia 
Richtung  beliebig  genommenen  Punkte  ein  Maximum  oder 
und  zwar  ersteres,   wenn  das  Gleichgewicht  sicher,   letzteres, 
es  unsicher  bt  —  §.  214.  Elementarer  Beweis  dieses  Satzes* 


Drittes  Kapitel. 
Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  einige  Beisutslfc 

$.  215.  Uebersicht  des  Verfahrens,  nach  welchem  jede  hierbei  ftr* 
kommende  Aufgabe  in  Gleichungen  gesetzt  und  (gelost  werden  kina» 
—  $$.  216.  217.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen  trif- 
ten ,  welche  auf  4  sich  berührende  Kugeln  wirken.  —  $$.  21&  219» 
Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen  4  Kräften,  weiche  tut 
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&  Bckea  einet  Vierecks  wirken,  dessen  Seiten  Ton  nn?er8nderlicher 
Uage,  dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind.  —  §$.  230 — 223.  Be- 
tnebrnmf  des  speciellen  Falles,  wenn  das  Viereck  ein  ebenes  ist  — 
f.  224.  Kben  so.  wie  bei  einem  Vierecke,  lassen  sieb  aacb  bei  einem 
stttnrseftigen  Vielecke  mit  veränderlichen  Winkeln  und  Seiten  von  oon- 
IJange  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen  Kräften, 
est  dem  Ecken  angebracht  sind ,  ausmitteln.    Geometrische  Folge- 
a.  —  $$.  225.  226«  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwi- 
Kräften  zu  finden,  welche  auf  die  Seiten  eines  Vierecks  wirken, 
i  8eHem  Ton  constanter  Lange,    die  Winkel  aber  veränderlich 
sind.  —  $$.  227 — 230.  Dieselbe  Aufgabe   unter  einigen   speciellen 
Vsffssjssetzungen.  —  $$.  231.  232.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts zwischen  Kräften,  die  auf  3  Gerade  wirken,  welche  an  3  unbe- 
wtgttchesi  Punkten  verschiebbar  sind,  und  deren  gegenseitige  Durch- 
schnitte' in  3  unbeweglichen  Geraden  einer  Ebene  beweglich  sind.  Geo- 
suteiathL   Folgerungen.  —  $.  233.  Die  Bedingungen  des  Gleicbge- 
wieUs  zwischen  Kräften,  welche  auf  die  gegenseitigen  Durchschnitte 
ftn  3  Geraden  wirken,  .die  um  3  unbewegliche  Punkte  beweglich 


Bedingungen  des  Gleichgewichts  bei  sich  ähnlich 
Reibenden  Figuren.  $$.  234.  235.  Sind  drei  Punkte  in  einer 
dergestalt  beweglich',  dass  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  sich 
ähnlich  bleibt,  und  sollen  drei  auf  sie  in  der  Kbene  wirkende 
sieh  das  Gleichgewicht  halten,  so  müssen  sich  die  Richtungen 
ew  Kiifte  in  einem  Punkte  schneiden ,  der  mit  entern  drei  Ponkten 
h  ekem  Kreise  liegt.  Weitere  Folgerungen.  —  $.  236.  Ausdehnung 
*~     Unsersuchung  auf  Systeme  von  vier  und  mehrern  Punkten. 


Viertes  Kapitel. 

▼od  den  Bedingungen  der  Unbewegüchkeit. 

f*  237.  Wenn  das  Gleichgewicht  eines  Systems  mit  einander  ven- 
sener,  an  sich  frei  beweglicher  Körper,  auf  welche  Kräfte  nach 
tsssUgea  Richtungen  wirken,  durch  nicht  mehr  als  6  Gleichungen  be- 
tagt ist,  so  kann  keine  gegenseitige  Beweglichkeit  zwischen  den  Kör- 
rwa  statt  finden,  —  $$.  238.  239.  Wie  überhaupt  bei  einem  Systeme 
■h  einander  verbundener  Körper  aus  der  Anzahl  der  Körper  und  der 
Assial  und  Beschaffenheit  ihrer  Begegnungen  über  ihre  gegenseitige 
Beweglichkeit  geurtheilt  werden  kann.  —  $.  240.  Geometrischer  Be- 
ten, dass  die  gegenseitige  Lage  zweier  Körper  im  Allgemeinen  un- 
veriaderiieh  ist,  wenn  in  der  Oberflache  des  einen  Körpers  6  be- 
•ansste  Punkte  des  andern  enthalten  seyn  sollen.  —  $.  241.  Hieraus 
sfrelcitete  Falle,  in  denen  einem  Systeme  von  weniger  als  6  Punk- 
■*,  die  In  unabänderlichen  Entfernungen  von  einander  sind,  keine 
Bewegung  mehr  gestattet  ist.  —  $.  242.  Sollrn  «Körper,  die  durch 
Salbung  ihrer  Flachen  mit  einander  verbunden  sind,  eine  unveran- 
ssdkhe  Lage  gegen  einander  haben,  so  müssen  sie  sich  in  wenigstens 
I  (s— 1)  Punkten  berühren.  Fälle,  in  denen  man  sich  schon  im 
Versus  der  gegenseitigen  Unbewegüchkeit  versichert  halten  kann.  — 
f  143.  Analoge  SStze  bei  krummen  Linien  in  Bbenen. 


IT  Inhalt  des  sweiten  Theöet. 

$.  244.  Nutzen  der  Torhergehenden  Betrachtungen4»  om  bei 
geometrischen  Figar  zu  bestimmen,  wie  Tiel  Stacke  dereetben  fege- 
hen  seyn  müssen,  am  daraus  alle  übrigen  finden  zo  können«  —  4.216» 
Erläuterung  an  einem  Polyeder,  ?on  welchem  alle  Kanten  Ihrer  Line* 
nach  gegeben  angenommen  werden.  —  $.  246.  Bedingung,  unter  wel- 
cher bei  einem  Systeme  zusammenhängender  Vielecke*  in  einer  Bhene 
am  den  Langen  der  Seiten  allein  alle  übrigen  Stocke  der  Figur  he* 
stimmt  werden  können.  —  $.  247 — 249.  Enthalt  eine  Figur  unbeweg- 
liche Punkte,  eine  ebene  wenigstem  zwei,  eine  räumliche  wenigstem 
drei,  so  wird  die  gegenseitige  Unbeweglichkelt  der  Tbeile  der  Figur 
eine  yolikommene  ünbeweglichkeit.  Statische  Untersuchung  dieser 
Ünbeweglichkeit.    Beispiele. 

Fünftes  Kapitel 
Von  der  unendlich  kleinen  Beweglichkeit 

§.  250.  Werden  Ton  den  Theilen  einer  Figur  so  Tide  unrerin- 
derlich  angenommen,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  Theile  im  AB- 
gemeinen  unveränderlich  wird,  so  lassen  sich  immer  noch  speciene 
Bedingungen  für  das  Verhalten  der  Theile  zu  einander  ausfindig  im* 
eben,  unter  denen  die  gegenseitige  Ünbeweglichkeit  aufhört.  —  f>  SM* 
Untersuchung  der  Beschaffenheit  der  Gleichungen»  welche  diese  Be- 
dingungen aasdrucken.  —  §.  252.  Die  bei  einer  solchen  Bedingenen- 
gleichang  statt  findende  Beweglichkeit  der  Figur  ist  im  AUgesneinam 
unendlich  klein,  und  es  hat  alsdann  jedes  yon  den  nnTeranderlich  ge- 


setzten Sturken  der  Figur,  wenn  man  es  veränderlich 
übrigen  aber,constant  bleiben  lasst,  seinen  grossten  oder 
Werth.    Hieraus  entspringende  neue  Methode,  om  mit  Hülfe  der 
tik  geometrische  Aufgaben    über  Maxima  und  Minima  r .  löten.  — 
§.  253.   Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  ein  Winkel  esnes 
ebenen  Viereck«,  dessen  Seiten  constal**,  Längen  haben,  seinen  gross 
ten  oder  kleinsten  Werth  erreicht.  —   „§.  254—256.  Die  Bedingung, 
unter  welcher  ein  Viereck  beweglich  wird,  welches  Seiten  Ton  con- 
•tanter  Lange,  aber  veränderliche  Winkel  hat,  und  dessen  Ecken  in 
imbeweglichen  in  seiner  Ebene  enthaltenen   Linien    beweglich 
Analoge  Bedingung  für  das  Dreieck   und   mehrseitige   Vielecke. 
$$.  257.  258.  Vier  gerade  Linien  von  unbestimmter  Lange,  Ton 
nen  jede  der  nächstfolgenden  und  die  letzte  der  ersten  zu  bej 
genöthigt  ist,  liegen  in  einer  horizontalen  Ebene  und  sind  um 
wegliche  Punkte  in  verticalen  Ebenen  drehbar.    Man  soll  Ihr 
System,  welches  im  Allgemeinen  unbeweglich  ist,   die  Bedingung  der 
Beweglichkeit  und   die  dann  nöihige   Bedingung  des   GleichgewkMi 
finden.    Duales  Verhältniss  zwischen  dieser  Aufgabe  und  der  vorigen. 
—  §.  259.  Dieselbe  Aufgabe  für  ein  System   yon   drei  Linien.    Lo- 
sung eines  statischen  Paradoxons.  —  §.  260.   Bedingung  der  Beweg- 
lichkeit eines  Systems  dreier  Geraden,  welche  in  einer  Ebene  an  drei 
unbeweglichen  Punkten  verschiebbar,  und  deren  gegenseitige  Durch- 
schnitte in  unbeweglichen  Linien  der  Ebene  beweglich  sind«  —  M^28L 
262.  Bedingung  der  Beweglichkeit  eines  in  einer  Ebene  begriffnen 
Vierecks  mit  constanten  Seitenlangen  und  veränderlichen  Winkern,  Ttn 
dessen  Seiten  zwei    einander  gegenüberliegende  zwei  unbewefsknt 
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enthalten»  —*  4«  203«  Bedingung  des  Gleichgewichts  an  diesem 
Die  RoberTaTsche  Waage.  —  $*$.  264.  265.  Bedingung  der 
teit  eines  ebenen  Sechsecks  nah  constanten  Seitenlangen  und 
Winkeln,  bei  welchem  eine  Seite  um  die  andere  einen 
unbeweglichen  Punkt  enthalt  —  $$.  266.  267.  Bedingung  derBeweg- 
InVkaft  eines  ebenen  Vierecks  mit  constanten  Seitenlangen  und  ver- 
iueedichen  Winkern,  bei  welchem  jede  Seite  an  einem  unbeweglichen 
Pennte  ferscfaiebbar  ist 


Sechstes  Kapitel. 

▼am  Gleichgewichte  an  Ketten  und  an  vollkommen  biegsamen 

Fäden. 

f.  268.  Erklärung  einer  Kette  und  eines  Fadens*  —  §.  269.  Die 
Beingingen  des  Gleichgewichts  zwischen  zwei  Kräften,  welche  auf 
es  Aafang  und  das  Ende  einer  frei  beweglichen  Kette  oder  —  $.  270« 
enm  frei  beweglichen  Fadens  wirken.  —  $.  271.  Die  Bedingungen 
ca  Glsichgewicnts,  wenn  die  Kette  oder  —  $.  272.  der  Faden,  auf 
einen  Enden  Kräfte  wirken,  über  eine  unbewegliche  Fläche  gelegt 
et  Grosse  und  Richtung  der  Spannung, des  Fadens.  —  $$.273.  274. 
*~~"  mg  der  Tom  Faden  auf  die  Fläche  ausgeübten  Pressung.  Be- 
ule Richtung  der  Kräfte  und  die  Seite,  welche  die  Fläeho 
i  zukehrt,  betreffend.  —  §.  275.  Untersuchung  der  Fälle, 
enm  dar  Faden  nur  zum  Theil  über  die  Fläche  gelegt  ist,  und  — 
i  216.  wem  die  Fläche  beweglich  ist  —  $$.  277.  278.  Beispiele  zu 
antsa  Fällen.  —  $.  279.  Das  Gleichgewicht  eines  über  eine  Fläche 
fsnennten  Fadens  dauert  fort,  wenn  man  die  Fläche  wegnimmt  und 
an  alle  seine  Punkte  Kräfte  wirken  laut,  welche  die  Stelle  der  von 
an?  Flache  auf  den  Faden  ausgeübten  Pressung  ersetzen. 

f.  266.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  frei  bewegli- 
ch* Fadens,  wenn  auf  alle  seine  Punkte  ihrer  Richtung  und  Grösse 
■ata  gegebene*  Kräfte  wirken.  Darstellung  dieser  Bedingungen  durch 
stal  ans  dem  Prindp  der  Spannung  entwickelte  Integralgleichungen« 
—  f.  261.  Entwicklung  derselben  Gleichungen  aus  dem  Princip  der 
neueste.  Bestimmung  der  bei  der  Integration  hinzukommenden  3 
•aw  6  Constanten,  nachdem  der  Faden  in  einer  Ebene  oder  im  Räume 
anrtstpt  enthalten  ist  —  §.  262.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
itaYtSj  durch  zwei  Differentialgleichungen  ausgedruckt.  —  §.  283.  Rnt- 
vinVenrng  noch  anderer  bemerkenswerther  Relationen,  welche  beim 
fflfhngsn  lebte  statt  finden.  —  §§.  284.  265.  Die  Bedingungen  des 
Centugewkhts ,  wenn  der  in  allen  seinen  Theilen  der  Wirkung  von 
anmen  unterworfene  Faden  auf  einer  unbeweglichen  Fläche  beweg- 
*■  ist  —  $.  286.  Wie  in  den  vorhergehenden  Formeln  die  Dichtig- 
bk  and  das  Dicke  des  Fadens  zu  berücksichtigen  sind. 

Ten  der  Kettenlinie.  §.  287.  Die  Bedingungen  des  Gleich- 
ereichts,  wenn  die  auf  alle  Punkte  des  Fadens  wirkenden  Kräfte 
anulele  Richtungen  haben.  Gesetz  der  Spannung  in  diesem  Falle.  — 
$•266.  Begriff  und  einfachste  Gleichung  der  Kettenlinie.  —  §.  289. 
Cenehuug  der  Kettenhnie  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten.   Pa- 

'      and  Direetrix  einer  Kettenlinie.  —  §.  290.  Rectification  und 

der  Kettenlinie.  —  $$•  261.  262.   Zwei  Gleichungen  für 


Druckfehler  und  Verbesserungen. 

Seite    7  Zeile  10  t.  o.  lies:  In  derselben 

—  21    —    12  t.  u.  lies:  wir,  mit 

—  23    —     3  ?.  u.  lies:  enthaltene  mit  p  und  p'  sieht  | 

Kraft  q 

—  06    —     3  t.  n.  statt  Seite«  lies  Kanten. 

—  112  —  7  t.  n.  lies:  Z,  Z\...  nnd  die  Coordinaten  s, 

—  139  —  12  ▼•  o.  statt  M  lies:  M.   ' 

—  142  —  9  t.  o,  statt  Gleichoog  lies:  Gleichungen. 

—  143  —  9  t.  o.  statt  Vt  lies:   rf.    Auf  eben  der  Sei 

statt  der  14—17.  Zeile  t.  o.:  Unter  < 
schiedenen  Axen  t  der  grössten  1 
welche  den  verschiedenen  Punkten  (f,  j 
gehören,  fallen  aber  diejenigen  in  dk 
•        linie,  welche  mit  v,  d.  i.  mit  der  Res 

—  100    —      6  n.  7  t.  o.  lies:  und  die  Momente  dieser  na< 

—  176    —    10  t.  o.  statt  C1  lies  /i. 

—  179    —      8  u.  9  y.  o.  statt:  indem   es  sonst  für  den 

schnittspunkt  M  zwei,  setze:  indem, 
für  einen  Punkt  zwei 

—  —    —    10  t.  o.  lies:  gäbe,  auch  jede  andere.    Auf  c 

Seite  schiebe  zwischen  die  8.  und  9. 
n.  ein:  Hiernach  aber  hatte  die  AufgaJ 
Natur  entgegen,  unzählig  viele  Lösnni 
yertilge  das  Komma  am  Ende  der  Zei 

lies:  mn  y,\  *'/»  yV» 
statt  aA  —  bB  setze:  aB—bA. 
lies:  hinzuzufügen, 
0  t.  o.  lies:  Denn  das  Gleichgewicht  des  ne 
Sterns, 

—  338    -        8  t.  o.  lies :  die  Summe  der  in  die  virtmtüm  € 

digkeiten  muitiplicirUn  Kräfte 


—  221 

—    17  ▼.  o. 

—  232 

—        9  T.  0. 

—   — 

—       4  T.  u. 

—  256 

—    10  v.  o. 

—  328 

—        0T.O. 
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Inhalt  des  zweiten  Thefl*. 

Gesetxe   des    Gleichgewichts    zwischen   Kräften, 
welche  auf  mehrere  mit  einander  verbundene  feste 

Körper  wirken. 


Erstes  Kapitel* 
■  CSkkhgswicbta  bei  iwei  mit  einander  rerbandenen  Körpern« 

fb  ISS.  Begriff  des  mit  einender  Verbondenseyns  Ton  Körpern  im 
ABqmdmm.  —  6.  189.  Die  Art  der  Verbindung,  welche  hier  allein 
fcmckskhtigt  werden  soll,  ist  die  gegenseitige  Berührung  der  Körper. 
190.  Grundsätze.  —  6.  191.  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
m  Kräften,  welche  anfeinen  frei  beweglichen  Körper  und  ei- 
in  dessen  Oberflache  beweglichen  Ponkt  wirken.  —  §.  192.  Be- 
dangen des  Gleichgewichts,  wenn  entweder  der  Körper  oder  der 
n*na\ki  unbeweglich  angenommen  wird;  wenn  anf  njehrere  in  der  Ober> 
*•-'  -  des  Körpers  bewegliche  Punkte  Kräfte  wirken;  n.  s.  w.    Geo- 
ohe  Folgeningen.  —   §.  193*  Bin  Körper,  dessen  Oberflache 
S  oder  mehrere  unbewegliche  Punkte  zu  gehen  genotbigt  ist, 
im  Allgemeinen  ebenfalls  unbeweglich.    Bei  weniger  als  6  unbe- 
tfchen  Punkten  findet  stets  noch  Beweglichkeit  statt« 
$.  194.  Bedingungen  des  Gleichgewichts  bei  zwei  sich  in  einem 
kte  mit  ihren  Flächen    berührenden  Körpern.  —  §.  196.  Begriff 
Gegenkräfte.  —  §$.  196.  197.   Bedingung  des  Gleichgewichts  bei 
arwci  sieh  in  mehrern  Punkten  berührenden  Körpern. 

$.  196.  Ausser  der  Flachenberihrung  kann  die  Begegnung  zweier 
Körper  in  einem  Punkte  auch  darin  bestehen!  dass  eine  Ecke  oder 
ataaCe  des  einen  Körpers  an  eine  Ecke,  Kante  oder  Flache  des  andern 
trifft.  Wie  diese  Arten  der  Begegnung  auf  die  Flachenberuhrung  im- 
mer sornckgefuhrt  werden  können«  Die  Richtung  der  Gegenkräfte 
w/ird  hierbei  zum  Theil  oder  ganz  unbestimmt.  —  <J.  199.  Allgemei- 
nere Bestimmung  des  Begriffs  der  Gegenkräfte.  Bedingung  des 
Gleichgewicht*  zwischen  zwei  sich  berührenden  Körpern  im  allgemein* 
aten  Falle.  —  $.200.  Ueberanstimmung  und  Verschiedenheit  zwischen 
4an  im  Vorigen  eingeführten  Gegenkräften  und  den  in  der  Wirklich- 
keit stattfindenden  Pressungen  und  Spannungen* 


V 


1T  Inhalt  des  zweiin  TheBe*. 

Gleichgewicht  an  einem  nicht  (völlig  frei  bewegli- 
ehen  Körper.  6.  201.  Die  Bedingungsgleichungen  des  GUefcbge- 
wichti,  wenn  ein  Punkt  des  Körpers  anbeweglich  ist,  oder  wenn  ein 
Punkt  in  einer  unbeweglichen  Linie  oder  Flache~beweglicfa  ist;  — 
$.  20?«  wenn  zwei  Punkte  des  Körpers  unbeweglich  sind,  oder  wtssm 
einer  derselben,  oder  beide  in  unbeweglichen  Linien  etc.  bewegten 
tind;  —  §.  203.  wenn  drei  Punkte  des  Körpers  in  einer  unbewegli- 
chen Ebene  beweglich  sind.  Sind  drei  Punkte  des  Körpers  unbeweg- 
lich oder  in  unbeweglichen  Linien  beweglich,  so  ist  der  Körper  selbst 
im  Allgemeinen  unbeweglich.  —  $.  204.  Den  6  Bedingungsgleicbea- 
gen  fürs  Gleichgewicht  eines  Körpers  entsprechen  6  von  einander  un- 
abhängige Bewegungen  des  Körpers.  Ist  er  an  einigen  dieser  Bewe- 
gungen gehindert,  so  ist  die  Erfüllung  der  Gleichungen,  die  den  noch 
möglichen  übrigen  Bewegungen  entsprechen,  die  Bedingung  den  Gleich- 
gewichte« 


Zweites  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  bei  einer  beliebigen  Anzahl  mit 

verbundener  Körper. 

§.  205.  Bedingung  dieses  Gleichgewichts,  wenn  alle  Körper  den 
Systems  an  sich  frei  beweglich  sind.  —  §•  206.  Nachträgliche  Be- 
merkungen« —  §.  207.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  eines  Sy- 
stems ron  Körpern  besteht  in  jedem  Falle  in  der  Möglichkeit,  in  des 
Berührungspunkten  der  Körper  Gegenkräfte  ron  solcher  Intensttit  an- 
zubringen, dass  jeder  Körper  des  Systems  für  sich  ins  Gleichgewicht 
kommt. 

Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  mit 
einander  verbundenen  Körpern.  §§.  206 — 210.  Beweis,  dam 
die  in  §.  178.  für  das  Gleichgewicht  eines  einzigen  Körpers  bewie- 
sene Gleichung  auch  beim  Gleichgewichte  mehrerer  mit  einander  ver- 
bundener Körper  Gültigkeit  hat.  —  §.  211.  Beweis  des  umgekehrten 
Satzes  nach  Laplaoe  und  Poisson.  —  §.  212.  Anderer  Beweis  des 
umgekehrten  Satzes. 

§.  213.  Bei  jedem  Systeme  von  Körpern,  welches  sich  ha  Glekb- 

g'wicbte  befindet,  ist  die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Kraft  in  die 
ntfernung  ihres  Angriffspunktes  von  einem  unbeweglichen  in  ihrer 
Richtung  beliebig  genommenen  Punkte  ein  Maximum  oder  Minimum, 
und  zwar  ersteres,  wenn  das  Gleichgewicht  sicher,  letzteres, 
es  unsicher  ist.  —  $.  214.  Elementarer  Beweis  dieses  Sattes. 


Drittes  Kapitel. 

Vergebenden  Theorie  auf  einige  Beispiele, 


$•  216.  Uebersicht  des  Verfahrens,  nach  welchem  jede  hierbei 
kommende  Aufgabe  in  Gleichungen  gesetzt  und  geloit  werden 
—  $$.  210.  217.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen  Kräf- 
ten, welche  auf  4  sich  berührende  Kugeln  wirken.  —  $$.  21&  219. 
Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen  4  KrSften, 


Iahalt  des  zweite*  TbeÜee. 


Bckem  eines  Vierecks  wirken,  dessen  Seiten  tob  unveränderlicher 
Winkel  aber  veränderlich  sind.  —  $$.  220 — 223.  Be- 


stnater  Lange  die  Bedingungen  dea  Gleichgewichts  zwischen 
ans  am  de«  Kcken  angebracht  sind ,  ausmitteln.  Geometrische  Folget 
i.  —  ff.  225.  220.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwi- 
Kraften  zn  finden,  welche  auf  die  Seiten  eines  Vierecks  wirken, 
1  Seiten  Ton  constanter  Lange,  die  Winkel  aber  veränderlich 
sind«  —  $$.  227 — 230.  Dieselbe  Aufgabe  unter  einigen  speziellen 
Veraassetzungen.  —  $$.  231.  232.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts zwischen  Kräften,  die  auf  3  Gerade  wirken,  welche  an  3  unbe- 
wegtiebea  Punkten  verschiebbar  sind,  und  deren  gegenseitige  Durcb- 
— *>"^*  in  3  oobeweglichen  Geraden  einer  Ebene  beweglich  sind.  Geo- 
metrische Folgerungen.  —  §.  233.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
widts  zwischen  Krauen,  welche  auf  die  gegenseitigen  Durchschnitte 
voa  3  Geraden  wirken,  .die  um  3  unbewegliche  Punkte  beweglicli 


Bedingungen  dea  Gleichgewichts  bei  sich  ähnlich 
bleibenden  Figuren.  $$•  234«  235*  Sind  drei  Punkte  in  einer 
Bbeae  dergestalt  beweglich,  dass  das  Ton  ihnen  gebildete  Dreieck  sich 
ahnlich  bleibt,  und  sollen  drei  auf  sie  in  der  Kbene  wirkende 
skh  das  Gleichgewicht  halten,  so  müssen  sich  die  Richtungen 
Krlfte  in  einem  Punkte  schneiden,  der  mit  erstem  drei  Punkten 
Kreise  Hegt  Weitere  Folgerungen.  —  §.  236.  Ausdehnung 
Untersuchung  auf  Systeme  von  vier  und  mehrera  Punkten. 


Viertes  Kapitel. 

Von  den  Bedingungen  der  Dobeweglichkeit. 

f*  237*  Wenn  das  Gleichgewicht  eines  Systems  mit  einander  ven- 
leaer,  an  sich  frei  beweglicher  Körper,  auf  welche  Kräfte  nach 
eatiebigea  Richtungen  wirken,  durch  nicht  mehr  als  6  Gleichungen  be- 
magt  ist,  so  kann  keine  gegenseitige  Beweglichkeit  zwischen  den  Kör- 
pern statt  linden,  —  $$•  338.  239.  Wie  überhaupt  bei  einem  Systeme 
aat  einander  verbundener  Körper  ans  der  Anzahl  der  Körper  und  der 
Anzahl  und  Beschaffenheit  ihrer  Begegnungen  über  ihre  gegenseitige 
Beweglichkeit  geurtbeilt  werden  kann.  —  $.  240.  Geometrischer  Be- 
weis, dass  die  gegenseitige  Lage  zweier  Körper  im  Allgemeinen  un- 
veränderlich ist,  wenn  in  der  Oberflache  des  einen  Körpers  6  be- 
atisnaste  Punkte  des  andern  enthalten  seyn  sollen.  —  §.  241.  Hierana 
abgeleitete  Falle,  in  denen  einem  Systeme  von  weniger  als  6  Punk- 
ten, die  In  unabänderlichen  Entfernungen  von  einander  sind,  keine 
Bewegaag  mehr  gestattet  ist.  —  6.  242.  Sollen  n Körper,  die  durch 
Beranraas;  ihrer  Flachen  mit  einander  verbunden  sind,  eine  unveran- 
aarliche  Lage  gegen  einander  haben,  so  müssen  sie  sich  in  wenigstens 
6  (a — 1)  Punkten  berühren.  Fälle,  in  denen  man  sich  schon  im 
Veraas  der  gegenseitigen  Unbewegttchkeit  versichert  halten  kann.  — 
$.  243.  Analoge  Sitze  bei  krummen  Linien  in  Bbenen. 


IT  Inhalt  des  zweiten  Theäes. 

§.  244.  Nutzen  der  Torhergehenden  Befrachtungen*,  am  bei 
geometrischen  Figar  zu  bestimmen,  wie  viel  Stacke  derselben  gege- 
ben  ieyn  müssen,  am  dartot  alle  übrigen  finden  zo  können«  —  4.946» 
Erläuterung  an  einem  Polyeder,  ton  welchem  alle  Kanten  ihrer  Unart 
nach  gegeben  angenommen  werden.  —  §.  246.  Bedingung,  unter  wel- 
cher bei  einem  Systeme  zusammenhängender  Vielecke  in  einer  Bbene 
ans  den  Langen  der  Seiten  allein  alle  übrigen  Stocke  der  Figur  be- 
stimmt werden  können.  —  §.  247 — 249.  Enthalt  eine  Figur  unbeweg- 
liche Punkte,  eine  ebene  wenigstens  zwei,  eine  räumliche  wenigste»! 
drei,  so  wird  die  gegenseitige  Unbeweglichkelt  der  Tbeile  der  Figur 
eine  Yolikommene  Unbeweglichkeit.  Statische  Untersuchung 
Unbeweglichkeit    Beispiele. 

Fünftes  Kapitel 
Von  der  unendlich  kleinen  Beweglichkeit 

§.  250.  Werden  ron  den  Theilen  einer  Figur  so  viele 
derlich  angenommen ,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  Theile  im  All- 
gemeinen unveränderlich  wird,  so  lassen  sich  immer  noch  speoeOe 
Bedingungen  für  das  Verhalten  der  Theile  zo  einander  aosfinAr,  am* 
chen,  unter  denen  die  gegenseitige  Unbeweglichkeit  aufhört.  —  £  fit* 
Untersuchung  der  Beschaffenheit  der  Gleichlingen»  welche  diese  Be- 
dingungen ausdrücken.  —  §.  252.  Die  bei  einer  solchen  Bedingengs- 
gleichong  statt  findende  Beweglichkeit  der  Figur  ist  im  AUgeniessem 
unendlich  klein,  und  es  hat  alsdann  jedes  yon  den  unveränderlich  ge- 


setzten Sturken  der  Figur,  wenn  man  es  veränderlich 
übrigen  aber,constant  bleiben  lässt,  seinen  grossten  oder 
Werth.    Hierans  entspringende  neue  Methode,  am  mit  Hülfe  der  Sta- 
tik geometrische  Aufgaben    über  Maxima  und  Minima  z .  lösen*  — 
§.  253.   Die  Bedingung  zo  finden,  unter  welcher  ein  Winkel  eines 
ebenen  Vierecks,  dessen  Seiten  constalk  Längen  beben,  seinen  gross 
ten  oder  kleinsten  Werth  erreicht.  —   „§.  254—256.  Die  Bedingung, 
unter  welcher  ein  Viereck  beweglich  wird,  welches  Seiten  von  oon- 
•tanter  Länge,  aber  veränderliche  Winkel  hat,  und  dessen  Ecken  in 
unbeweglichen  in  seiner  Ebene  enthaltenen   Linien    beweglich   ahnt» 
Analoge  Bedingong  für  das  Dreieck   und   mehrseitige   Vielecke.   — 
4$.  257.  258.  Vier  gerade  Linien  von  unbestimmter  Lange,  Ton  de- 
nen jede  der  nächstfolgenden  und  die  letzte  der  ersten  zu  begegnen 
genothigt  ist,  liegen  in  einer  horizontalen  Ebene  ond  aind  um  unbe- 
wegliche Punkte  in  verticalen  Ebenen  drehbar.    Man  soll  für  dieses 
System,  welches  im  Allgemeinen  unbeweglich  ist,   die  Bedingung  der 
Beweglichkeit  und   die  dann  nöibige   Bedingong  des   Gleichgewichts 
finden.    Duales  Verhältniss  zwischen  dieser  Aufgabe  ond  der  vorigen. 
—  $.  259.  Dieselbe  Aufgabe  für  ein  System   Ton   drei  Linien«    Lo- 
sung eines  statischen  Paradoxons.  —  $.  260.  Bedingong  der  Beweg- 
lichkeit eines  Systems  dreier  Geraden,  welche  in  einer  Ebene  an  drei 
unbeweglichen  Punkten  verschiebbar,  ond  deren  gegenseitige  Durch- 
schnitte in  unbeweglichen  Linien  der  Ebene  beweglich  sind«  —  §$>  261* 
262.  Bedingung  der  Beweglichkeit  eines  in  einer  Ebene  begnfissee 
Vierecks  mit  constanten  Seitenlangen  und  veränderliche«  Winkel»,  tob 
dessen  Seiten  zwei    einander  gegenüberliegende  zwei  unbewegkkbt 


liihalt  des  zweiten  Tbeile*.  kYH 


ffHh^f^r  —  4«  263.  Bedingung  des  Gleichgewichte  an  diesem 
Tisrecke,  Die  RobeiraTtche  Waage.  —  ft.  ™*.  265.  Bedingung  der 
teit  eine«  ebenen  Sechseck*  mh  constanten  Seitenlangen  and 
Winkeln  >  bei  welchem  eine  Seite  am  die  andere  einen 
Punkt  enthalt  —  §§.  266.  267.  Bedingung  der  Beweg- 
leUcanTeinea  ebenen  Yierecka  mit  com  Unten  Seitenlangen  und  Ter- 
aniedkfaen  Winkeln,  bei  welchem  jede  Seite  an  einem  anbeweglichen 
Pinkle  ▼ernchiebbax  ist 


Sechstes  Kapitel. 

Teni  GWchgewkhte  an  Kelten  und  an  vollkommen  biegsamen 

Fäden. 

$•  268.  Krklarurig  einer  Kette  nnd  einet  Fadens.  —  $.  269.  Die 
BeeUgnngen  dea  Gleichgewichts  zwischen  zwei  Kräften,  welche  auf 
am  Anfang  nnd  das  Ende  euer  frei  beweglichen  Kette  oder  —  $.  270. 
finai  frei  beweglichen  Fadens  wirken.  —  $.  271.  Die  Bedingungen 
em  Gftsichgewicbts,  wenn  die  Kette  oder  —  $.  272.  der  Faden,  aof 
innen  Baden  Kräfte  wirken,  über  eine  unbewegliche  Flache  gelegt 
nt  Grosse  nnd  Richtung  der  Spannung, des  Fadens.  —  $$.273.  274. 
*""*  mg  der  vom  Faden  aof  die  Flache  ausgeübten  Pressung.  Be- 
die  Richtung  der  Kräfte  and  die  Seite,  welche  die  Flache 
zukehrt,  betreffend.  —  $.  275.  Untersuchung  der  Falle, 
wem  der  Faden  nur  zum  Theil  über  die  Flache  gelegt  ist,  und  — 
i  216.  wem  die  Fliehe  beweglich  ist  —  §§.  277.  278.  Beispiele  zu 
emea  Fallen.  —  $.  279.  Das  Gleichgewicht  eines  über  eine  Flache 
gemannten  Fadens  dauert  fort,  wenn  man  die  Flache  wegnimmt  und 
anfalle  seine  Punkte  Kräfte  wirken  lasst,  welche  die  Stelle  der  von 
kx  Fliehe  aof  den  Faden  ausgeübten  Pressung  ersetzen. 

f.  260.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  frei  bewegli- 
Fndene,  wenn  auf  alle  seine  Punkte  ihrer  Richtung  und  Grösse 
gegebene*  Kräfte  wirken.  Darstellung  dieser  Bedingungen  durch 
tvai  ans  dem  Princip  der  Spannung  entwickelte  Integralgleichungen. 
—  f.  261.  Kntwickelong  derselben  Gleichungen  ans  dem  Princip  der 
nmente.  Bestimmung  der  bei  der  Integration  hinzukommenden  3 
•aar  &  Constanten,  nachdem  der  Faden  in  einer  Ebene  oder  im  Räume 
»■raupt  enthalten  ist  —  $.  262.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
viens,  durch  zwei  Differentialgleichungen  ausgedruckt.  —  §.  283.  Knt- 
vickehsng  noch  anderer  bemerkens weither  Relationen,  welche  beim 
CUcngewiebte  statt  finden.  —  §§.  284.  265.  Die  Bedingungen  des 
Qekngewkhts ,  wenn  der  in  allen  seinen  Theilen  der  Wirkung  tob 
besten  nnterworfene  Faden  aof  einer  unbeweglichen  Fliehe  beweg- 
Im  ist  —  $.  286.  Wie  in  den  vorhergehenden  Formeln  die  Dichtig- 
Ut  and  sie  Dicke  des  Fadens  zu  berücksichtigen  sind. 

Ten  der  Kettenlinie.  $.  287.  Die  Bedingungen  des  Gleicb- 
ertiebts,  wenn  die  auf  alle  Punkte  des  Fadens  wirkenden  Kräfte 
ptiHulu  Richtungen  haben.  Gesetz  der  Spannung  in  diesem  Falle.  — 
ftt.  Begriff  und  einfachste  Gleichung  der  Kettenlinie.  —  §.  289. 
ttaknang  der  Kettenlinie  zwischen  rechtwinklige  Coordinaten.  Pa- 
asjeter  nnd  Directrix  einer  Kettenlinie.  —  $.  290.  Rectification  nnd 
OmaVitni  der  Kettenlinie.  —  ft.  291.  292.  Zwei  Gleichungen  für 
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die  Spannung  der  Ketteulinfe.    Folgerungen  am  denselben«    

Ure  Beweise  dieser  Gleichungen  ond  damit  der  Gleichung  fir 
Kettenlinie  selbst  —  $.  293«  Bin  gleichförmig  schwerer  Fadem  < 
gegebener  Lange  wird  mit  seinen  Enden  an  zwei  gegebenes  sjbj 
weglichen  Paukten  befestigt.  Die  Elemente  der  Ton  ihm  gebftldt 
Kettenlinie  za  bestimmen«  —  $.  294.  Zusätze  nnd  Folgerungen» 
6«  296.  Ein  gleichförmig  schwerer  mit  seinen  Enden  befestigtet  1 
den  bildet  auch  dann  eine  Kettenlinie ,  wenn  er  auf  eine  gagen  J 
Horizont  geneigte  Ebene  gelegt  ist. 

Siebentes  Kapitel. 

Analogie  zwischen  dem   Gleichgewichte  an  einem  Feiern  1 

der  Bewegung  eines  Punktes. 


$.  296.  Einleitung.  —  $.  297.  Durch  Construction  wird  _ 
wie  ans  dem  Gleichgewichte  an  einem  Faden  auf  die  Bewegung  ej 
Korpers  in  der  Fadenlinie  mit  einer  der  Spannung  des  Fadens  sjbsj 
proportionalen  Geschwindigkeit  geschlossen  werden  kann.  —  f.  2 
Beispiele.  Bewegung  in  einer  Kettenlinie.  — '§.299.  Umgekehrt  fe 
von  der  bewegong  eines  Körpers  auf  das  Gleichgewicht  an  an 
Faden  y  dessen  Gestalt  der  Bahn  des  Körpers  und  dessen  Spanns 
der  Geschwindigkeit  des  letztern  proportional  ist,  ein  Schloss  gssni 
werden.  Gleichgewicht  an  einem  parabolisch  gekrümmten  Faden« 
§.  300.  Modification  des  Ueberganges  von  der  Bewegung  zum  Glri 
gewichte  durch  Anwendung  eines  Fadens,  dessen  Blasse  ungleiaaJ 
mig  vertheilt  ist.  Statische  Darstellung  der  Planetenbewegnngenv 
$.  301.  Die  Torigen  Sätze  leiden  auch  dann  noch  vollkommene  j 
Wendung ,  wenn  die  Beweglichkeit  des  Fadens  nnd  die  den  Käff 
auf  eine  unbewegliche  Fläche  beschränkt  sind.  —  $•  902.  Analytis 
Darstellung  des  Zusammenhangs  zwischen  dem  Gleichgewichte  ei 
Fadens  und  der  Bewegung  eines  Körpers. 

6.  303.  Die  Sätze  der  Dynamik,  welche  unter  den  Namen  des  Pl 
cipa,'oer  Flächen,  des  Prmcips  der  lebendigen  Kräfte  ond  des  Pl 
cips  der  kleinsten  Wirkung  bekannt  sind ,  können  ebenfalls  amf 
Fadengleicbge*icht  übergetragen  werden.  —  $.  304.  Uebertragi 
des  ersten  dieser  Principe.  —  §.  305.  Uebertragung  des  zweitem  l 
dritten.  —  $.  306.  Letztere  zwei  gelten  auch  dann  noch,  wenn  * 
Faden  über  eine  Fläche  gespannt  ist.  —  $.  307.  Brlänternag  < 
dritten  Princips  an  der  Kettenlinie.  Die  Tiefe  des  Schwerpunkts  ei 
Kettenlinie .  ist  ein  Maximum.  Bestimmung  der  Coordinaten  die 
Schwerpunkts«  —  §•  308.  Eine  Kettenlinie  zu  beschreiben ,  wei 
durch  zwei  in  einer  Horizontalen  liegende  gegebene  Ponktegeht  i 
eine  andere  gegebene  Horizontale  zur  Directus  hat.  —  §.  309.  Ma 
mum  und  Minimum,  welchen  die  zwei  die  vorige  Aufgabe 
Kettenlinien  angehören. 

Aohtea  Kapitel. 
Vom  Gleichgewichte  an  elastischen  Fäden. 

$•  310.  Begriff  der  Blasticitat  im  Allgemeinen. 
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Unic,  Flache,  Körper».  —  §.  Sil.  Wie  bei  einem  Sy- 
▼ob  Punkten,  ron  denen  je  zwei  elastiach'  mit  einander  verbun- 
sfcnd  9  die  durch  Einwirkungen  äusserer  Kräfte  entstehenden  ela- 
Krifte  und  die  Aenderung  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte 
werden  können.  — *  $.  312«  Anwendung  des  Vorigen  auf  eine 
je  Reihe  von  Punkten. 
Gleichgewicht  an  einem  elastisch  dehnbaren  Faden. 
f.  313.  Die  Bedingungsgleichungen  für  dieses  Gleichgewicht.  —  f.  314. 
Glekhong  der  elastischen  Kettenlinie.  Um  wie  fiel  hierbei  jeder  Theil 
dar  Kette  ausgedehnt  wird.  —  $.  315.  Ausdehnung  eines  frei  herab- 
hängenden elastischen  Fadens  durch  sein  eigenes  und  ein  an  sein  un- 
teres Kode  befestigtes  Gewicht.  Von  John  Herschel  vorgeschla- 
gene Methode,  das  Verhältniss  zu  bestimmen,  nach  welchem  sich  ton 
ciaem  Orte  der  Krde  zum  andern  die  Schwerkraft  ändert. 

Gleichgewicht  an  einem  elastisch  biegsamen  Faden. 
|.  316.  Eigenschaften  des  elastischen  Winkels.  —  $.  317.  Hiermit 
ksanea  die  Bedingungen  fur's  Gleichgewicht  an  einem  elastisch  bieg- 
sissen  Faden  ohne  Weiteres  aus  den  Bedingungen,  welche  an  einem 
vollkommen  biegsamen  Faden  gelten,  hergeleitet  werden.  —  §.  318. 
Bemerkungen  das  Moment  der  Elasticitat  in  irgend  einem  Punkte  des 
betreffend.  Was  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichts  geschehen 
1,  wenn  der  Faden  irgendwo  unterbrochen  wird.  Begriff  der  Span- 
am  elastischen  Faden.  —  §.  319.  Gleichung  für  das  Gleicnge- 
vieht  an  einem  elastisch  biegsamen  Faden,  wenn  auf  alle  Punkte  des- 
in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte  wirken;  Torausgesetzt  wird, 
das  Moment  der  Elasticitat  der  Krümmung  des  Fadens  propor- 
I  ist.  Bestimmung  der  6  willkührlichen  Constanten  bei  der  Inte-! 
tnstiosi  der  Gleichung.  —  $•  320.  Gleichung  des  Gleichgewichts,  wenn 
sss  ante  und  das  letzte  Element  des  Fadens  in  gegebenen  Lagen  in  einer 
Ebene  beseitigt  sind ,  sonst  aber  keine  Kräfte  auf  den  Faden  wirken, 
teer  Gleichung  der  elastischen  Linie  in  einer  Ebene.  Axe  der  Linie. — 
4.  SU«  Andere  Formen  dieser  Gleichung.  Spannung  der  Linie.  — 
t.  322*  Gleichung  bei  einer  nur  sehr  geringen  Abweichung  der  Linie 
Ten  der  Axe.  Elastische  Kraft  der  Linie;  Gesetz  dieser  Kraft  — 
4.  323*  Die  elastische  Linie  kann  auch  die  Gestalt  eines  Kreises  ha- 
ste. Die  Axe  ist  ^»*t»nn  unendlich  entfernt  und  die  Spannung  liber- 
al arnJL  — ■■  $•  324.  Die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  ela- 
stisch) hilf  an  11m  ii  Fadens  im  Räume.  —  §.  325.  Bestimmung  der  9 
«ssUarlfchen  Constanten  bei  der  Integration  dieser  Gleichungen.  Si- 
cheraag  des  Gleichgewichts,  wenn  der  Faden  irgendwo  unterbrochen 
wird,  Spannung  des  Fadens.  —  $.  326.  Die  Gleichungen  der  elasti- 
*  n  Linie  im  Räume  oder  der  Gestalt  eines  elastisch  biegsamen  Fa- 
i9  wenn  auf  ihn  keine  äussern  Kräfte  wirken,  sondern  bloss  das 
~  das  letzte  Element  desselben  irgend  gegebene  Lagen  im  Raome 
Merk  würdige  Eigenschaften  dieser  Linie.  —  $.  327.  Un- 
die  verschiedenen  Arten  der  elastischen  Linie  im  Räume  gehört 
die  eylindrische  Spirallinie. 

4«  328.  Wie  den  in  $•  305.  auf  das  Gleichgewicht  an  einem  toII- 
isaea  biegsamen  Faden  übergetragenen  Sätzen  ton  der  lebendigen 
Kraft  und  der  kleinsten  Wirkung  verwandte  Sätze  auch  beim  Gleich- 
gewichte an  einem  elastisch  biegsamen  Faden  entsprechet!.  —  $.  329. 
Anwendung  hiervon  auf  die  elastische  Linie.  Ein  merkwürdiger  Satz 
Daa.  Bernoulli's.    Ausdehnung  der  vorigen  Untersuchung  auf  den 
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Pill,  wenn  das  Moment  der  Elastidttt  in  jedem  Punkt»  den  1 
einer  beliebigen  Function  den  Krümmungshalbmessers  daselbst  j 
tionalist. 

Gleichgewicht  an  einem  elaitiaoh  drehbaren  F 
$.  330.  Begriff  dieser  'Drehbarkeit.  Bestimmung  der  Elastidti 
yon'zwei  Ebenen  gebildeten  Winkels.  —  $•  331«  Die  Bedingun 
drangen  für  das  Gleichgewicht  an  dem  elastisch  drehbaren  Fad 

J.  332.  Bettimmung  der  12  Constanten  bei  der  Integration 
rlekhungen.  —  <J.  333.  Vereinfachung  der  einen  Gleichung  i 
Fall,  wenn  nnr  am  Anfang  and  finde  des  Fadens  Kräfte  aagi 
sind.  In  diesem  Falle,  and  wenn  die  anfängliche  Gestalt  des  1 
ein  Kreis  ist,  kann  seine  nachherige  Gestalt  auch  die  einer  c; 
sehen  Spirale  sejn. 


t 

/ 


Zweiter  ThelL 


Gesetze  des  Gleichgewichts 

iwUchen  Kräften, 

welche  auf  mehrere  mit  einander  verbundene 

feste  Körper  wirken. 


Erstes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  bei  swei   mit   ein- 
ander verbundenen  Körpern. 

§.  188. 

Nachdem  wir  in  dem  Bisherigen  die  Gesetze  des 
QWcbgewiehts  zwischen  Kräften  9  die  auf  einen  und 
dttsslbea  Körper  wirken,  erforscht  falben,  wollen  wir 
ftcgtawirtig  die  Bedingungen  zu  bestimmen  suchen, 
*tbhe  statt  finden  müssen,  wenn  Kräfte,  welche  an 
eben  Systeme  mit  einander  verbundener  Korper  an- 
stacht sind,  sich  das  Gleichgewicht  halten  sollen. 

Zwei  oder  mehrere  Körper  Juanen  wir  aber  über- 
kamt mit  einander  verbunden,  wenn  die  gegenseitige 
fcage  der  Körper  gewissen,  durch  keine  Kraft  verletz- 
,  Bedingungen  unterworfen  ist,   so  dass,   wenn 

Lage  chms  oder  etlicher  Körper  gegeben  ist,  die 
(49s  der  übrigen  mehr  oder  weniger,  oder  *uoh  ganz, 
kotiaunt  ist.  Hierdurch  geschieht  es ,  dass,  wenn  von 
Systeme  mit  einander  Verbundener  Körper  der 

betragt  wird,  einer  oder  mehrere  der  übrigen  Kör- 
pur, mm  nicht  alle ,  gleichfalls  ihre  Lage  zu  verändern 
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■  * 

genöthigt  sind,  dass  folglich  die  Kraft,  welche  diel 
wegung  des  einen  Körpers  hervorbringt,  auch  auf  i 
übrigen  Körper  Einfloss  übt,  und  dass  daher,  we 
ein  solches  System  im  Gleichgewichte  «eyn  soll,  bei, 
den!  einzelnen  Körper  des  Systems  die  unmittelbar  I 
ihn  wirkenden  Kräfte  mit  ticn  Einflüssen,  welohe 
von  den  an  den  übrigen  Körpern  angebrachten  Kr 
tpn  erfährt,  das  Gleichgewicht  halten  müssen. 

Die  Ermittelang  diese**  Einflüsse  ist  demnach  < 
Hauptaufgabe  des  nun  folgenden  zweiten  Theils  i 
Statik,  indem  mit  Berücksichtigung  derselben  jede  A 
gäbe  über  das  Gleichgewicht  eines  Systeme  verbuni 
ner  Körper  auf  das  im  ersten  Theile  behandelte  Gle» 
gewicht  isolirter  Körper  reducirt  werden  kann. 

f.  189. 

Die  Bedingungen,  denen  man  die  gegenseitige  La 
der  Körper  unterworfen  annehmen  kann,  sind  entwet 
ganz  willkübrliche,  oder  solche,  welche  in  der  NaJ 
der  Körper  selbst  ihren  Grund  haben.  Eine  willktil 
liehe  Bedingung  wäre  z.  B.  die,  dass  von  drei  K 
pern,  wie  sie  auch  ihre  gegenseitige  Lage  ändern,  i 
Inhalt  des  Dreiecks,  welches  ihre  Schwerpunkte  bildi 
von  gleicher  Grösse  bleiben  soll.  Wenn  nun  auoh  seil 
für  dergleichen  nur  in  der  Idee  existirende,  aber  nk 
wohl  physisch  darstellbare  Systeme  die  Gesetze  i 
Gleichgewichts  sich  entwickeln  lassen,  so  könnten  die 
Entwicklungen  dooh  nur  in  rein  mathematischer  H 
sieht'  von  Interesse  seyn,  sonst  aber  nicht,  wenigst« 
nicht  unmittelbar,  einen  reellen  Nutzen  gewähren*  ¥ 
woiien  daher  gegenwärtig  nur  diejenigen  Verbindung 
der  Körper  berücksichtigen,  welohe  in  den  allgemein 
physischen  Eigenschaften  derselben  begründet  sind» 


Gleichgewicht  bei  zwei  verbundenen  Körpern«  5 

Von  diesen  Eigenschaften,   deren  man  insgemein 
sa  rechnen  pflegt:  Ausdehntrog,  Theilbarkeit,  Träg- 
ud  Undnrehdringlichkeit ,  kann  nun  offenbar  nur 
Ca  letztere  zugleich  Ursache  seyn,    dass  die  anf  den 
«aen  von  zwei  Körpern  wirkenden  Kräfte  gleichzeitig 
aaf  den  andern  ihre  Wirkung  äussern,  und  dieses  auch 
Nr  in  dem  Falle,  wenn  die  Körper  einander  berühren, 
ud  wenn  die  den  einen  von  ihnen  angreifenden  Kräfte 
ihn  in  den  von  dem  andern  eingenommenen  Raum  ein- 
isjringen  nöthigen,  ibn  also  nach  der  Seite  zu  trei- 
bte, wo  ihn  der  andere  berührt,  nicht  nach  einer  an. 
im*  Rtchtnag,,  indem  sonst  die  Berührung  und  damit 
ii  Einwirkung  aufgehoben  würde. 

Vsb  dieser,  der  Natur  gemässen  Bedingung  wollen 
wir  aber  zur  Vereinfachung  und  Erleichterung  unserer 
Usfsrsaohtmgen  insofern  wieder  abweichen,  dass  wir 
(k  Berührung .  der  Körper  als  unauflöslich  betrachten, 
n  iass,  wenn  von  zwei  durch  Berührung  mit  einander 
vwWndenen  Körpern  der  eine  festgehalten  wird,  dem 
isdern  nur  diejenige  Bewegung  gestattet  ist,  bei 
vtkber  er  den  erstem  in  eben  so  vielen  Punkten,  als 
anfänglich,  zu  berühren  fortfährt.  Streitet  nun  diese 
Byntthese,  in  den  meisten  Fällen  wenigstens,  gegen 
ii  Natur  der  Dinge,  und  ist  nichts  vorhanden,  welches 
wsi  sieh  nur  berührende  Körper,  sobald  sie  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  getrieben  werden,  sioh  zu  tren- 
lei  verhinderte,  so  wird  es  doch  iu  jedem  speeiellen 
hie  leicht  seyn,  die  Bedingungen  zu  finden,  die  we- 
gen der  möglichen  Trennung  der  Körper  zu  den  übri- 
gen Bedingungen  des  Gleichgewichts  noch  hinzugefügt 
seiden  müssen. 

Aach  giebt  es  in  der  That  Systeme  in  der  Natur, 
die  mit  unserer  Hypothese  mehr  oder  weniger  in  lieber 
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einstimmnng  sind«  Ganz  besondcis  ist  dieses  mit  efo 
biegrtmen  Fadca  der  PaiL  Denn  eben  soleben  ki 
man  sieh  üb  ein  tyitei*  **e*dKob  vieler  uneadl 
kkfaev  Bflrpev  vorafaibny  wo  detien  jeder  adt  v 
andenl  drircb  «äiertreanfeare  Berührung  rerb— de*  I 
Ad  mas  erlangt  dadurch  de»  VottheU,  da»  äbfehj 
wiehf  an  einem  biegsaaien  Faden  nach  deniSeHw»  PA 
pbfc ,  ab  wie  das  Gleichgewicht  Jedes  andern  SysM 
sieh  berührender  Körper,  untersuchen  sa  können« 

Diese  dnreb  keine  Kräfte  auflöptiohe  Berlhn 
ist  also  die  Art  nad  Weise,  anf  weich*  wir  ün  H 
per  mit  einander  verbunden  annehmen  wellen*  «ad.  • 
durch  es  geschehen  seil,  dass  die  as  dem  obmaB 
pei  angebrachten  Kräfte  änf  die  andern  Körper  1 
Bus»  haben«  Das  Beiwort:  unauflöslich,  wir«  jededh 
Kurse  willen  m  dem  Folgenden  weggelaseeai  mj 
da  wir  uns  jede  Berührung,  dafern  nicht  den  Cbfe 
theil  erinnert  wird*  ab  eine  solche  su]  denken 


Grundsätze.  I-  Findet  zwischen  Kraft* 
welche  auf  mehrere  mit  einander  verbündt 
Körper  wirken,  Gleichgewicht  statt,  so  da* 
dasselbe  nooh  fort,  wenn  die  gegenseitige  Li 
einiger  oder  aller  dieser  Körper  unverind 
lieh  gemacht  wird* 

Unter  den  Bedingungen,  welche  cum  Qbbl 
wichte  mit  einander  verbundener  Körper  Mtbig  si 
müssen  folglich  alle  diejenigen  enthalten  sejn,  wel 
erfordert  werden,  weün  die  gegenseitige  Lage  cbi 
oder  aller  dieser  Körper  unveränderlich  angenomn 
wird.  Insbesondere  müssen  daher  die  sechs  Bedingns 


Gmmgcwiost  bei  swsi  Ttriiss rttasn  Korpen« 


ftr  das  Gleichgewicht  swisohe»  Kräften, 
»Mol»  «i  einem  ejasigea  frei  bewegliehen  Körper  aa- 
jdteeefat  sind  (§.  ifc),  auch  Mm  Gleichgewichte  iwi- 
Kräften  statt  finden,  welche  aaf  nittoere  Mit 
vorhandene  an  «oh  frei  bewegliehe  KArpc* 


IL  Das  Gleiohgewioht  bei  mehrern  mit 
einander  verbundenen  Körpern  wird  nioht  auf- 
gehoben, wenn  einer  oder  etliche  derselben 
inbnw  »glich  gern  aoh  t  w  ei  de  n. 

Um  Bediagasgen,  weiche  warn  Gleichgewichte  ei- 
TMI  aae  nahowegüchfri  Körpern  bestehenden 
nötfcig  ««d,  nässen  daher  aneh  dann  in  Es- 
gfths*,  wenn  msa  die  nnbewegliebea  beweglich 


BL  Sind  res  mehrern  mit  einander  ver- 
tan denen  Körpern  einer  oder  et  liehe  unbe- 
weglich, nnd  herrseht  zwischen  Kräfte»,  wel- 
che mmi  die  bewegliehen  wirken,  Gleichge- 
wicht, seist  es  immer  möglich,  an  den  nahe  weg- 
liehen  Kräite  nnsubringen,  dergestalt,  dues, 
wenn  die  nnbewegiiohen  gleichfalls  beweglich 
mageaemmen  werden,  das  Gleichgewicht  nieht 
mnterbrochen  wird. 

Die  Bedingnngen  für  das  Gleichgewicht  eines  Sy- 
\$  im  welchem  bewegliche  Körper  mit  unbewegli- 
verbunden  sind ,  müssen  daher  sc  beeohaffen  aeyn, 
i,  wenn  man  die  nnbewegiiohen  beweglieh  werden 
möglieh  ist*  an  den  unbeweglichen  Kräfte  an» 
welche  mit  den  Kräften  an  den  beweglichen 
Gleichgewicht  halten. 

Hoch  ist  an  bemerken,  dass  die  in  §.  4.  in  Rostig 
einigen  Körper  aufgestellten  Grundeätse  III. 
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und  IV.  auch  auf  jedes  System  voA  Körpern  Aum 
düng  leiden,  und  dass  der  Grondsats  VIII.  in  §.  : 
auoh  dann  noch  gilt,  wenn  die  zwei  Punkte,  auf  weh 
Kräfte  wirken ,  zwei  verschiedenen  Körpern  angehört 
die  dergestalt  mit  einander  verbunden  sind,  dase  i 
gegenseitige  Entfernung  der  zwei  Punkte  unveriai 
lieh  ist 

f  101. 

Mit  Hälfe  dieser  Grundsätze  wellen  wir  nun  zu* 
derst  das  Gleichgewicht  an  einem  Systeme  ven  i 
zwei  sieh  berührenden  frei  beweglichen  Körpern  in  I 
tersuohung  ziehen.  Der  eine  von  ihnen  scy,  mn  v 
dem  einfachsten  Falle  auszugehen,  unendlich  klein  ed 
ein  physischer  Punkt  A\  den  andern ,  in  dessen  Oh 
fläche  dieser  Punkt  naoh  allen  Richtungen  bewegfi 
ist,  wollen  wir  uns  Anfangs  kugelförmig  denken.  W 
ken  nun  auf  A  und  der  Kugel  Mittelpunkt  C  si 
Kräfte  P  und  A,  und  sind  diese  einander  gleich,  ■ 
ihre  Richtungen  einander  direot  entgegengesetzt,  al 
normal  auf  der  Oberfläohe,  so  halten  sie  sieh  4 
Gleichgewicht,  weil  die  gegenseitige  Entfernung  ib 
Angriffspunkte  A  und  C  unveränderlich  ist  ($•  14k  VI 
u.  vor.  §.)• 

Da  jede  Kraft,  ihrer  Wirkung  unbeschadet,  a 
jeden  Punkt  ihrer  Richtung,  der  mit  ihrem  anfänglich 
Angriffspunkte  fest  verbunden  ist,  verlegt  werden  kai 
so  wird  das  Gleichgewicht  noch  fortbestehen,  ws 
wir  die  auf  C  wirkende  Kraft  A-  in  einem  beliebig 
andern  Punkte  des  durch  A  zu  legenden  Kugeldur« 
messers  anbringen.  Auch  können  wir  statt  derselb 
zwei  oder  mehrere  andere,  auf  beliebige  Punkte  d 
Kugel  wirkende  Kräfte  setzen,  wenn  nur  von  letzte 
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Kriften  die  entere  die  Resultante  ist.  Endlieh  werden 
tv,  ohne  das  Gleichgewicht  aufzuheben,  dem  mit  ei- 
ner KugeUäohe  begränzten  Körper  jede  beliebige  an- 
dere Form  geben  können  ,  wenn  mar  dae  Fl&ohenele» 
ssswt,  in  welchem  sich  der  bewegliche  Punkt  A  befin- 
det, seine  Lage,  in  welcher  es  von  der  auf  A  wirken- 
den Kraft  P  normal  getroffen  wird,  beibehält;  denn 
aar  von  der  Lage  dieses  Elements  der  Fläche,  und 
keines  andern,  kann  das  in  Rede  stehende  Gleichge- 
wicht abhängig  seyn. 

Zwischen  mehrern  an  einem  frei  beweglichen  Kör- 
per angebrachten  Kräften  und  einer  Kraft,  welche  auf 
einen  in  der  Oberfläche  des  Körpers  beweglichen  Punkt 
A  wirkt,  herrscht  demnach  Gleichgewicht,  wenn  er- 
srtere  Kräfte  eine  der  letztern  gleiobe  und  direct  ent- 
gegengesetzte Resultante  haben,  und  wenn  die  Rich- 
tung der  auf  A  wirkenden  Kraft,  folglich  auoh  die 
Resultante  der  übrigen,  die  Oberfläche  in  A  normal 
towL 

Diese  swei  Bedingungen  sind  aber  zum  Gleichge- 
machte nicht  allein  hinreichend,  sondern  auch  nothwen- 
ciig.    Denn  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewichte,  so  wird 
auoh  noch  bestehen,  wenn  man  den  Punkt  in 
Fliehe  unbeweglich  und  somit  als  einen  mit  den  An- 
fjrifspunkten  der  übrigen  Kräfte  in  fester  Verbindung 
stehenden  Punkt  nimmt  (vor.  $.  I.)«     Alsdann  aber 
sms,  wie  bei  einem  einzigen  festen  Körper,  die  auf 
den  Punkt  wirkende  Kraft  den  übrigen  das  Gleichge- 
wicht halten  und  folglich,  in  entgegengesetzter  Rieh- 
tssg,  genommen ,  die  Resultante  der  übrigen  seyn. 

Um  die  Nothwendigkeit  der  zweiten  Bedingung  zu 
beweisen,  setze  man,  die  Linie,  in  welche  die  Rich- 
tssgen  der  Kraft  P  am  Punkte  A  und  der  Resultante  R 
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de*  übrige*  fallen,  eoy  nicht  auf  der  Fläohe  normal 
sondern  beliebig  gtge»  disnelbe  gezeigt  Dt»  Pub 
dieser  Linie,  in  welchem  sie  die  Fläche  lebwUit,  A 
de»  Punkt  der  Fläche,  über  welchen»  rieb  A  befind* 
nehme  man  zum  Angriffspunkte  von  U,  und  zerleg 
hierauf  K  nach  einer  auf  4er  Fläche  normal«  im 
emcr  die  Fläche  berührende*  Richtung  Je  die  Kraft 
Rx  und  JI*.  Necb  denselben  Richtungen  zerleg»  du 
«neb  F\n  Pt  wxi  P2.  Wie  leiobt  ersichtfioh,  erbil 
man  hierdurch  zwei  Paare  einander  gleiqbev  and  lüfoo 
entgegengesetzter  Kräfte  Pt  und  R%>  /%  und  Mf.  V« 
diesen  sind  mm  Pt  nnd  Rt  normal  auf  der  Flieht 
ml  daher  in  Gleichgewichte.  Seilte»  mithin  P  u» 
Ä  «ieb  das  Gleichgewicht  halten,  so  müssten  es  anel 
Pt  und  A2.  Dieses  ist  aber  niebt  möglich,  da  der  4 
der  Fläche  bewegliche  Punkt  A  und  der  Punkt  de 
Fläche  selbst,  aber  welche»  entere*  liegt,  den  tan 
gentieUen  entgegengesetzten  Richtungen,  nach 
sie  von  P%  nnd  H%  getrieben  werden, 
feigen 7  durch  niobts  gebindert  werden;  folglieh  u-s.e 
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Zusätze,  a.  Wenn  zwischen  den  Kräften,  wfclobi 
auf  den  frei  beweglichen  Körper  und  den  in  seina 
Oberfläche  beweglichen  Funkt  wirken,  Gleichgewicb 
herrscht,  so  wird  dieses  nicht  unterbrochen,  wenn  vi 
den  Körper  unbeweglich  werden  lassen.  Alsdann  ab« 
sind  die  an  ihm  angebrachten  Kräfte  Yen  keiner  Wia 
kong  mehr ,  und  wir  erkennen  daraas,  dass,  wenn  aal 
einen  in  einer  unbeweglichen  Fläohe  beweglichen  Pnnfa 
eine  die  Fläche  normal  treffende  Kraft  wirkt,  keim 
Bewegung  erfolgen  kann.  Und  umgekehrt:  Bleibt  eh 
auf  einer  unbeweglichen  Fläohe  beweglicher  und  dn 
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WMung  eher  Kraft  ausgesetzter  Punkt  in  Rahe,  sw 
tot  die  Richtung  der  Kraft  anf  der  Fläche  Dermal. 
hmn  lliet  maa  die  Fläche  bewegfieb  werde*,  sc  kann 
■aa  da»  dadurch  verlöre«  gebende  Gleichgewicht  durch 
toHle,  Welche  »an  aa  der  Fliehe  anbringt,  wieder 
kentaDea.  (§.198.  HI.).  Dieses  neue  Gleichgewicht  ist 
sber  aaeh  von  $.  aar  dann  w5gicb,  wenn  die  auf  den 
habt  wUende  Kraft  die  Fliehe  normal  trifft. 

*-  WM  umgekehrt,  statt  des  Körpers,  der  Poakt 
*bn*l%Mufa  gesetzt,  and  somit  die  Beweglichkeit  des 
Körpers  dergestelt  beschränkt ,  dass  seine  Oberfläche 
elMBS  aabeweglieben  Punkte  A  sif  begegnen  genötbigt 
ist  *  ee  ergiebt  jueb  aif  gans  ähnliche  Weise,  wie  im 
▼engen  Falle,  die  tarn  Gleichgewichte  der  anf  dea 
wlAeaden  Kräfte  hinreichende  und  aefhweadige 
,  dass  die  Kräfte  eine  dureb  den  Paakt  A 
gwhcade  und  die  Oberliehe  daselbst  normal  treffende 
snOMNaMa  haben* 

*4  Bind  In  der  Oberfläche  eines  bewegliehen  Kör* 
ptn  twei  oder  mehrere  bewegliobe  Punkte  A9  B,..^ 
med  wirken  anf  jeden  der  Punkte  eine  Kraft,  PwatA, 
4  tnf  B)  etc.  and  anf  den  Körper  mehrere  Kräfte, 
«der  mir  eine,  öder  anch  gar  keine  Kraft,  ke  wird 
Gleichgewichte  erfordert,  dass  simmtliehe  Kräfte 
eben  so,  eis  wären  ihre  Angriffspunkte  fest  mit 
verbunden,  das  Gleichgewicht  halten,  und 
die  Richtungen  der  auf  die  beweglichen  Punkte 
wttdbdet!  Kräfte  die  Oberfläche  normal  treffen. 

Dia  Notwendigkeit  der  ersten  Bedingung  leuchtet 
•sgteteh  ein,  wenn  man  die  Paukte  A>  B,.,.  arit  der 
Oberflehe  sieh  fest  vereinigen  läset;  die  Notwendig- 
keit der  »weiten  erhellet  ans  o.,  wenn  man  die  Punkte 
ia  der  Oberfläche  beweglich,  den  Körper  selbst  aber 
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unbeweglich  annimmt  (§.  190.  II.).  Die  zwei  Bedin« 
gongen  sind  aber  auch  die  einzigen ,  ,  welche  warn 
Gleichgewichte  erfordert  werden.  Denn  sind  die  aal 
den  Körper  wirkenden  Kräfte  mit  den  Kräften  />, 
Q...  an  den  beweglichen  Punkten  eben  so  im  Gletob 
gewichte,  als  wenn  die  Punkte,  an  der  Oberfläche  feil 
wären,  so  müssen  sich  für  erstere  Kräfte  den  loteten 
gleiche,,  direot  entgegengesetzte  und  auf  Punkte  da 
Körpers  selbst  wirkende  Kräfte  —  /%— -*.  #,...  sab 
stituiren  lassen.  Da  nun  der  zweiten  Bedingung  in- 
folge P9  0,  •••  auf  der  Oberfiäobe  normal  sind,  m 
herrscht  nach  §•  191.  zwischen  P  und  —P  besonders, 
zwischen  Q  und  — Q  besonders  etc.,  mithin  zwischen 
sämmtlichen  Kräften  Gleichgewicht. 

d.  Werden  die  Punkte  Ay  /?,..•  unbeweglich  a» 
genommen,  wird  aber  der  Körper  beweglich  gelassen 
und  nrithiib  der  Bedingung  unterworfen ,  dass  seine  Flip 
che  zwei  oder  mehreren  unbeweglichen  Punkten  begeg^ 
net,  so  ist  die  einzige  zum  Gleichgewichte  der  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte  nöthige  Bedingung,  dass  es 
möglich  stojn  muss,  diese  Kräfte  in  andere  zu  verwan- 
deln, deren  Richtungen  die  unbeweglichen  Punkte  tref- 
fen und  daselbst  auf  der  Oberfläche  normal  sind» 

Diese  Bedingung  ist  hinreichend,  weil  nach  &  keins 
der  duroh  die  Verwandlung  erhaltenen  normalen  Krifts 
Bewegung  hervorbringen  kann.  Sie  ist  aber  aneh  nf- 
thig,  weil,  wenn  man  die  Punkte  wieder  beweglich  wer 
den  lässt,  die  Kräfte,  welche  nach  §•  190.  I1L  zur  Er- 
haltung des  Gleichgewichts  an  den  Punkten  angebracht 
werden  können,  nach  c.  auf  der  Fläche  normal  seyi 
und,  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen,  mit 
den  Kräften  am  Körper  gleiche  Wirkung  haben  müs- 
sen. 
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#.  lit  die  Oberfläche  des  Körpers  an  einem  oder 
aehrern  unbeweglichen  Punkten  verschiebbar,  und  sind 
■  derselben  Fläche  ein  oder  mehrere  bewegliche  Punkte, 
•e  ist>s  com  Gleichgewichte  zwischen  Kräften,  welche 
ta  diesen  beweglichen  Punkten  und  an  Punkten  des* 
Körpers  selbst  angebracht  sind,  nöthig  und  hinreichend, 
4ass  die  Kräfte  an  den  bewegliehen  Punkten  die  Fläche 
formal  treffen,  und  dass  diese  Kräfte  in  Verbindung 
nh  den  auf  den  Korr  unmittelbar  wirkenden  Kräften 
ach  in  andere  verv^ndeln  lassen,  welohe  die  Fläche 
is  den  unbeweglichen  Punkten  normal  treffen; 

Den  Beweis  hiervon  übergehe  ich,  da  er  denen 
Ar  die  vorigen  Fälle  c.  und  d.  ganz  ähnlich  ist  loh 
.km  aber  nicht  umhin,  auf  geometrische  Folgerungen 
«gtaer  Art  aufmerksam  zu  machen,  die  sich  aus  die- 
mn  Setze  ziehen  lassen. 

-  Sej  die  Oberfläche-  eines  beweglichen  Körpers 
4mh  einen  unbeweglichen  Punkt  A  zu  gehen  genö- 
tigt, and  in  'ihr  ein  beweglicher  Punkt  B9  auf  wel- 
•W  *-e  Kraft  nach  parallel  bleibender  Richtung 
wirke;  ■!•.  Körper  selbst  aber  sey  keine  Kraft  ange» 
fctchh  Nach  letzterem  Satze  wird  nun  beim  Gleioh- 
gtwiehte  der  Körper  und  der  in  seiner  Fläche  beweg- 
Bobe  Paukt  B  eine  solche  Lage  einnehmen,  dass  die 
Richtung  der  Kraft  auch  durch  A  geht  und  in  A  so- 
vshl,  als  in  B,  die  Fläohe  normal  trifft.  In  eine  sol- 
che Lage  aber  werden  der  Körper  und  der  Punkt  B 
gewiss  kommen,  indem  sonst  die  sich  parallel  bleibende 
Kraft  ein  Perpetuum  mobile  um  den  unbeweglichen 
Plakt  A  erzeugen  würde,  welches  nicht  möglieh  ist 
Oiess  führt  zu  dem  Schlüsse: 

In  einer  jeden  in  sich  zurückkehrenden  stetig  ge- 
krümmten Fläohe  giebt  es  wenigstens  Ein  Paar 
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von  Punkten,  velehes  die  Eigemuotiaft  besitzt, 
dass  eiae  durch  na  gelegte  41er ade  Um  Fliehe  ie 
beiden  Punktee  normal  trifft 
Beim  EtUjieoid  z.  B.  hat  mau  4oei  adloher  Paare  vee 
Punkten.  Die  sie  verbindende*  Liitieu  eind  dim  drei 
Hauptaxen;  ansner  ihnen  gieht  ee  keine  endete  4k 
Flache  des  EUSpsoids  mmmal  reditwinfcjig  achaafides* 
Gerade.  . 

43ebt  die  fläche  «nei  Körpers  dnreh  tmrei  snbe- 
iregfidhe  Pnnkte  A  und  B9  und  wirkt  aaf  eine*  ii 
ihr  beweglichen  Punkt  C  eine  Kraft  nach  einer  w* 
parallel  bleibenden  und  folglich  mit  AB  stets  denul 
ben  Winkel  machenden  ftiehiang,  so  ist  diene  «i*- 
'  tung,  wenn  der  Keeper  in  die  liege  destäeiebgsuishti 
gekommen,  in  C  «nf  seiner  Fläeke  asemwl,  liegt 
den  dnreh  A  und  B  zu  ziehenden  Ofasnalen 
Ebene  nnd  trifft  diese  Normalen  in  «mem  nnd 
ben  Punkte.  Da  nun  der  Körper  m  4ie  jOlsisligesliils 
läge  gewiss  kommen  uftnd,  eo  folgern  irirs 

in  einer  in  sich  zurückfruf enden  stetig  igekrlaNU- 
ten  Fläche  ist  «s  immer  möglieh,   drei  Punk* 
4eigestalt  *u  bestimmen,  dlnss  die  durch  dm  m 
aitbeaden  Normalen  in  einer  Ebene  Hegen  mmi 
«sieh  in  .einem  Pnnkte .  schneiden,  dass  4er  gegen- 
seitige Abstand  aweier  der  drei  Punkte  reu  ge- 
gebener, Ab  grifesto  Sehne  dorFl&ehe  mehtlhm- 
aehreitender,  CbBsee  ist,  nnd  dass  mk  dieser  Ab» 
etnndalmie  dfo  Normale  dureb  den  dritten  Paukt 
einen  gegebenen  Winkel  mnebt 
Dmqsk    Ammhme    noch    mehrerer    nnbearegHehar 
Punkte  lassen  sioh  nooh  einige  andere  Sites  dies* 
Art  laden.    Es  wäre  aber  überflüssig,  dieselben  km 
zusetzen,  4a  sie  Jeder  nach  der  durch  die  aitgethaö- 
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Ha  gegebenen  Anleitung  leicht  selbst  wird  entwickeln 
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Du  im  vor.  $.  in  tt.  und  e.  hetrachtete  tileichge- 
wiotit  eines  Körpers,  ilcssco  Fläche  durch  mHvere  *n- 
bewe.oTiehe  Funkle  zn  gehen  genöthtgt  hfl,  macht  noch 
eine  Besondere  Erörterung  tiöthig.  Die  Bedingung  die- 
ses Gleichgewichts  nur,  dnss  für  die  um  Körper  ange- 
brachten Kräfte,  —  zu  denen  in  e.  noch  die  zurechnen 
M,  welche  an  den  in  der  Oberfläche  beweglichen 
Punkten  wirken,  —  das»  für  alle  diese  Kräfte  eiu  Sy- 
stem gleich wirkender  Kräfte  substituirt  werden  konnte, 
deren  Kieh  rangen  die  Oberfläche  normal  in  den  »nbe- 
■efthcLcB  Punkten  trafen.  Sollen  aber  zwei  an  einem 
Körner  angebrachte  Systeme  von  gleicher  Wirkung 
•er»,  »o  müssen  zwischen  den  die  Intensitäten  and 
■Üefctnngen  der  Kräfte  bestimmenden  Grössen  seebs 
ClaionnBgBB  erfüllt  seyn  ( $.  66.  Zus.).  Soll  folglich 
•st  gegebenes  System  in  ein  anderes  verwandelt  wer- 
Ijb,  Ton  dessen  Kräften,  deren  Anzahl  =*»  sey,  die 
Rioktungeu  gegeben  sind,  so  ist  dieses  im  AUgemei- 
nsn ,  wenn  n  >■  5,  immer  möglich.  Denn  ist  «=6,  m 
Inwea  sich  die  6  unbekannten  Intensitäten  aus  jenen  s) 
Oleiohnngen  finden;  ist  aber  n>6,  s«  kann  «nan  von 
n — t  Kräften  die  Intensitäten  willkübrtioh  annehmen 
und  damit  die  6  übrigen  bestimmen.  Wenn  dagegen 
"<*,  «o  (tonnen  die  »  Intensitäten  aus  den  6  Glei- 
chungen elrminirt  werden,  und  «s  hlenWi  dann  6~w 
Bttdmgnngogleiobungen  zurück,  welche  erfüllt  seyn  müs- 
sen, nenn  die  Kednetion  des  gegebenen  Systems  mög- 
lich seyn  soll. 

Int   demnach    die  Fläche  eines   Körpers  dnreh 


■ 
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unbewegliche  Punkte  zu  geben  genöthigt,  eo.  ktii 
für  »>5  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in 
in  n  andere  die  Fläche  in  den  n  Punkten  normal 
fende  Kräfte  verwandelt  werden,  deren  Intensität« 
n=6  bestimmte  Werthe  erhalten,  für  »>6  aber 
Theil  unbestimmt  bleiben.    Es  herrscht  folglioh 
immer  Gleichgewicht,  welches  auch  die  auf  den.  I 
per  wirkenden  Kräfte  seyn  mögen;   oder  mit  am 
Worten: 

Em  Körper,  dessen  Oberfläche  durch  sechs  4 
mehrere  unbewegliche  Punkte  xu  gehen  genöthigt 
ist  ebenfalls  unbeweglich. 

Ist  die  Zahl  n  der  unbeweglichen  Punkte, 
mithin  der  normalen  Kräfte,  kleiner  als  6,  so  mfii 
6  —  n  Bedingungen  zwischen  den  Richtungen  d» 
Kräfte  und  den  Richtungen  und  Intensitäten  der 
Körper  angebrachten  Kräfte  erfüllt  werden,  wenn  ] 
tere  Kräfte  auf  entere  sollen  reducirt  werden  körn 
In  diesem  Falle  findet  also  nicht  immer  Gleichgew 
statt,  d.  h«: 

Die  Beweglichkeit  eines  Körpers  ist  nie  vi 
aufgehoben,  wenn  seine  Oberfläche  durch  tpsmj 
als  sechs  unbewegliche  Punkte  xu  gehen  genitl 
ist. 

.  Werden  die  6 — n  Bedingungen  erfüllt,  und  hetn 
mithin  Gleichgewicht,  so  erhalten  die  normalen  Kri 
bestimmte  Werthe« 

Diese  allgemeinen  Sätze  sind  indessen  mehre 
Ausnahmen  unterworfen.  Denn  zuerst  kann  in  ge1 
sen  Fällen  auch  bei  6  und  noch  mehreren  uabewe 
eben  Punkten  Beweglichkeit  statt  finden.  Ist  die  Flft 
eine  Ebene,  oder  die  Fläche  einer  Kugel,  oder  all 
meiner  eine  Revolutionsfläche,  oder  ist  sie  eine  Sehr 
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piniUclia,  so  kann  die  Anzahl  der  unbeweglichen  Punkte 
Jede  beliebige  seyn,  ohne  daes  die  Beweglichkeit  der 
Fliehe  aufgehoben  wird;  denn  jede  dieser  Flächen  ist 
■i  sieh  selbst  verschiebbar.  Analytisch  giebt  sich  diese 
Beweglichkeit  dadurqh  zu  erkennen ,  dass  die  in  belie- 
biger Zahl  genommenen  normalen  Kräfte  ans  den  tot« 
gedachten  sechs  Gleichungen  sich  sämmtlich  elimi- 
lassen ,  und  dadurch  von  diesen  Kräften  unabhän- 
gige Gleichungen  hervorgehen,  welche  die  Bedingungen 
dee  Gleichgewichts  zwischen  den  ursprunglich  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräften  angeben. 

Sodann  kann  es  geschehen,  dass  auch  bei  6  oder  we- 
niger unbeweglichen  Punkten  einige  oder  alle  der  auf 
sie  gerichteten  normalen  Kräfte  ihren  Intensitäten  nach 

bleiben.    Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn 
6,  5,  4,..  normalen  Richtungen  einige  oder 
sie  eine  solche  Lage  haben,  dass  sich  Kräfte  ange- 
ben lassen,  welche,  nach  ihnen  wirkend,  im  Gleichge- 
wichte  sind»     Denn    liegen  z.  B.    bei    drei   Punkten 
Um  zugehörigen  Normalen  <*,/?,    /in    einer   Ebene 
and  sehneiden  sich  in  einem  Punkte,    und   hat  man 
Co  gegebenen  Kräfte  auf  drei   naoh  a,  /?,  /,   wir- 
kende P9  Q9  R  reduoiren  können,  so  sind  mit  ihnen 
tie  gleichfalls  nach  i»,  ß>  y  geriohteten  P  +  Ss\nß*<y, 
Q  +  S mnyAa,  Ä  +  Äsin  aAß  gleichwirkend,  welohes 
taoh  die  Intensität  von  S  seyn  mag,  indem  die  drei 
wk  8  proportionalen  Kräfte  sich  besonders  das  Gleich- 
gewicht halten. 


$.    194. 
Auf  die  vorhergehenden  Betrachtungen  aber  das 
Qrichgewioht  an  einem  Körper  und  mehrern  mit  ihm 
virbundenen ,  theils  beweglichen,  theils  unbeweglichen 

n.  2 
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Punkten  lassen  eich  die  nin  folgenden  Untersuchungen, 
welche  dae  Gleichgewicht  an  iwei  oder  mehrera  seit 
einander  verbundenen  Körpern  lum  Gegenstände  hev 
beo,  immer  suriekfiihren.  Denn  am  dien  gleich  an 
dem  einfachsten  Falle  zu  zeigen,  wenn  dae  System 
mir  aas  zwei  sieh  mit  ihren  Flächen  in  einem  Pnfckte 
berührenden  frei  beweglichen  Körpern  a  und  */  be> 
steht ,  so  kann  diese  Fläohenberührung  offenbar  auch 
dadurch,  ausgedrückt  werden ,  dass  es  einen  Punkt  A 
geben  soll,  weloher  in  den  Flächen  beider  Körper  so- 
gleich beweglich  ist,  einen  Punkt  also,  der,  wenn  wir 
uns  ihn  als  ein  nach  allen  Dimensionen  unendlich  kiek 
nes  Körperehen  denken,  die  Körper  u  and  «/  an  der 
Stelle,  an  weloher  sie  ohne  ihn  zusammentreffen  wur- 
den >  um  ein  unendlich  Geringes  von  einander  getrennt 
erhält 

Seyen  nun  die  auf  die  zwei  Körper   wirkendes 
Kräfte  im  Gleichgewicht,   und  lassen  wir   zuerst  de* 
Zwisehenpunkt  A,  wie  wir  ihn  nennen  können,  ss> 
beweglioh  hn  Räume  werden.  Da  hierdurch  das  Gleich* 
gewicht  nicht  aufgehoben  wird,  und  da  die  Körper  niest 
unmittelbar  an  einander,  sondern  an  den  unbewegliche! 
Punkt  A  stossen  und  daher  ausser  aller  Verbindung  na 
einander  sind,   so  müssen  ($.  192.  b.)  die  auf  a  wir 
kenden  Kräfte  sowohl,  als  die  an  ä  angebrachtes,  eist 
in  die  gemeinschaftliche  Normale  der  Flächen  beider 
Körper  fallende  Resultante  haben.     Beide  Resultante! 
aber  müssen  überdies  einander    gleich  und  entgegen- 
gesetzt seyn,  damit,   wenn  A  wieder  beweglioh  wirf, 
statt  dessen  aber  die  gegenseitige  Lage  der  Körper 
unveränderlich  angenommen  wird,  die  an  ihnen,  als  ss 
einem    einzigen  festen   Körper,    angebrachten  Krift* 
sieh  das  Gleichgewicht  halten« 
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Diese  Bedingungen  sind  aber  nicht  allein  notbweo- 
dig,  ■oiidem  auch  hinreichend.  Denn  haben  die  auf  a 
»irkenden  Kräfte  eine  in  die  Normale  bei  A  fallende 
Resultante  /*  die  auf  «'  wirkenden  eine  der  P  gleiche 
und  direot  entgegengesetzte  Resnllante  l*'y  und  bringt 
man  hieran!'  am  Zuischenpunkte  A  selbst  zwei  diesen 
Resultanten  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  —  /* 
und  — /"an,  so  halten  diese  letztern  einander  das 
Gleichgewicht  und  können  daher  den  Zustand  des  Sy- 
stems nicht  ändern.  Du  «her  jetzt  nach  $.  191.  /'  und 
—  /'  für  sich  und  eben  so  !*'  und  —  7"  besonders  im 
Gleichgewichte  sind,  so  ist  auch  daa  ganze  System  im 
Gleichgewichte. 

§.  195. 
Zwei  einander  gleiche  und  entgegengesetzte  K rufte, 
«eiche  an  zwei  sich  berührenden  kürjicni,  die  eine  an 
den  einen,  die  andere  an  dem  andern  Körper,  im  Be- 
rülirungspuuktc  angebracht  siud,  und  deren  Kicbtungen 
in  die  gemeinschaftliche  Normale  daselbst  fallen,  wol- 
len wir  Gegenkräfte  nennen.  Zwei  solcher  Kräfte 
ballen  daher  einander  stets  das  Gleichgewicht,  und  wir 
l  innen   mit   ihnen   die  vorhin    erhaltenen    Bedingungen 

Ifar  das  Gleichgewicht  zweier  sieh  in  einem  Punkte  be~ 
rohr enden  Körner  auch  folgendergestalt  ausdrucken : 
K*  miiss  möglich  scyu,  im  Berührungspunkte  zwei 
\      tiegenkraffe  von   solober   lntcnsitiit  anzubringen,   dass 
i      so  jedem  Körper  besouders  zwischen  den   ursprünglich 
anf  ihn  wirkenden  Krüften  und  der  hin  zage  fügten  Ge- 
rt    gMtrmft  Gleichgewicht  statt  findet. 

i.  196. 
Auf  ganz   ähnliche   Art   laust  sieb  auch  der  ollge- 
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meinere  Fall  behandeln,  wenn  zwei  Körper  a  and  •/ 
.  sieh  in  zwei  oder  mehrern  Punkten  A,  By  C,...  be- 
rühren, nnd  wenn  zwischen  den  auf  sie  wirkenden  Kräf» 
ten  Gleichgewicht  statt  finden  soll.  —  Man  setze  zu- 
erst bei  jeder  Berührung  einen  Zwisobenpunkt  hinzu 
und  lasse  diese  Punkte  im  Räume  unbeweglich  werden. 
War  nun  anfangs  Gleichgewicht  vorhanden,  so  kann 
dieses  bferduroh  nicht  verloren  gehen;  vielmehr  moss 
jetzt  an  jedem  der  beiden  Körper  einzeln'Gleiohgewicht 
herrschen«  Mithin  ($.  192.  d.)  müssen  die  auf  m  wir- 
kenden Kräfte  in  andere  /*,  g,  J2,...  und  die  Auf  e* 
wirkenden  in  andere  J*,  tQ\  JR?y...  verwandelt  werden 
können,  deren  Richtungen  in  die  Normalen  a,  ß9  y,v. 
der  Berührungspunkte  A,  B,  C,...  fallen;  P und  P* in 
die  Normale  o;  Q  und  Q'  in  -die  Normale  ß\  u.  s,  w. 
Es  müssen  ferner,  wenn  wir  die  (Jnbewegliohkeit  der 
Zwisohenpunkte  wieder  aufheben,  dagegen  aber  die 
gegenseitige  Lage  von  a  und  ar  unveränderlich  anneh- 
men, die  ursprünglichen  Kräfte,  also  auch  diejenigen, 
aufweiche  sie  reducirt  worden,  d.  L  die  nach  «,&?,••• 
gerichteten  Kräfte  P+P>  Q  +  &,  &  +  #>  ete.,*k 
auf  einen  einzigen'  beweglichen  Körper  wirkend,  in 
Gleichgewichte  mit  einander  seyn. 

Bei  Verwandlung  der  auf  a  ursprünglich  wirkende! 
Kräfte  in  andere  /*,  Q,  A,...  nach  den  Richtung« 
<*>  A  ?>•••>  erhalten  nun  P,  #,  /{,...  entweder  nurasf 
eine  Art  bestimmbare  Werthe,  oder  nicht.  Ist  Erste» 
res  der  Fall,  so  sind  P+P,  =  0,  #  +  #  =  0,  ete, 
d.  h.  je  zwei  nach  derselben  formale  a,  oder  ß  ets» 
wirkende  Kräfte  sind  für  sich  im  Gleichgewichte,  inden 
sonst,  weil  P,  Q9 ...  P*,  (&>..*  zusammen  im  Gleich- 
gewichte, also  P,  #,...  mit  —  /*  —  #,...  gleiofawir- 
kend  seyn  sollen,  es  gegen  die  Anqahme  auf  zweierlei 
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Weise  möglich  wäre,  die)  ursprünglichen  Kräfte  an  a 
m  andere  nach  einerlei  Richtungen  a,  /?,  y,...  xu  ver- 
wandeln, nämlich  das  einemal  in  die  Kräfte  P>  Qy .  • .  and 
das  aadereipal  in  die  davon  verschiedenen  Kräfte  —  /*, 
— «2^....  Können  dagegen  eine  oder  etliche,  z.  B. 
zwei,  von  den  Kräften  P,  d,...,  folglieh  auch  eben 
so  viele  der  mit  ihnen  nach  denselben  Richtungen  gleich- 
wirkenden — /",  — 0%«..  nach  Willkühr  bestimmt  wer- 
des,  und  nimmt  man  hierauf  P9  Q  naoh  Belieben  und 
seist  —Pß=PJ  —  #  =  «,  also  P  +  /"  =  0,  «-J-C- 
=  0,  so  müssen  aus  demselben  Pfründe,  wie  vorbin, 
wo  alle  Kräfte  bestimmte  Werthe  hatten,  auch  — R 
=  Ä,  ete.  folglich  Ä  +  K  =  0,  etc.  seyn. 

Als  nothwendige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 
swischen  Kräften,  die  auf  zwei  sich  in  mehrern  Punk- 
ten berührende  Korper  wirken,  lägst  sich  daher  jeden- 
falls folgende  aufstellen :  Es  piuss  möglich  seyn,  an  je- 
dem Berührungspunkte  zwei  Gegenkräfte  (vor.  $.)  (-P 
lad  — /^  an  A,  —  Q  und  —Q!  an  Bl  ete.)  von  sol- 
cher Intensität  anzubringen,  dass  an  jedem  der  beiden 
KSrper  besonders  zwischen  den  ursprünglichen  nnd  den 
jetzt  an  ihn  hinzugefügten  Kräften  Gleiohgewioht  be- 
steht. 

Aber  auch  umgekehrt:  Ist  nach  Hinzufügung  von 
Gegenkräften  jeder  der  beiden  Körper,  für  sich  'im 
Gleichgewichte,  so  müssen  sie,  durch  Berührungen  mit 
eisander  verbunden,  auch  ohne  Gegenkräfte  iin  Gleich- 
gewichte seyn.  Denn  das  Gleichgewicht  der  mit  einan- 
der verbundenen  Körper,  welches  nach  Dinznfiigung 
im  Gegenkräfte,  wegen  des  dadurch  bewirkten  Gleich- 
gewichts jedes  einzelnen,  statt  finden  muas,  kann,  wenn 
asa  die  Gegenkräfte  paarweise  naoh  und  naoh  wieder 
atfernt,  nicht  verloren  gehen,  da  je  zwei  zusammen- 
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gehörige   derselben   für   sieh   im  Gleichgewichte   sind 
(f.  105.). 

Zusatz.    MaA  sieht  leicht,  wie  die  in  $•  193.  ge- 
machten Bemerkungen  auch  hier  ihre  Anwendung  finden. 
Berühren  sieh  nämlich  zwei  Körper  in  6  eder  weniger 
Punkten,  so  haben  die  Intensitäten  der  Gegenkräfte  im 
Allgemeinen  bestimmte  Wert  he;    unbestimmt  bleiben 
sie  bei  7,  8,...  Berührungen.    Ferner  sind  die  Körper 
bei  5,  4,...  Berührungen  stets  an  einander  verschieb- 
bar, im  Allgemeinen  aber  nicht  mehr,  wenn  sie  sieh 
in  6  oder  mehreren  Punkten  berühren,  so  dass,  mit 
Ausnahme  gewisser  einfacher  Formen  der  Oberflächen, 
bei  6,  7, ...  Berührungen  zum  Gleichgewichte  nur  erfor- 
dert wird,   dass  sich   die  Kräfte  an   beiden  Körpern 
eben  so,   als  wären  sie  nur  an  einem  einzigen  ange- 
bracht, das  Gleichgewicht  halten.  Endlich  können  auch 
bei  6,  5,...  Berührungen  die  Gegenkräfte  unbestimmt 
bleiben,  und  zwar  dann,  wenn  die  Normalen,  nach  de- 
nen sie  gerichtet  sind,   eine  solche  Lage  gegen  einan- 
der haben,  dass  sich  Kräfte  angeben  lassen,   welche, 
nach  diesen  Normalen  wirkend ,  sich  das  Gleichgewicht 
halten. 

f  197. 

Wir  haben  bisher  einen  jeden  der  beiden  sich  is 
einem  oder  mehreren  Punkten  berührenden  Körper  ab 
frei  beweglich  angenommen.  Sey  jetzt  der  eine  fts 
ihnen  unbeweglich,  und  es  erhellet  ohne  Weiteres,  den» 
nachdem  die  auf  den  beweglichen  Körper  wirkendes 
Kräfte  Bewegung  zu  erzeugen  im  Stande  sind,'  oder 
nicht,  weder  im  erstem  Falle  die  Bewegung  gehenus*, 
nooh  die  im  letztern  herrschende  Ruhe  gestört  wird» 
wenn  wir,   wie  im  Vorigen,  an  den  BerShrungsstellee 
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Zwischoapankte  einschieben,  and  diese  mit  dem  unbe- 
weglichen Körper  fest  verbunden  annehmen«  Die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  im  vorliegendem  Falle 
mössen  daher  ganz  identisch  seyn  mit  deaea  (f.  192. 
ei),  welche  statt  fanden ,  wenn  die  Fläche  des  Kör* 
pars  dnrch  unbewegliche  Punkte  su  gehen  genöthigt 
war. 

Beröhrt  demnach  ein  beweglicher  Körper  einen 
aahewegliohen  in  einem  oder  mehrern  Punkten,  so  sind 
die  auf  erstem  wirkenden  Kräfte  aur  dann,  und  dann 
immer,  im  Gleichgewichte,  wenn  es  möglioh  ist,  sie  in 
su  verwandeln,  welche  die  Oberfläche  des  Kör* 
hl  den  Berührungspunkten  normal  treffen.  —  Bei 
ad  mehrern  Berührungen  ist  diese  Verwandlung 
ha  Allgemeinen  immer  ausführbar,  und  daher  ein  mit 
einem  unbeweglichen  in  6,  7,...  Punkten  durch  Berüh- 
nag  verbundener  Körper  ebenfalls  unbeweglich. 


f  198. 

Ausser  der  bisher  betrachteten  Flächenberührung 
giebt  es  noch  einige  andere  Arten,  naoh  denen  zwei 
Korper  in  einem  oder  in  eh  rem   Puukten  einander  be- 
gegnen   können.    Denn   ist  jeder   der   beiden   Körper 
sieht  von  einer  einzigen  sich  stetig  fortziehenden  Fläohe 
kegrinst,    sondern  ist   er   es   von   mehrern,   und   hat 
er  somit  Kanten  und  Eoken,    so  kann   eine   Begeg- 
mag  der  beiden  Körper  in  einem  Punkte  auch  darin 
tost  eben,  dass  eine  Ecke  oder  Kante  des  einen  Kör- 
ars  aa  eine  Ecke,  Kante  oder  Fläche  des  andern  trifft. 
Ohne  zu  den  ersten  Prinoipien  wieder  zurüokzu- 
herea,    können   wir  die  Bedingungen  des  Gleichge- 
Hots,  die  bei  solchen  Arten  der  Begegnung  zweier 
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Körper  nöthig  und  hinreichend  sind,  auch  unmittelbar 
aus  den  so  eben  bei  der   Flächenberührung  gefunde- 
nen Bedingungen  herleiten.    Sind  nämlich  zwei  beweg* 
liehe  Körper  auf  beliebige  Weise   mit  ihren   Ecken, 
Kanten  und  Flächen  verbunden,  and  herrseht  zwischen 
den  anf  die  Körper  wirkenden  Kräften  Gleichgewicht» 
so  wird  dieses  nicht  unterbrochen   werden,  wenn  war 
die  zusammentreffenden  Ecken  and  Kanten  um  ein  un- 
endlich Weniges  abstumpfen,  oder',  was  dasselbe  iat^ 
wenn  wir  anf  den  Ecken  unendlich  kleine  Kugeln 
längs  der  Kanten  ojlinderförmige  Körper  von 
lioh  kleinem  Durohmesser  befestigen.  Findet  aber 
Gleichgewicht  statt,   so  wird  dasselbe  durch 
gung  der  Kügelohen  und  sehr  dünnen  Cylinder 
nicht  hervorgebracht  werden. 

Durch  diese  hinzugesetzten  Kugelohen  and  O/lin- 
der wird  aber  das  Zusammentreffen  der  Körper  wtk 
Ecken  und  Kanten  auf  die  Flächenberfihrung  zurüok- 
geführt,  und  es  wird  nun  auch  hier  die  allgemeine  Be- 
dingaog  des  Gleichgewichts  in  $•  196.  anwendbar,,  wo- 
nach es  möglich  seyn  muss,  in  den  Berührungspunkte* 
Gegenkräfte  von  solcher  Intensität  anzubringen,  dsei 
an  jedem  der  beiden  Körper  besonders  Gleichgewicht 
entsteht.  Nur  haben  wir  in  Betreff  der  Richtungen  die- 
ser Gegenkräfte  wegen  der  zum  Theil  unendlich  klei- 
nen Dimensionen  der  bei  der  Berührung  hinzugefügtes 
Körper  Einiges  zu  berücksichtigen. 

1)  Trifft  eine  Kante  oder  Eoke  des  einen  Körpeff 
a  mit  einer  Fläohe  des  andern  a  in  einem  Punkte  wa 
sammen,  und  wird  hierauf  längs  der  Kante  eine  unest 
lioh  dünner  Cylinder,  an  die  Eoke  aber  eine  twendüo 
kleine  Kugel  gesetzt,  so  ist  bei  der  dadurch  bewir- 
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tea  Fliehenbcrührung  die  gemeinschaftliche  Normale, 
die  Linie ,  in  welcher  die  Gegenkräfte  wirken 
y  als  Normale  der  Fläobe  des  Körpers  a'  im 
Berührungspunkte ,  vollkommen  bestimmt  Dasselbe 
gut  aaoh,  wenn 

2)  eine  Kante  des  einen  Körpers  einer  Kante  des 
•ädern  anter  einem  beliebigen  Winkel  begegnet.  Denn 
sieht  man  dureh  den  Punkt  der  Begegnung  eine  auf 
beiden  Kanten  zugleich  normal  stehende  Gerade ,  so 
ist  es  diese  .Gerade,  und  keine  andere,  welche  auoh 
ia  dem  Berührungspunkte  der  Cylinder,  womit  die  Kan- 
ten versehen  werden,  auf  den  Cy lindern  normal  steht 
Trift  aber 

3)  eine  Ecke  des  einen  Körpers  auf  eine  Kante 
des  andern,  so  ist  die  Richtung  der  Gegenkräfte  nicht 
vollkommen  bestimmt  Denn  heisst  A  der  Punkt,'  in 
welchem  die  Ecke  der  Kante  begegnet,  so  kann  die 
Berührung  der  an  die  Ecke  zu  setzenden  kleioen  Ku- 
gel mit  dem  längs  der  Kante  zu  befestigenden  dünnen 
Cjliader  in  irgend  einem  Punkte  des  kleinen  Kreises 
geschehen,  in  welchem  der  Cylinder  von  einer  in  ^f  normal 
auf  seine  Aze  oder  die  Kante  gesetzten  Ebene  geschnitten 
wird.  Die  Normale  im  Berührungspunkte  oder  die  Rich- 
tng  der  Gegenkräfte  ist  daher  irgend  ein  Halbmesser 
fieses  Kreises,  d.  h.  irgend  eine  der  die  Kante  in  A 
rtchtwinklig  schneidenden  Geraden. 

4)  Ganz  unabhängig  von  der  gegenseitigen  Lage 
im  Körper  ist  die  Richtung  der  Gegenkräfte»  wenn 
bke  aut  Ecke  zusammentrifft.  Denn  hat  man  die 
Widea  Ecken  mit  Kügelcben  versehen  und  lässt  diese, 
tfstt  der  Ecken,  einander  berühren,  so  kann  die  Nor- 
*tle  derselben  im  Berührungspunkte,  mithin  auoh  die 
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durch  den  Begegnungspunkt  der  Eoken  gelegte  Linie 
ftr  die  Gegenkräfte ,  jede  beliebige  Richtung  haben« 

*.  199. 

Nach  diesen  Erörterungen   lässt  sieh  nun  das  Ge- 
setz des  Gleichgewichts  bei  zwei  sich  in  einem  oder 
mehreren   Punkten   auf  beliebige  Weise  begegnenden 
Körpern  mit  denselben  Worten,  wie  in  $•  19&,  wo  die 
Körper   sich   nur  mit   ihren   Flächen   berührten,    aus- 
drücken, sobald  nur  der  Begriff  der  Gegenkräfte  etwas 
allgemeiner  gefasst   und    unter  ihnen   überhaupt,  zwei 
einander  gleiche  Kräfte  verstanden  werden,  die  an  der 
Stelle,  wo  zwei  Körper  sich  in  einem  Punkte  begeg- 
nen,   die   eine  auf  dep  einen,  die  andere  auf  den  ai- 
dern  Körper,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wir- 
ken, mit  dem  Zusätze,  dass,  wenn  der  Punkt,  in  wel- 
chem der  eine  Körper  von  dem  andern  getroffen  wird, 
nicht  eine  Ecke  oder  sonst  ein  bestimmter  Punkt  des 
Körpers  ist,   sondern  in  einer  Kante  oder  überhaupt 
in  einer  bestimmten  Linie,  oder  in  einer  Fläche  des- 
selben liegt  und  darin  bei  gegenseitiger  Bewegung  der 
Körper  die  Stelle  wechseln  kann,  dass  dann  die  Linie, 
in  welche  die  Richtungen  der  Gegenkräfte  fallen,  auf 
dieser  Kante  oder  Fläche  normal  ist.  Auf  solche  Weise 
den  Begriff  der  Gegenkräfte  festgestellt,  ist  demnach 
Folgendes  das  allgemeine  Resultat  der  bisherigen  Un- 
tersuchungen: 

Zwischen  Kräften,  welche  dmf  zwei  in  einem 
oder  in  mehrere»  Punkten  mit  einander  verbundem 
frei  bewegliche  Körper  wirken,  herrecht  nur  damM, 
und  dann  immer ,  Gleichgewicht,  wetm  eich  in  dm 
Verbindungsptsnkten  Gegenkräfte  von  solcher  JnU* 
eität  anbringen  lassen  f    dass  an  jedem  der  beidm 
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Körper  fasernder*  zwischen  dem  ursprünglichen  und 
hinzugefügten  Gleichgewicht  statt  ßndet;  oder, 
auf  dasselbe  hinauskommt:  wenn  die  Kräfte  an 
einen  der  beiden  Korper  sich  auf  andere  redu- 
dren  lassen,  deren  Richtungen  die  Begegnungspunkte 
treffen  und  daselbst  bei  Begegnungen  von  Flächen 
oder  Kanten  auf  diesen  Flächen  oder  Kanten  nor- 
mal sind,  und  wenn  die  Kräfte  an  beiden  Korpern 
eben  so,  als  wenn  sie  auf  einen  einzigen  wirkten, 
sinamder  das  Oleichgewicht  halten. 

Ist  der  eine  von  beiden  Korpern  unbeweglich, 
so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  hinreichend  und  neth* 
wendig,  dass  die  erste  der  zwei  letztern  Bedingun- 
gen in  Bezug  auf  den  beweglichen  Körper  erfüllt 
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Ehe  etwas  nähere  Betrachtung  verdient  nooh  die 
Ifator  der  Gegenkräfte.  Da  beim  Gleichgewichte  zwi- 
Kräften,  welche  auf  zwei  mit  einander  verhun- 
Körper  wirken,  an  jedem  derselben  die  Ursprung* 
Beben  Kräfte  mit  den  an  ihm  anzubringenden  Gegen- 
kräften im  Gleichgewichte  seyn  müssen,  ohne  diese 
aber  im  Gleichgewichte  mit  den  ursprünglichen  Kräf- 
te* am  andern  Körper  sind,  so  wird  von  den  an  dem 
eben  Körper  anzubringenden  Gegenkräften  auf  ihn 
dfeselbe  Wirkung,  als  von  den  zunächst  auf  den  an- 
dern Körper  wirkenden  Kräften,  hervorgebracht.  Man 
kann  daher  die  Gegenkräfte  auoh  als  den  Ansdruek 
des  ron  den  Kräften  des  einen  Körpers  auf  den  an- 
Körper bewirkten  Einflusses  betrachten« 
Bei  wirkliehen  und  daher  nicht  abeolut  festen,  een* 
mehr  oder  weniger  elastischen  Körpern  giebtsioh 
dieeer  Emfluss  durch  eine,  wenn  auch  oft  nnr  äusserst 
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geringe  Veränderung  in  der  gegenseitigen  löge  ihrer 
Theilchen  20  erkennen,  indem  sich  die  Theilchen  bald 
etwas  näher  gebracht,  bald  etwas  weiter  von  einander 
entfernt  werden.  Diese  Veränderung  ist  an  den  Stel- 
len selbst,  wo  die  Körper  mit  einander  verbunden  sind, 
am  grössten ,  eben  so,  als  wenn  auf  diese  Stellen  Kräfte 
wirkten,  die  das  einemal  eine  Richtung  von  aussen 
nach  innen«  das  anderemal  von  innen  naoh  aussen  ha» 
ben.  Man  nennt  eine  solche  Kraft  im  erstem  Falk 
Druck  oder  Pressung,  im  letztern  Spannung,  oder  be- 
greift sie  auoh  unter  dem  gemeinschaftliehen  Namen 
Pressung,  indem  man  Spannung  als  negative  Pres- 
sung ansieht« 

Indessen  muss  man  sich  wohl  böten,  diese  Pres- 
sungen mit  den  vorigen  Gegenkräften  als  völlig  identisch 
zu  betrachten.  Die  Gegenkräfte  ergaben  sich  nicht  ab 
wirklich  vorhandene  Kräfte,  sondern  wurden  nur  ab 
Hülfskräfte  eingeführt,  um  damit  die  Demonstration«» 
zu  erleichtern  und  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
einfacher  darzustellen.  Die  Pressungen  dagegen  mi 
Kräfte,  die  sich  beim  Gleichgewichte  ebenso,  wie  jede 
andere  Kraft,  durch  Veränderung  der  gegenseitiges 
Lage  der  "Theileben  der  Körper,  als  wirklieb  vorban- 
den offenbaren,  und  die  daher  sowohl  hinsichtlich  ihrer 
Intensitäten,,  als  ihrer  Richtungen,  jederzeit  vollkotnnaa 
bestimmt  sind,  während  die  Intensitäten  der  Geges- 
kräfte  nur  bei  sechs  oder  weniger  Fläohenberfihrnngc* 
zweier  Körpeit,  um  bloss  dieser  Art  der  Begegnung  zn  ge- 
denken, bestimmte  Werthe  haben  können  (§•  196.  Zus.). 

Soviel  ist  gewiss,  dass  im  Falle  des  Gleichge- 
wichts die  Pressungen,  welobe  ein  Körper'  erleidet, 
eben  so  wohl,  als  die  an  ihm  anzubringenden  Gegen- 
kräfte, mit  den  ursprünglich  auf  ihn  wirkenden  Krif- 
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tea  im  Gleichgewichte  seyn  müssen.  Sind  folglich  die 
Gegenkräfte  nur  auf  eine  Weise  bestimmbar,  nie  die- 
se« im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  wenn  sich  znei  Kör. 
per  in  6  oder  weniger  Punkten  berühren ,  so  muss  die 
uaf  jeden  einzelne!)  Berührungspunkt  wirkende  Pressung 
der  eben  daselbst  anzubringen  den  Gegenkraft  gleich 
•eye,  indem  sieb  sonst  gegen  die  Hypothese  iu  den 
Berührung sn unkten  noch  andere  Kräfte  anbringen  bes- 
ten, welche  mit  den  ursprünglichen  im  Gleichgewichte 
«Iren. 

Berühren  sich  aber  zwei  Körper  in  mehr  als  6 
Punkten,  so  werden  den  6,  zwisebeu  den  7  oder  uieh- 
rera  Gegenkräften  bestehenden  Gleichungen  die  Pres- 
sungen, statt  der  Gegenkräfte  substituirt,  zwar  ebeu- 
fall*  Genüge  leisten.  Allein  es  inuss  bei  elastischen 
Korpern  eine  hinreichende  Anzahl  noch  anderer  Glei- 
chungen geben,  ans  denen  in  Verbindung  mit  den  vo- 
rigen sechs  die  Pressungen  insgesammt  bestimmt  wer- 
de« können.  Die  Entwicklung  dieser  andern  Gleichun- 
gen gebort  aber  nicht  für  unseru  gegenwärtigen  Zweck , 
wo  wir  uns  bloss  mit  vollkommen  festen  Körpern  be- 
■cb&Aigen. 

Allerdings  kann  man  die  Frage  aufwerfen ,  ob 
nicht  auch  bei  zwei  eich  in  mehr  als  6  Punkten  berüh- 
renden absolut  festeu  Körpern  an  den  Berührungspunk- 
ten Pressungen  von  bestimmter  Grösse  statt  finden, 
tmd  welches  ihre  Wertke  seycu.  Indessen  lässt  sieh 
«luf  diese  Frage  nicht  mit  Uiilfc  der  Erfahrung  nud 
;  mit  Anwendung  von  Rcohnung  antworten, 
sie  denn  das  Gesetz  der  Pressungen,  welches 
iclien  Körpern  obwaltet,  auch  bei  rollkom- 
istigkeit  der  Körper,  als  dem  Grenzzustande 
noch  gelten  lassen ,  oder  irgend  ein 
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neues  Gesetz  zu  Hülfe  nehmen,   dessen  Gründe  aber 
nur  metaphysisch  seyn  könnten. 

Wie  dem  aber  auch  seyn  mag,  so  kann  uns  diese 
Unsicherheit  in  Bestimmung  der  Pressungen  wenig 
kümmern,  da  wir  es  im  Vorliegenden  nicht  mit  eigent- 
lichen Pressungen ,  sondern  nur  mit  Htilfskräftcn  in 
thnn  haben,  die  aber  inskünftig«,  nm  dem  gewöhnlieben 
Spraohgebranehe  nioht  entgegen  zu  seyn,  statt  Gegen- 
kräfte, ebenfalls  Pressungen  genannt  werden  sollen. 


Gleichgewicht  an  einem  nicht  völlig  frei  bewegli- 
chen Körper, 

%.  201. 

Die  in  dem  Vorhergehenden  entwickelte  Theorie 
des  Gleichgewichts  zweier  mit  einander  verbundenen  Kör- 
per wollen  wir  sohlüsslioh  durch  einige  Beispiele  erlis- 
ten!.   Dabei  werden  wir  den  einen  der  beiden  Körper 
als  unbeweglich  annehmen,   indem,  wenn  auoh  er  be- 
weglioh  ist,  zum  Gleichgewichte  des  Ganzen  nur  noch 
erfordert  wird,  dass  die  Kräfte  an  beiden  Körpern,  ab 
auf  Wien  einzigen    wirkend,   sich  das   Gleichgewicht 
halten,  (§.  199.) 

Sey  der  bewegliche  Körper  mit  dem  unbewegli- 
chen zuerst  nur  in  einem  Punkte  verbunden.  Welches 
nun  auoh  diese  Verbindung  seyn  mag,  so  ist  die  am 
Gleichgewichte  stets  nöthige  Bedingung,  dass  die  st 
dem  beweglichen  Körper  wirkenden  Kräfte  eine  eis- 
zige  den  Punkt  treffende  Resultante  haben.  Ist  dabtf 
in  Besug  auf  drei  coordinirte  Axen  das  System  dir 
auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte,  wie  im  Früher«, 
durch  Jl,  Ä,  C,  L>  M9  N  gegeben,  ist  (o,  *,  e)  im 
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Paukt  der Begegnung  and  {U,V,W)  die ihnt reffeede 
Resultante  der  Kräfte  oder  die  Pressung  daselbst,  so 
hat  man  naeh  $.  60.  die  Gleichungen : 

A=U,  L=6fr—eF, 

Hieraus  die  auf  die  Pressung  sieh  beziehenden 
Grössen  Uy  F9  W  eliminirt,  ergeben  sieh  die  Bedin- 
gvngsgleiohungen : 

L=*bC—cB9  M=cA—aC,  N=aB—bA, 
oder  einfacher:       Z=0,  JU=09   N=0> 

sobald^  der  Punkt  der  Begegnung  sum  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  genommen  wird.  Die  auf  ihn  ausge- 
übte Pressung  aber  ist  {A>  By  C).    Wenn  nun 

1)  eine  Ecke,  oder  überhaupt  ein  bestimmter  Punkt 
dea  beweglichen  Körpers,  mit  einem  bestimmten  Punkte 
des  unbeweglichen  verbunden  ist,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt:  wenn  ein  bestimmter  Punkt  eines 
Körpers  unbeweglich,  der  Körper  selbst  aber  um  ihn 
aaeh  allen  Richtungen  drehbar  ist,  so  kann  die  Rieh- 
long  der  Pressung  jede  beliebige  seyn  ($•  108.  4.J. 
Die  drei  erhaltenen  Bedingnngsgleiebungen  £*,  M,  AT 
sxO  sind  daher  in  diesem  Falle  die  einzigen ,  d.  h. 

Zum  Gleichgewichte  eine*  Körpers ,  der  einem 
unbeweglichen  Punkt  hat9  ist  es  nöthig  und  hinrei- 
ebend,  das*  in  Bezug  auf  jede  von  drei  eich  in  dem 
Punkte  schneidenden  und  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
genden Äsen  das  Moment  der  Kräfte  null  ist. 

2)  Ist  die  Beweglichkeit  eines  Körpers  dadurch 
beschränkt)   dass  ein  bestimmter  Punkt  desselben  m 

unbeweglichen  Linie  xu  verharren  y  oder  dass 
bestimmte  Linie  desselben  einem  unbeweglichen 
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Punkte  zu  begegnen  genöthigt  ist,  m  wird  zum  Gleioh- 
gewichte  erfordert,  dass  die  Kräfte  eine  die  Linie  in 
dem  Punkte  rechtwinklig  treffende  Resultante  heben 
(§.  198.  3«)*  Lässt  man  daher  den  Punkt,  wie  vor- 
hin, mit  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaton,  und  die 
Linie,  oder  ihre  Tangente  in  diesem  Punkte,  wenn 
sie  krumm  ist,  mit  der  Axe  der  x  zusammenfallen,  so 
ist  bei  Annahme  eines  rechtwinkligen  Coordinatensy- 
steui8  die  Resultante  in  der  Ebene  der  yz  enthalten, 
und  daher  U=0*  Hierdurch  kommt,  wegen  A=Uy 
zu  den  vorigen  drei  Bedingungsgleiohungen  £,  M,  /V=0 
noch  die  vierte  -4=0,  d.  h.  es  muss  noch  die  Summe 
der  nach  der  Linie,  oder  ihrer  Tangente  im  Be- 
gegnungspunkte, geschätzten  Kräfte  null  seyn. 

3)  Ist  ein  bestimmter  Punkt  eines  Körpers  m 
einer  unbeweglichen  Fläche  beweglich,  oder  eine  #S- 
che  des   Korpers   einem   unbeweglichen   funkte  m 
begegnen    genöthigt,    so    muss   die   Resultante   dar 
Kräfte  die  Fläohe  im  Begegnungspunkte  normal  tref- 
fen.   Es  muss  folglich,  wenn  der  Punkt  wiederum  na 
Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjsteni 
genommen,   und  wenn  die  Fläohe  von  der  Ebene  te 
x,  y  daselbst  berührt  wird,  die  Resultante  in  die  Ajb 
des  z  fallen ,    woraus   ü  und  V  =  0  folgen.     AuiteT 
den  obigen  Bedingungsgleichungen  L,  M,  N=0,  nas- 
sen daher  jetzt  noch  die  zwei:  ^  =  0  und  2?  =  0  er- 
füllt werden,  d.  h.  -es  muss  noch  die  Summe  der  Kräf- 
te nach  irgend  zwei  in  der  Berührungsebene  gern* 
genen  und  sich  schneidenden  Geraden  geschätzt,  beut' 

male  nuU  seyn. 

%.    202. 

Wird  ein  Körper  in  zweien  seiner  Punkte  Fmk 
F  an  der  Bewegung  gehindert,  so  müssen  beim  Gleich- 
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gewichte  sämmüiohe  Kräfte  sich  auf  zwei  diese  Punkte 
treffende  Kräfte  zurückführe?  lassen.  Nimmt  man  d*- 
her  F*  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dmaten Systems,  F'  F  tor  Axe  der  x>  setzt  F*  F=a 
«ad  bezeichnet  die  auf  F  und  F  gerichteten  Resul« 
tasten  oder  die  Pressungen,  welehe  diese  Punkte  er- 
,  durch  («7,  F,  JF),  (ff*,  F\  &")>  sc  muss 


B=  F  +  F',    M=-aW, 

C=tr+Fr,  N=aV. 

Wenn  nun  1)  F  und  F*  völlig  unbeweglich  ange- 
werden,  so  läset  sieh  über  die  Richtungen  der 
Pices engen  im  Voraus  nichts  bestimmen,  und  es  giebt 
daher  zwischen  Uy  F, . . .  W  keine  andern  Relationen, 
ab  die,  welche  aus  jenen  Gleichungen  selbst  hervor- 
gehen.  Hieraus  können  aber  bloss  F,  F',  #F,  W\ 
d.  L  die  in  F  und  F  auf  FF  normalen  Theile  der 
Pressungen  bestimmt  werden;  dagegen  findet  sioh  Ton 
de»  längs  der  Linie  F  F  selbst  gerichteten  Pressun- 
gen Ü  und  TT  nur  die  Summe,  =  A9  und  es  bleibt 
£ssO|  als  die  einzige  Ton.  den  Pressungen  freie  Glei- 
chung, als  Bedingung  des  Gleichgewichts,  curuek,  wor- 
sas  wir  sehliessen: 

Zum  Gleichgewichte  eines  an  einer  unbewegli- 
chen Axe  (FF)  Gefestigten  Korpers  ist  es  nöthig 
und  hinreichend,  dass  das  Moment  der  Kräfte  in 
Meutg  auf  diese  Axe  null  ist. 

2)  Ist  nur  der  Punkt  F  unbeweglich ,  F  aber  in 
einer  unbeweglichen  Linie  beweglich,  und  macht  die 
m  F  an  diese  Linie  gezogene  Tangente  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  die  Winkel  a,  /?,  y,  so  kommt,   weil  die 

0.  3 
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Pressung  ({7,   F,  JF)   auf  der  Linie   normal  mju 
muss,  noch  die  Gleichung 

*7oosa  +  Fcos/?  +  ff  oosyssft 
hinzu.    Hiermit  erhalten  wir  u  der  vorigen  Bedmgmg 
des  Gleichgewichts  L  =  Qy  zwar  keine  neue, 
hört  nun  die  Unbestimmtheit  von  U  und  U'  aat 

Doch  ist  hiervon  der  '  Fall  auszunehmen, 
cos  a=±=0  und  daher  die  Linie  auf  /T/T/  normal 
Lassen  wir  alsdann  grösserer  Einfachheit  willen  die 
Tangente  der  Linie  mit  der  Axe  der  y  parallel  seyn, 
setzen  also  noch  oosy  =  0,  so  wird  f  =  0,  und  es 
entsteht  noch  die  Bediiigufigsgleichung:  iV=©;  die 
Unbestimmtheit  zwischen  U  und  £7'  aber  dauert  fort, 
und  wir  folgern  hieraus: 

Ist  ein  IPuekt  F*  eines  Körpers  unbeweglich  tm4 
ein  anderer  Punkt  F  desselben  in  einer  unbewegliches 
Linie  beweglich,  deren  Tangente  FO  (Fif.  50,)  auf 
F'  F  normal  ist,  so  rnuss  beim  Gleicbgewichle  das 
Moment  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  sovefcl 
rücksiohtlich  der  Linie  F*  F9 '  als  rücksicbtlich  der  auf 
der  Ebene  F'  FO  in  F'  zu  errichtenden  Normalen  F'B 
null  seyn.  <* 

Durch  die  Nullität  des  Momentes  in  Bezug  ssf 
FF'  wird,  wie  in  1),  die  Drehung  des  Körpers  nn 
diese  Axe  aufgehoben.  Es  erhellet  aber  nicht  sogleiob, 
warum  auch  in  Bezug  auf  F'  H  das  Moment  nolL*«yn 
soll,  da  doch  bei  der  Unbeweglichkeit  der  Linie 9  ii 
welcher  F  beweglioh  ist,  der  Körper  sich  nicht  «■ 
F'  H  drehen  lässt,  wenigstens  nicht  im  Allgemein*» 
sondern  nur  in  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  Linie 
der  Bogen  eines  aus  /",  als  Mittelpunkt,  mit  iea 
Halbmesser  FF  in.  der  Ebene  F" FO  beschrieb«* 
Kreises  ist*    Indessen  kann  man  doch,  wenn  dieLns* 


Fl» 
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irgend  eine  andere  Curve  ist,  die  der  Annahme  gc- 
DiH  von  FG  berührt  wird,  das  hei  dem  Punkte  /■' 
befiadliche  Element  der  Curie  als  das  Element  eines 
aoa  /"  beschriebenen  Kreises  betrachten,  und  der 
Körper  kann  folglich  jederzeit,  wenn  auch  im  Allgemei- 
ne* nur  um  ein  unendlich  Geringes,  um  /*''//  als  Axe 
gedreht  werden.  —  Die  Rechnung  giebt  uns  daher  ein 
ern sueres  Resultat,  als  wir  erwartet  hatten,  indem  sie 
den  Körper  selbst  vor  einer  unendlich  kleinen  Drehung 
xo  sichern  sucht.  Die  Betrachtung  von  dergleichen 
■aendlich  kleineu  Beweglichkeiten  ist  besonders  in  rein 
geometrischer  Hinsicht  von  Interesse,  und  wir  werden 
deshalb  diesem  Gegenstande  späterhin  eine  speoielle 
Cutersuchung  widmen.  \ 

3)  Sind  beide  Punkte  /*  und  F'  in  gegebenen  Li- 
nien beweglich,  so  hat  man,  wenn  die  Richtungen  der- 
wlbeu  bei  F  und  F'  durch  die  Winkel  »,  ß,  y  and 
•',  ß1,  /  gegeben  sind,  nächst  den  6  Gleichungen  (A), 
Mek  folgende  zwei: 

V  00a  «  +  f'ooaß  +  W  OOSy  ==  0, 
U  ooe«'+  r'ooa/r*+  /f*  'cob?'=0; 
und  ea  lassen  sich  jetzt  nicht  cur  summt  liebe  Pressun- 
gen vollkommen  bestimmen,  sondern  man  erhalt  auch 
■oeh  zu  fj  =  0  eine  neue  Bediugungsgleichung.  Sind 
lB.  F  und  F'  in  der  Axe  der  .r,  also  iu  FF'  selbst, 
beweglich,  so  werden  £7  =  0,  t7'  =  0,  und  daher  A 
=  0  die  neue  Bedingung,  d.  h.  die  Summe  der  nach 
der  Richtung  von  FF'  geschützten  Kräfte  uiuss  null 
-«■in. 

Können  die  in  der  Axe  der  x  befindlichen  Punkte 
''  und  F'  sich  in  Parallellinicn  mit  der  Axe  der  y  be- 
jen,  so  sind  die  Pressungen  parallel  mit  der  Ebene 
mitbin   f *  und   /~'  =  0,  und  es  werden  damit 
3* 
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B  =  Oy  N=0.  In  diesem  speoiellen  Falle  kommen»abo 
zu  //  =  0,  statt  einer,  noch  zwei  Bcdingungsgleichun- 
gen  hinzu«  Die  Erfüllung  der  einen,  Ä=aO,  bebt  die 
mit  der  Axe  der  y  parallele  Bewegung  auf  5  durah  die 
andere,  ^=0,  wird  ähnlich  erweise,  wie  in  2), 
hierbei  noch  mögliche  unendlioG  kleine  Drehung 
die  Axe  der  x  gehindert« 

4)  Berührt  der  Körper  mit  beiden  Punkten 
Ebene,  z.  B.  die  Ebene  der  x9  y,  so  haben  die  Pi 
sungen  eine  auf  derselben  normale  Richtung;  es  wer- 
ben folglieh  U9  V9  Ü'9  V'  =  %  und  man  erhält  damit 
~A  =  09  B  —  Oy  £=0,  iV=0,  als  Bedingungen  des 

Gleichgewichts. 

f  203. 

Betrachten  wir  noch  einen  in  drei  Punkten  Ff  F*9 
F"  an  seiner  Bewegung  gehinderten  Körper.  8eyea 
diese  Punkte:  (a9b9c)9  (af  b'9c')y  (0,0,0),  so  dass 
F"  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist.  Die  Pres- 
sungen in  F9 F'9F"  seyen (U9  V9  W\  ( ü'9  r,  W% 
(Ü",  V"9  ff™9)  und  man  hat  alsdann  nachstehende  6 
Gleichungen : 

(A=  U+  U'  +  U"9 
\B=  F+  V  +  V, 

(*\   c^fr+fr+Fr", 

1    }  \L  =  bW—oF  +  b'fF'  —  c'  F9 
}M  =  cU  —aW+c'U'  —a'W9 

kn =ar  —  bü+<sr'  —vir. 

Da  sich  aus  ihnen  allein  die  Pressungen  nicht  eii- 
miniren  lassen,  so  giebt  es,  wenn  die  drei  Punkte  un- 
beweglich sind,  im  Allgemeinen  keine  Bedingung  des 
'  Gleichgewichts ,  und  der  Körper  ist  ebenfalls  unbeweg- 
lich; was  auob  schon  daraus  erhellet,  dass  diebeiswei 
unbeweglichen  Punkten  noch  übrig  bleibende  Axendre- 
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hmng  dorob  die  Annahme  eines  dritten  unbeweglichen 
Paktes  ausserhalb  der  Axe  vollkommen  aufgehoben 
wM.  —  Die  Pressungen  selbst  bleiben  cum  Theil  un- 
bestimmt» 

Liest  man  die  Punkte  in  gegebenen  Linien  be- 
weglieh seyn,  so  kommen  3  neue  Gleichungen  zwisehen 
im  9  Grössen  U9...  W"  hinzu,  und  man  hat  somit 
I  Gleichungen,  aus  denen  man  diese  9  Grossen,  also 
die  drei  Pressungen  ihrer  Intensität  und  Richtung  nach, 
bestimmen  kann.  Eine  von  den  Pressungen  freie  Glei- 
chung lässt  sich  aber  damit  nooh  nicht  finden,  und  der 
Körper  ist  folglich  auch  jetzt  nooh  unbeweglich. 

Eine  Ausnahme  hiervon  findet  statt,  wenn  die  drei 
Linie*  einander  parallel  sind,  als  wodurch  der  Körper 
ulbat  parallel  mit  ihnen  beweglich  wird.  Lässt  «an 
ae  s.  B,  parallel  mit  der  Axe  der  z  seyn,  so  werden 
W9  W\  JK"  =  0,  welches  die  Bedingung:  C=*0 
pebt,  d.  h.  die  Summe  der  naeh  den  Richtungen  der 
PirtiUolUnien  gesehätzten  Kräfte  uiuss  null  seyn. 

Wenn  endlich  der  Körper  mit  den  drei  Punkten 
ehe  Ebene ,  es  sey  die  der  x9  y,  berührt,  und  folglich 
fie  Punkte  in  dieser  Ebene  beweglich  sind,  so  hat  man 
essO,  e'  =  0,  und  noch  ausserdem,  weil  dann  die 
Pressungen  die  Ebene  normal  treffen:  U9  U'9  U"9 
P,  P,  V"  =  0.  Hiermit  finden  sich  aus  den  Glei- 
chungen (B)  die  Bedingungen:  A=09  B=09  iV=0. 
Die  frei  übrigen  Gleichungen  werden: 

c=w+w+w»9 

L=bW+b9  W\M=—otr—  dW\ 

Mi  hieraus  lassen  sich  die  drei  auf  der  Ebene  norma- 
len Pressungen  W9  W\  W9  bestimmen. 

Liegen  die  drei  Punkte,  in  denen  der  Körper  die 
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Ebene  der  *,  y  berührt,  io  einer  Geraden,  «•  IL  in 
der  Axe  der  ^r,  so  bat  man  noch  b  and  ^  =  0  xn 
seinen.  Hierdurch  verwandelt  sieh  die  zweite  Cftei- 
chung  för  die  Pressungen  in  eine  vierte  Bedingung  (Are 
Gleichgewicht:  Z/=»0,  d.  h.  es  muss  noch  das  Moment 
der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Gerade,  in  welcher  die 
Punkte  liegen,  null  seyn.  Die  drei  Pressungen  aber 
lassen  sich  aus  den  för  sie  noch  übrig  bleibenden 
swei  Gleichungen  nicht  mehr  vollkommen  bestimmen. 

*.  204. 

Zusatz.  Wenn  der  Körper  bloss  parallel  mit  der 
Axe  der  *  beweglich  ist,  so  dass  jeder  Punkt  dessel- 
ben eine  Parallele  mit  dieser  Axe  beschreibt,  a*  ist 
nach  vor.  §.  £  =  0  die  Bedingung  des  Gleiehgewicftle. 
Eben  so  ist  A=s*Q  oder  B  =  0  die  Bedingung,,  wenn 
der  Körper  J>loss  parallel  mit  der  Axe  der  s  oder  im 
y  fortgerückt  werden  kann. 

Lfisst  sich  der  Körper  bloss  um  die  Axe  im  s 
drehen,  so  dass  jeder  seiner  Punkte  keine  ändere  Li- 
nie, als  einen  Kreis  um  diese  Axe  beschreiben  kau, 
so  istZ/=0  die  Bedingung  fles  Gleichgewichts,^  292.); 
qnd  auf  gleiche  Art  ist  üf =  0  oder  N=  0  die  Be- 
dingung, wenn  der  Kör^kr  nur  um  die  Axe  der  y  od« 
der  *  gedreht  werden  kann. 

Den  sechs  Gleichungen  A>  B>  C>  L%  MylV=Q 
entsprechen  daher  resp.  die  Fortbewegungen  des  Kto- 
pers  längs  der  Axen  der  x>  y,  x  und  die  Drehungen 
Um  dieselben  Axen  dergestalt,  dass  wenn  der  Körper 
nur  einer  dieser  sechs  Bewegungen  folgen  kann,  die 
derselben  entsprechende  Gleichung  es  ist,  wodurch  ta 
Gleichgewicht  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte 
bedingt  wird. 


,  / 
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Diese  drei  fortrückenden  und  drei  drehenden  Be- 
wegungen  sind  von  einander  vollkommen  unabhängig, 
d.  hm  man  kann  einen  Körper  mit  einem  eder  mehrern 
andern  ganz  eder  zum  Theil  unbeweglichen  Körpern 
immer  ao  verbinden,  daas  er  nur  an  einer  dieser  sechs 
Bewegungen,  eder  an  etlichen  derselben,  welche  man 
will,  Theil  nehmen,   keiner  der  übrigen  aber  folgen 


So  wie  nun,  wenn  der  Körper  nur  einer  einzigen 
der  6  Bewegungen  fähig  ist,  die  dieser  Bewegung  ent- 
sprechende   Gleichung   die    Bedingung  des    Gleichge- 
wichts ist,  so  sind  auch,  wenn  der  Körper  zwei  oder 
■obrere  der  6  Bewegungen  zugleich  annehmen  kann, 
sa  den  übrigen  aber  gehindert  ist,  die  den  möglichen 
Bewegungen  entsprechenden  Gleichungen  gie  nöthigen 
mi    hinreichenden   Bedingungen    des   Gleichgewichts. 
Berührt  z.  B.  ein  Körper  in  drei  Punkten,  welche 
nebt  in  einer  Geraden  liegen,  eine  unbewegliche  Ebene 
rad  wird  diese  zur  Ebene  der  x9  y  genommen,  so  sind 
damit  tob  den  6  Bewegungen  aufgehoben^  die  mit  der 
Axe  der  *  parallele  Fortrüokung  und  die  Drehungen  um 
fia  Axen  der  s  und  der  y;  dagegen  kann  der  Körper 
sseh  parallel  mit  den  Axen  der  x  und  der  y  bewegt 
md  um  die  Axe  der  %  gedreht  werden.  Von  den  sechs 
Gleichungen,  welche  beim  Ctyeiohgewiohte  eines  vollkom- 
frei  bewegliehen  Körpers  erfüllt  seyn  müssen,  sind 
die  drei:  C=0,  Z  =  0,  2*f=0,  durch  das  Hin- 
1,   welches  die  Ebene  der  Bewegung  des  Kör- 
pn  entgegenstellt,  schon  als  erfüllt  anzusehen,  und 
«bleiben  noch  die  drei:  -4  =  0,  B  =  0,   V=0,  als 
m  «fiübade  Bedingungen,  übrig,    VergL  vor.  §• 

Ist  nur  ein  Punkt  des  Körpers  unbeweglich)  so 
tarn,  dienen  Punkt  zum  Anfangspunkte  der  Coordina- 
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ten  genommen,  der  Körper  um  jede  der  drei  Axen  ge- 
dreht, aber  keiner  entlang  verschoben  werden.  Dia 
Bedingungen  sind  daher  in  diesem  Falle:  Zr=sO»  M 
=  0,  JV=0  (f  201.). 

Kann  umgekehrt  der  Körper  um  keine  Axe  ge- 
dreht ,  aber  naoh  jeder  beliebigen  Riehtung  parallel 
mit  seiner  anfänglichen  Lage  fortbewegt  werden,  so 
ergeben  sich  auf  gleiche  Art:  -^  =  0^  Ä=0,  C=0, 
als  Bedingungen  des  Gleichgewichts. 


Zweites    Kapitel 

Tom  Gleichgewichte  bei  einer   beliebi- 
gen Anzahl  mit  einander  verbundener 

Körper. 

§.  205. 

Dureh  die  im  vorigen  Kapitel  entwickelte  Theorie 
des  Gleichgewichts  zwischen  Kräften,  welche  auf  zwei 
mit  einander  verbundene  Körper  wirken,  sind  wir  ge- 
nugsam vorbereitet,  um  sogleich  zur  Untersuchung  der 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  in  dem  ganz  allge- 
meinen Falle  übergehen  zu  können,  wenn  eine  befie- 
bige  Anzahl  mit  einander  verbundener  Körper  der  Wir- 
kung von  Kräften  unterworfen  ist.  Folgende  Betrach- 
tungen werden  uns  zu  diesen  Bedingungen  hinfahren. 

1)  Denken  wir  uns  ein  System  von  mehr  als  zwei 
Körpern  a,  6y  c,  rf,...,  von  denen  jeder,  wie  wir  fort 
erste  annehmen  wollen,  frei  beweglich  ist  and  mit  ei- 
nem oder  mehreren  oder  auch  allen  übrigen,  sey  es  ii 
einem  oder  in  mehreren  Punkten,  zusammentrifft  Mefc- 
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wegen  wollen  wir  die  Körper 
durch  gegenseitiges  Berühren  ihrer  Flächen  mit 
Stander  verbunden  annehmen,  als  worauf  «oh  nach 
§.  198.  alle  übrigen  Arten  des  Zusammentreffens  zu- 
röokführen  lassen.  Endlieh  sollen  an  swei,  oder  meh- 
ren, oder  allen  Körpern  Kräfte  angebracht  und  soll 
das  Gänse  im  Gleichgewichte  seyn. 

2)  Man  bringe  an  den  Stellen,  in  denen  einer  der 
Körper,  a,  die  andern  b9  c3...  berührt,  »wischen  ihm 
■od  den  andern  Körpern  Zwischonpunkte  A,  jf,  A\~. 
•s  (§•  IM.)»  lasse  diese  unbeweglich  werden  und  ent- 
ferne hierauf  den  Körper  a.  Das  Gleichgewicht  wird 
eadnrch  nicht  verloren  gehen,  'da  dnroh  die  unbeweg- 
kh  angenommenen  Zwischenpunkte  aller  Binfluss  von 
s  auf  6,  e,...,  und  umgekehrt,  aufgehoben  ist« 

S)  8ey  b  einer  der  von  a  berührten  Körper  und 
Ä  einer  der  zwischen  a  und  b  gesetzten  Zwischen- 
»nkte*  Nach  Wegnahme  von  a  lasse  man  A  in  der 
Fliehe  von  b  beweglich  werden.  Geht  hierdurch  das 
Gleichgewicht  verloren,  so  muss  es  möglich  sejn,  an 
A  eine  das  Gleichgewicht  wieder  herstellende  Kraft  P 
umbringen  (§•  190,  1IL)>  und  diese  Kraft  muss  auf 
Ist  Fliehe  von  b  normal  seyn,  indem  sonst,  wenn  4 
•beweglich  gesetzt  würde,  A  auf  b  nicht  in  Ruhe 
Heiken  könnte  ( §•  192.  a. ).  Auch  kann  man  die  Kraft 
f  es  der  Fläohe  von  b  selbst,  da  j  wo  sich  A  befindet, 
ttsfingen  und  sodann  den  Zwischenpunkt  Ay  als  üher- 
Itaig,  wegnehmen. 

4)  Man  entferne  demnach  den  unbeweglichen  Zwi- 
ubeopunkt  A  und  setze,  wo  nöthig,  statt  desselben 
«M  aaf  b  normale  daa  Gleichgewicht  herstellende 
Kisft  P.  Auf  gleiche  Weise  entferne  man  nach  und 
alle  übrigen  Zwischenpunkte  A%  A",..*  und  bringe 
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statt  ihrer  an  den  Flächen  von  &,  *>•••*  wo  sie  sieh  be- 
fanden, d.  i.  an  den  Berührungspunkten  dieser  Flächen 
jnit  a,  die  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichte  nöthigea 
auf  den  Flächen  normalen  Kräfte  P*,  /*",...  an. 

5)  Somit  sind  jetzt  an  dem  Systeme  von  tf  e^... 
die  ursprünglich  auf  diese  Körper  wirkenden  Kräfte 
mit  den  hinzugefügten  /%/*,...  im  Gleichgewichte. 
Da  nun  bei  dem  Systeme  sämmtlicber  Körper  «,4,0».- 
die  ursprünglichen  Kräfte  an  hy  «?,...  mit  den  Kräfte 
au  0  im  Gleichgewichte  sind,  so  sind  die  Kräfte  aa  m 
mit  P,  P'y...  gleichwirkend ,  und  es  muse  m  für  sich 
ine  Gleichgewicht  kommen ,  wenn  an  ihm  noch  die 
Kräfte  /*,  P\ . .. ,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  ge- 
nommen ,  angebracht  werden.  Dies  liefert  nee  folgendes 
Resultat  i 

Sind  Kräfte ,  welche  auf  ein  System  sich  berüh- 
render frei  beweglicher  Körper  *,  4,  c>...  wirken p  he 
Gleichgewichte ,  so  ist  es  möglich,  an  den  Stellen,  in 
denen  irgend  einer  der  Körper,  a,  die  übrigen  A,  ^«.. 
berührt ,  Gegenkräfte  (f.  195.)  tm  solcher  Inteesitit 
anzubringen,  dasa  sowohl  der  Körper  m  für  sich,  äß 
das  System  der  einander  berührenden  Körper.  b9  *,••• 
für.  sich  j  in  den  Zustand  des  Gleichgewichts  kommt 

6)  Man  bringe  nun  an  dem  Systeme  von  a9S,c^df^j 
wie  es  ursprünglich  gegeben  war,  diese  Gegenkräfte 
wirklich  an.  Wegen  des  Gleichgewichts,  welches  hi*t- 
dorch 'das  System  von  6,c,d,...  für  sich  erlangt,  kenn 
man  gleicher  Weise  an  den  Berührungsstellen  eisse 
dieser-  Körper  t  mit  .den  übrigen  c,  rf,...  solche  Ge- 
genkräfte hinzufüget),  dass  nächst  a  noch  b  für  sisb 
und  das  System  voa  0,  rf, ...  für  sioh  im  Gleich- 
gewichte sind.  Durch  Wiederholung  desselben  Ver- 
fahrens an   dem  Systeme  von  e9  «^...    kamt 
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ea 'ferner  bewirken,  dass  ausser  0  und  b  rioch  e  ftr 
rieh  und  das  System  der  noch  übrigen  Körper  rf,... 
ftr  rieh  Im  Gleichgewicht  kommen ,   und  kann  diese 
Operation  se  lange  fortsetzen,  bis  jeder  Körper  des 
aaf&ngliofaen  Systems  einzelir  im   Gleichgewichte   ist. 
Alsdann  sind  nach  nnd  nach  an  all  erstellen,  in  denen 
iwei  Körper  des  Systems  sich  berühren,   umd  wo   es 
8)  für  nöthig  zu  erachten  war,  Gegenkräfte  hin- 
werden, und  man  hat  somit  folgende,  der  in 
f»  IM»  ffe  nur  zwei  Körper  erhaltenen  ganz  analoge, 
Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  Systeme  gefunden: 
Sollen  Kräfte,   welche  auf  .ein  System   einander 
berührender  nnd  an  sieh  frei  beweglicher  Körper  wir- 
t«a,  einander  das  Gleiohgewioht  halten,  «jo  müss  es 
BÖffKeh  seyn,   an  den   Berührungsstellen  der  Körper 
Gegenkräfte  von  solcher  Intensität  anzubringen,  dass 
m  Jedem  Körper  besonders  die  ursprünglichen  Kräfte 
■ift  den  an  ihm  angebrachten  im  Gleichgewichte  sind. 
Dass  diese  noth wendige  Bedingung  des  Gleichge- 
risbtn  anch  stets  hioreiehend  ist,  wird  eben  uo,  wie 
in  §.  190.  bewiesen.  Lassen  sieh  nämlioh  an  dem  Sy- 
tfemc  Äsr  einander  berührenden  'Körper  solche  Gegen- 
bitte hinzufügen,  dass  jeder  einzelne  Körper  in»  GIeioh* 
gteisht  kommt,   und  somit  anch   das   ganze  8ystem 
hl  Gleichgewichte   ist,     so    mnss  das*  System    auch 
4ns  Anbringung  von  Gegenkräften 'ihn  Gleichgewichte 
nyny  da  Je  zwei  zusammen  gehörige  Gegenkräfte  ftr 
d*  ha  Gleichgewichte  sind,  und  daher  .Met  dieser 
Pure  *Snc  8töraog  des  Gleichgewichts  des  Systems 
iMbr  entfernt  werden  kann. 


•  .•■ 


♦•206. 
Ntektrlgliobe  Seiner klingen,  a.  Nsebdem  bei 
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den  Berührungsstellen  von  a  mit  b9  <?...  mibe* 
liehe  Zwisohenpunkte  A9A'9...  eingeschoben,  dorfi 
per  a  abgesondert  und  hierauf  A  in  der  Flftohe  v» 
beweglieh  angenommen  worden  war,  wurde  im  Fi 
dass  durch  die  Beweglichkeit  von  A  das  Gleiohgewi 
verloren  gieng,  ey  A  eine  auf  b  normale,  das  Glei 
gewieht  wieder  herstellende  Kraft  P  angebracht. 

Geht  das  Gleichgewicht  dadurch,  dass  man  A 
weglieh,  macht,  nicht  verloren,  so  können  zwei  Fi 
eintreten.  *  Denn  entweder  sind  die  noch  übrigen  üb 
weglichen  Punkte  A\  A",...  in   solcher  Apxahl  i 
Lage  vorhanden ,  dass  keine ,  auch  noch  so  grosse 
A  angebrachte  und  auf  b  normal  gerichtete  Kraft 
wegung  hervorbringen  kann  5  oder  es  ist  jede  auch  n 
so  geringe  Intensität  dieser  Kraft  vermögend,   das 
stehende  Gleiohgewioht  aufzuheben.    Letzterer  Fall 
eignet  sich  s«  B.  dann,  wenn  0  nur  einen  der  ubrij 
Körper. berührt,  und  wenn  die  auf  a  ursprünglich  1 
kenden  Kräfte  'für  sich,  also  auch  die  ursprüngfici 
Kräfte  an  by  c,...  unter  anander,  im  Gleiohgewk 
sind. 

Im  letztem  Falle  ist  daher  die  an  A  aasubringei 
Kraft  notwendiger  Weise  =  0;  dagegen  kann  ■ 
im  erstem  au.A  eine  Kraft  P  von  beliebiger  Int« 
tat  setzen,  Und  eben  so  ist  es  möglich,  dass  noch 
einigen  de*  übrigen  Zwisohenpunkte  A'y  A",...>  na 
dem  sie  in  den  Flächen,  welche  sie  berühren,  bewi 
lieh  gemacht  worden,  normale  Kräfte  /*,  /?",•••  1 
willkührlioher  Intensität  angebracht  werden  können. 

Statt  also  naeh  dem  vor.  §•  an  demjenigen  vm 
den  Punkten  A9  A\ . . . ,  durch  deren  Bewegliehmachn 
das  Gleiohgewioht  nooh  nicht  verloren  geht,  keine  Krfi 
anzubringen,  kann  man,   grösserer  Allgemeinheit  1 


Gleichgewicht  bei  mehrern  ferbundenen  Körpera.  48 

Im,  jedoch  mit  Ausnahme  des  letztem  der  oben  ge- 
dachten zwei  Fälle,  normale  Kräfte  Py  /*',...  von  will- 

kühriieher  Intensität  auf  sie  wirken  lassen   und   hior- 

• 

■ach  die  zur  Erhaltung  des    Gleichgewichts  nöthigen 
latensitäten  der  Kräfte  an  den  nooh  übrigen  Punkten 
bestimmen.  Bringt  man  hierauf  sämmtliohe  Kräfte  /*,/*,.,. 
u  deaFläehen  von  £,  e, . . .  selbst,  und  an  dem  wieder  hin- 
ugefijgten  Körper  a  die  direot  entgegengesetzten  —P> 
—  /*,...  an,  so  wird  nunmehr  eben  so,  wie  vorbin,  so- 
vehl  a,  als  das  System  von  A,  e,...,  jedes  für  siob, 
m  Gleichgewichte  erhalten.    Auf  gleiche  Weise  kann 
■an  auoh  hinsichtlich  der  an  6  und  c9  </,...  anzubrin- 
genden Gegenkräfte  zu  Werke  gehen  u.  s.  w.     Die 
fcrans  zuletzt  sioh  ergebende  Bedingung  für  das  Gleich- 
gewicht des  ganzen  Systems  aber  ist  mit  der  im  vor.  §• 
«gesprochenen  einerlei. 

k  In  Nr.  4.  des  vor.  §.  wurde  gezeigt,  wie  nach 
Wegnahme  Irgend  eines  der  Körper,  a,  von  den  fibri- 
pm  J,  <?,..»  diese  übrigen  ein  System  bilden,  welches 
fach  Anbringung  der  Kräfte  P>  /*,...  fiir  sich  ins 
Gleichgewicht  kommt  Es  kann  aber  auoh  geschehen, 
im  die  nach  Wegnahme  von  a  übrig  bleibenden  Kör- 
pr,  statt  eines,  zwei  oder  mehrere  Systeme  ausma- 
len, welche  vorher  durch  a  zu  einem  einzigen  verei- 
ligt  waren.  Die  Bündigkeit  der  nachfolgenden  Schlüsse 
*H  hierdurch  keineswegs  beeinträchtigt.  Denn  eben 
»i  wie  vorhin,  wird  auoh  in  diesen  Fällen  das  Gleich- 
gewicht bei  jedem  der  einzelnen  Systeme,  welohenach 
Wegnahme  von  a  entstehen,  duroh  die  unbeweglichen 
hakte  A9  A9...  und  naoh  Absonderung  dieser  Punkte 
fach  die  normalen  Kräfte  P,  /*',.••  erhalten;  an  a 
leihst  aber  werden  gleichfalls,  wie  vorhin,  die  Ursprung- 
f    lohen  Kräfte  mit  —  Py  —  /",.••  im  Gleichgewichte  seyn. 
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f.  207. 

In  dem  Bisherigen  wurde  jeder  Körper  des  Syste 
ab  frei  beweglich  angenommen.  Setzen  wir  jetzt,  c 
in  §•  205.  betrachtete  Körper  a  sey  unbeweglich,  « 
somit  jeder  der  übrigen  nur  innerhalb  gewisser  Gn 
zen  beweglich,  so  erhellet  eben  so,  wie  dort,  da 
wenn  das  System  im  Gleichgewichte  ist,  sieh  in  d 
Berührungspunkten  yon  a  mit  den  Übrigen  Körpern 
*,.'••  normale  Kr&fte  P,  #*,...  an  b>  cy...  anbring 
lassen,  so  dass  diese  Körper  anch  nach  Wegnahi 
ron  a  in  Ruhe  bleiben.  Ein  Gleiches  gilt,  wenn  mi 
rere  Körper  des  Systems  unbeweglich  angenomm 
werden;  anch  kann  man  mehrere  unbewegliche  Kör| 
immer  u\%  Theile  eines  einzigen  unbeweglichen  betrat 
ten."  Da  nun  die  Kr&fte  — P,  — /">•">  an  dem  l 
beweglichen  a  angebracht,  Ton  keiner  Wirkung  flii 
so  findet  die  in  §.  205.  erhaltene  noth wendige  Bei 
gong  des  Gleichgewichts  anch  bei  der  UnbewegfieUo 
ektet  oder  mehrerer  Körper  des  Systems  völlige  A 
wemhmg;  und  eben  se,  wie  zu  Ende  jenes  §.,  wf 
auch  fiir  gegenwärtigen  Fall  bewiesen,  dass  diese  Ml 
wendige  Bedingung  zugleich  hinreichend  ist. 

Mag  also  jeder  Körper  des  System*  an  sieh  Jf\ 
beweglich^  oder  mögen  einer  oder  etliche  der  selb* 
unbeweglich  seyn,  mögen  sie  ferner,  wie  bisher  m 
genommen  wurde,  durch  gegenseitige  Berührt^ 
ihrer  Flachen  zusammenhängen,  oder  auf  eine  di 
andern  in  §•  196.  bemerkten  Arten  mit  einander  es* 
banden  seyn  (§.  205.  1.),  so  besteht  immer  die  mil 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Oleiebgi 
wichts  in  der  Möglichkeit,  in  den  Begegnungsmuni 
ten  der  Körper  Gegenkräfte  (§.  199.)  von  sobhi 
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£*  anzubringen,  das*  jeder  bewegliche  Kor- 
sich  im  Gleichgewicht  Aümmt.] 
Endlich  ist  Jioeh  zu  bemerken,  dass  auob  hier,  wie 
a  §.  200.,  die  Gegenkräfte,  wenn  sie  völlig  bestimmte 
Warthe  haben,  die  Pressungen  ausdrücken,  welohe  die 
Körper  in  den  Begegnnngspnnkteo  auf  einander  ausüben. 

Gleichung   der   virtuellen   Geschwindigkeiten    bei 
■  it  einander  verbundenen  Körpern. 

f  208. 

In  dem  ersten  Theile  der  Statik  (§.  178.)  ist  (wa- 
msen worden,  dass,  wenn  Kräfte,  die  auf  einen  frei 
kwegliohen  Körper  wirken,  im  Gleichgewichte  sind, 
bei  einer  unendlich  kleinen  Yerriiokung  des  Korpers 
fis  8omme  der  Produote  ans  jeder  Kraft  in  die  vir- 
tafle "  Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes  jederzeit 
mD  ist.  Wir  wollen  nun  die  eben  entwickelte  Bedin- 
pag  für  das  Gleichgewicht  mehrerer  mit  einander 
mfcundener  Körper  zunächst  dazu  benutzen,  dass  wir 
■  sagen,  wie  jenes  Princip  in  völliger  Allgemeinheit  auch 
Wi  jedem  dergleichen  Systeme  Anwendung  findet  In 
iaser  Absicht  werden  wir  die  Gültigkeit  des  Prin- 
djs  zuerst  für  zwei  in  dem  liegegnungspunkte  zweier 
Kirper  angebrachte  und  sioh  immer  das  Gleichgewicht 
Uteade  Gegenkräfte  darthun. 

1)  Seyen  a  und  b  zwei  Körper,  welche  sioh  mit 
Ina  Fliehen  in  einem  Punkte  berühren,  Heisse  C 
(Fig.  SL)  der  Punkt  des  Raums,  in  welchem  die  Be- 
fibnug  statt  findet,  und  A  und  B  seyen  die  zwei  in 
C  sasammentreffenden  Punkte  in  den  Oberflächen  der 
Kfcper  a  und  b,  die  gemeinschaftliche  Normale  der 
■dea  Fliehen  in  dein  Berührungspunkte  C  heisse  c. 
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2)  Werde  nun  das  System  der  beiden  K5r| 
ein  anendlich  Weniges  verrückt,  ohne  dass  si 
za  berühren  aufhören  (§•  189.).  Den  Punkt  de 
mes,  in  welchem  jetzt  die  Berührung  geschieht, 
man  C'r  und  die  jetzige  Normale  in  der  Ber 
sey  d.  'Die  beiden  Punkte  A  und  B  in  den  C 
ohen,  welche  vorher  mit  C  zusammentrafen,  i 
jetzt  niobt  mehr ,  wenigstens  nicht  im  Allgemein« 
C  coineidiren,  weil  sich  die  eine  Fläohe  an  i 
detfn  zugleich  verschoben  haben  kann.  Seyen 
Af  und  HP  die  Stellen  des  Raums,  welche  nunnu 
Punkte  A  und  B  der  Oberflächen  einnehmen. 

3)  Weil  hiernaoh  Ä  und  Bf  in  den  Fläch 
endlich  nahe  bei  dem  Berührungspunkte  C  dl 
tern  nach  der  Verrüokuug  liegen,  so  ist  der  1 
der  Geraden  A?  Bf  mit  c'  unendlich  nahe  ein  n 
und  weil  cf  mit  c  nur  einen  unendlich  kleinen  1 
macht,  so  ist  auch  der  Winkel  von  AB'  mit 
einem  rechten  unendlich  wenig  verschieden«  Sini 
lieh  F  und  O  die  rechtwinkligen  Projectionen  -i 
und  Ä'  auf  c,  so  ist  FO  als  vorschwindend  odi 
gegen  A!  Bf  und  gegen  die  andern  kleinen  Grosse 
durch  die  Verrückung  bestimmt  wird,  zu  betrad 

4)  Lassen  wir  nun  auf  die  in  C  anfangs  oo 
renden  Punkte  A  und  B  der  Körper  zwei  eil 
gleiche  Kräfte  nach  entgegengesetzten  in  die  Non 
fallenden  Richtungen  wirken.  Diese  Kräfte,  welche 
— Pheissen,  halten  sich  nach  §.195.  dasGleichgi 
Die  virtuellen  Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffsp 
d.  u  die  Verrückungen  AA  und  BW  dieser  P 
projieirt  auf  die  Richtungen  der  Kräfte,  sind  C 
CG\  folglich  die  Summe  der  Producte  aus  den 
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ten  in  die    virtuellen   Geschwindigkeiten    =  CF .  P 
—  CG.P=GF.P=Q. 

5)  Hiermit  ist  das  Prinoip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten för  das  Gleichgewicht  zweier  bei  der  Flächen- 
berührung  anzubringenden  Gegenkräfte  erwiesen.  Ganz 
md  eben  die  Art  wird  es  für  zwei  Gegenkräfte  darge- 
than,  die  beim  Zusammentreffen  einer  Fläche  mit  einer 
Lhne  oder  mit  einem  Punkte,  oder  bei  der  Begegnung 
iweier  Linien  wirksam  sind.  Denn  in  allen  diesen  Fal- 
ke hat  die  Normallinie  bei  der  Berührung,  als  in  wel- 
jobe  die  Richtungen  der  Gegenkräfte  fallen,  eine  duroh 
ie  Elemente  der  Berührung  vollkommen  bestimmte 
Lage,  und  es  wird  wie  vorhin  gezeigt,  dass  die  zwei 
■Anglich  zusammenfallenden  Punkte  A  und  B  nach 
teer  unendlich  kleinen  Verrüpkung  in  eine  Lage  kom- 
■n,  bei  welcher  ihre  gegenseitige  nach  der  Normal- 
fais  geaehätate  Entfernung  von  einer  höhern  Ordnung  ist. 

6)  Was  den  Fall  anlangt,  wenn  ein  bestimmter 
hakt  B  des  einen  Körpers  in  einer  bestimmten  Linie 
im  andern  beweglich  ist,  so  heisse  A  der  Punkt  der 
Laie,  wo  sich  B  befindet.  Gelangen  nun  nach  der 
Ttrröckung  beider  Körper  A  nach  A!  und  B  nach  B9 
m  fat  A!B  ein  Element  der  Linie  in  ihrer  zweiten 
Lege  und  steht  daher  auf  der  duroh  A'  gelegten  Nor- 
wlsbene  dieser  Linie,  folglich  auch  auf  der  Nor- 
atjebeoe  durch  den  Punkt  A  der  Linie  in  ihrer  er- 
4m  Lage,  nnendlioh  nahe  rechtwinklig,  und  die  recht- 
vMBge  Projeetion  von  A'tf  auf  jede  in  dieser  letz- 
te* Normalebene  durch  A  gezogene  Gerade  ist  von 
km  zweiten,  oder  einer  höhern  Ordnung.    Da  nun  von 

auf  A  und  B  wirkenden  Gegenkräften  die  Rioh- 
immer  in  irgend  einer  der  durch  A  auf  die 
Gurre  zu  setzenden  Normallinien  liegen  müssen,  so  ist 
II.  4 
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auob  in  diesem  Falle  die  Protection  von  Al  B  auf  die 
Richtung  der  Gegenkräfte  jedeneit  von  einet  hoben 
Ordnung,  als  der  ersten,  woraus  das  Uebrige,  wie  in 
*),  felgt 

7)  Sind  endlich  A  nnd  B  zwei  unzertrennliche 
Punkte  aweier  Körper,  so  ooinoidiren  nach  dar  Vor- 
rüokung  auch  A  und  2P.  Welches  daher  auch  die 
ohne  Weiteres  hier  poch  unbestimmt  bleibende  Hieb- 
tung  der  Gegenkräfte  seyn  mag,  so  fallen  die  Pro* 
jeotionen  von  A!  und  B  quf  diese  Richtung  immec  ■•- 
sammen^.und  das  Princip  ist  folglich,  auch  hier  gültig. 


f    209. 

Seyen  wiederum  zwei  an  sieh  frei  bewegliehe  fti» 
per-  a  und  t  m  einem  Punkte  mit  einander  isilinadsnj 
treffe  dfeselbst  der  Punkt  A  von  a  mit  dem  Ptadtte  i 
von  b  msammen,  und  die  Art  der  Verbindung'  tey  fc- 
gend  eine  der  vorhin  aufgezähltem     Auf  die  Pauk» 
Al9  A2J...  des  a  wirken  die  Kräfte  Pl9  Pt,...wi 
auf  die  Punkte  Bt ,  B2,...  de»  *  die  Kräfte  4t,  Q„... 
und  das  System  beider  Körper  sey  im  Gleichgewicht* 
Seyen,  wie  hierzu  erfordert  wird,  P  und  Q  die  iwot.k 
A  und  ^anzubringenden  Gegenkräfte,  so  dass  jed« 
der  drei  Systeme:   P,  Piy  P2J...  2)  Q,  Qlf  Q„... 
3)  P>  Q,  för  sich  im  Gleichgewichte  ist    WM  mm  J* 
eine  der  beiden  Körper  beliebig ,  und  der  andere  ssf 
irgend  eine  Weise  so  verrückt ,   wie  ee  seine-  Vertit 
dungsart  mit  dem  erstem  zulässt,   und  beseichaea  fi 
**i» />!»•••  9>  fl9  ?!,...  die  dabei  statt  findenden  ffc 
tuellen  Geschwindigkeiten  der  Angriffspunkte  A,  Ax% 
A„...  By  BkJ  B2)i..  so  ist  nach  §•  178. 


*•*- 


Gfekfcgewkbt  M  metaern  vcrbandezes  Körpern.  tf  f 

*>  +  P*Pi  +P2P2  +..'.=«, 

und  0=/>  +  #jr, 

nl  €=— P,  und  Dach  vor.  §.  för  jede  Verbindung«, 
t  p  es  f  ist.    Addirt  man  aber  diese  drei  Gleichungen, 
kommt: 

*\/V+  P*Pz  +  —  +  Öi  9i  +  Q2  9%  +  •••  =  0> 
idaroh  die  Riohtigkeit  des  Principe  für  zwei  sich  in 
HB  Punkte  begegnende  Körper  bewiesen  ist 

Sind  iwei  oder  mehrere  Punkte  ^  «*4',...dea  einen 
bpera  mit  eben  so  vielen  B>  &>...  des  andern  auf 
fand  eine  Weise  verbunden,  A  mit  B>  Jt  mit  ff>  etc. 
d  sind  resp.  /*,  Z*,...  Q>  #',.••  die  an  ihnen  beim 
eiehgewichte  anzubringenden  Gegenkräfte;  p>  />',••• 
/,...  aber  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  derPunkte, 

ttfart  die  Bedingung,  dass  an  jedem  Körper  die  ur- 
iJagliiihen  Kräfte  mit  den  hinzugesetzten  Gegeukräf- 
1  im  Glsiohgewiohte  sejn  müssen ,  zn  den  zwei  Giei- 
Mgen: 

Pp+Pp+...  +  Plpl+IßiP2  +  ...  =  09 

Ana  gleiehem  Grunde,  wie  vorhin,  ist  nun  auch 
m  />+#?  =  (),  und  eben  so  />'  +  C/=0,  etc. 
i  man  gelangt  daher  durch  Addition  der  beiden  Glei- 
sagen  zn  derselben  Gleiebung  der  virtuellen  Ge» 
hrindigkeit  en ,  wie  vorhin. 

Ist  einet*  der  beiden  Körper,  s.  B.  69  unbeweglich, 

sind  ?>/>•••  9t  9  ^2,...  =  0.  Hiermit  wird  die  zweite 

Mi  Gleichungen  von  selbst  erfüllt    Weil  aber  stets 

teafj  ff  =  /,  etc.  so  sind  auch  /*,  //,...  =  0.     Hier- 

«ch  redneart  sich  die  erste  Gleichung  auf 

4* 
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und  druckt  somit* das  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten  für  die  zuletzt  gemachte  Annehme  ans. 

f  210. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  lässt  sich  die  Gültigkeit  des 
Principe  auch  für  ein  System  von  drei  oder  mehren 
mit  einander  verbundenen  frei  beweglichen  Körpers 
darthun.  Zuerst  nämlich  wird  für  jeden  Körper  beson- 
ders die  Gleiobung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für 
das  Gleichgewicht  zwischen  den  ursprünglich  auf  iha 
wirkenden  Kräften  und  den  an  ihm  in  den  Begegnung»- 
punkten  mit  den  übrigen  Körpern  anzubringenden  6c» 
genkräftefl  (f.  207.)  aufgestellt.  Man  addirt  hierauf 
alle  diese  Gleichungen,  und  weil  je  zwei  an  derselbe« 
Begegnung  gehörige  Gegenkräfte  für  sich  im  Gleich- 
gewichte sind,  so  werden  sich  in  der  erhaltenen  Sonuas 
je  zwei  Glieder,  welche  zwei  zusammengehörige  Ge- 
genkräfte enthalten,  für  sich  aufheben,  und  mithin  nir 
die  von  den  ursprünglichen  Kräften  herrührenden  Glie- 
der zurückbleiben.  Die  Summe  dieser  Glieder,  d.  k 
die  Summe  der  Producte  aus  jeder  ursprünglichen  Kraft 
in  die  virtuelle  Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes, 
wird  folglich  auch  hier  null  seyn. 

Sind  unter  den  Körpern  des  Systems  einer  od* 
etliche  unbeweglich,  so  ändert  sich  der  Gang  des  ebss 
angedeuteten  Beweises  nur  dahin  ab,  dass  man  Moai 
für  die  beweglichen  Körper  Gleichungen  aufstellt  ml 
in  diesen  Gleichungen  die  Glieder  weglässt,  welche  4t 
Gegenkräfte  enthalten,  die  an  den  beweglichen  Kfr 
pern  bei  den  Begegnungsstellen  mit  den  unbeweglich* 
anzubringen  sind,  indem,  wie  sohon  im  vorigen  f.  1+ 
inerkt  worden,  an  diesen  Stellen  die  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten jederzeit  null  sind.    In  der  Summe  sl- 
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r  Gleichungen  heben  sioh  dann  die  von  den  Begeg- 
mgen  Je  zweier  bewegliehen  herrührenden  Glieder 
ben  so,  wie  vorhin,  paarweise  auf,  und  man  kommt 
iederum  zu  dem  Resultate,  dass  dfe  Summe  der  in 
im  virtuellen  Geschwindigkeiten  multiplieirten  Kräfte 
si  Jeder  mögliohen  unendlieh  kleinen  Yerrtteknng  des 
ystmss  null  ist 

Hiermit  ist  das  Prineip  für  alle  mögliohen  Arten  . 
■wiesen,  naeh  denen  Körper  in  beliebiger  Anzahl 
■roh  unmittelbare  Begegnung  mit  einander  verbunden 
vjm  können.  Selbst  biegsame  Linien  oder  Fäden  und 
iogsame  Flächen  sind  davon  nieht  ausgeschlossen,  da 
md  eine  dergleichen  Linie  oder  Fläche  als  ein  System 
■— dlieh  kleiner  unbiegsamer  mit  einander  verbunde- 
m  Körper  betrachten  kann. 

f    211. 

Es  ist  noch  übrig,  den  umgekehrten  Satz  zu  be- 
ftisen,  dass,  wenn  bei  jeder,  der  Verbindungsweise 
tar  Körper  nieht  widerstreitenden,  Yerruokung  die  Glei- 
bmtg  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  erfüllt  wird, 
is  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind.  Dieser  Beweis 
nach  Laplaee  •)  und  Poisson  **)  also  geführt 


-  #?äre  bei  jeder  mögliohen  Verrückung  des  Systems 
ftp%  +]P2p2  + . . .  =  0,  fände  aber  demungeachtet  Be- 
mgusg  statt  und  fingen  dieser  zufolge  die  Angriffspunkte 
4*4%$—  «^  Da°h  den  Richtungen  AxBiy  A2B2J... 
v  bewegen  an,  so  miisste  es  möglich  seyn,  nach 
taa  entgegengesetzten  Richtungen  B%  Aiy  BtA.i7... 


*)  Mfaaique  Celeste,  livre  1.  cbap.  III. 

••)  TitÜ6  de  mecasique.  boc.  cdit.  tomö  I.  Nrv.  330. 


/         ■ 
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Krftfte  von  passenden  Intensitäten  #,,  Ä,,...  an 
uiiy  A29...  anzubringen,  wodurch  diese  -Bevtgu- 
gen  aufgehoben  und  Gleichgewicht  herbeigeführt  würde. 
Bezeichnen  daher  fty  y8,...  die  bei  irgend  einer 
Verrückung  de«  Systems  nach  den  Richtungen  von  Qn 
#*>•••  geschätzten  Wege  Von  Al9  *<f2,...,  so  mfisste, 
wegen  des  Gleichgewichts  zwischen  /*!,...  ■■Ä  9i>*«*» 

seyn,  mithin  auch  wegen  der  vorausgesetzten  Glei- 
chung: 

.  Qi9i  +Q%?2  +  —  =  0. 
Dieses  ist  aber  nicht  möglich«  Denn  wählen  wir 
zu  den  unendlich  kleinen  Yerrüokungen  von -4,,  <4S»~ 
die  Linien  selbst,  welche  diese  Punkte  nach  den  Rich- 
tungen Ax  Bvy  A2B2.„  wegen  des  nicht  statt  finden- 
den Gleichgewichts  im  ersten  Zeitelemente  beschreiben- 
sollen,  so  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  fl9fs9..» 
mit  diesen  Linien  identisch  und  haben  direet 
gesetzte  Richtungen  von  Qa,  $*,•••  Mithin  wäre 
jedes  der Producte Q%919  Q2 9% > •  ♦•  negativ,  oder 
ein  Theil  derselben  negativ,  und  die  übrigen  null,  Je 
nachdem  entweder  alle  Angriffspunkte,  oder  nur  etliche 
derselben  sich  zu  bewegen  anfingen.  Die  Summe  die. 
ser  Producte  könnte  folglich  nicht  null  seyn.        9 

» 

So  einfach  dieser  Beweis  auch  ist,  so  scheint  er 
mir  doch  in  der  Statik  nicht  wohl  zulässig,  indem  der 
dabei  gleich  Anfangs  zu  Hülfe  genommene  Satz  erst 
in  der  Dynamik  volle  Evidenz  erhalten  kann,  wo  nickt 
bloss  Kräfte  und  deren  Angriffspunkte,  sondern  sack 
die  von  den  entern  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten der  letztern  in  Betracht  kommen.  Es  dürfte  daher 
nicht  überflüssig  seyn,   wenn  ich  einen  Beweis  hinm- 
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9 

fige,  der»  wenn  gleieh  weniger  einfach ,  doch  dieses 
fir  «eh  hat ,  dass  er  bloss  auf  den  bisher  angewende- 
ten wunds&tsen  beruht 

f  212. 

Man  denke  sieh  ein  System  von  n  bewegliehen 
Körpern  m>  6>  *>•••,  die  mit  einander  und,  wenn  man 
will,  noch  mit  andern  unbeweglichen  Körpern  anf  belie- 
bige Weise  verbanden  sind*  Auf  diese  Körper  wirken 
Ca  Krittle*  P t,  jP2,«.*  $n  43,«..  Ä4,  /t2,««.  und 
^t  §  Ptf*  f\i  9f*  **i*  fiv**  seyen  die  virtuellen 
Cfocchwindigkeiteu  der  Angriffspunkte  der  Kräfte.  Von 
diesem  Systeme  wollen  wir  nun  der  Reihe  nach  fol- 
gende Sitae  beweisen: 

L  Wirken  nur  auf  einen  Körper  a  des  Systems 
Kilfte  Pxi  iPt,...  und  ist  SPtpt  bO,m  bemüht 
Gleichgewicht 

Beweis.  Die  Kräfte  Pl9  /%,...  sind  entweder 
hu  Gleichgewichte,  d.  h.  auch  dann  noch,  wenn  a 

den  übrigen  Körpern  des  Systems  isolirt  wird  \  oder 
sie  lassen  sich  anf  eine  Kraft  /*,  oder  auf  swei  nicht 
weiter  redacirbare  Kräfte  P$  Q  surUckführeu. 

Im  ersten  Falle  ist  der  an  erweisende  Satz  für 
sieh  klar. 

Im  zweiten  Falle  (hat  man  bei  jeder  möglichen 
Verrüekung  des  Körpers  a,  wenn  er  gans  frei  ist 
(f.  178,),  und  folglich  auch,  wenn  er  dnreh  unbeweg- 
liche Körper  an  seiner  Beweglichkeit  zum  Theil  ge- 
hindert isti  SPtpgs=sPp9  folglich  p  —  Oi  d.  h.  der 
Angriffspunkt  A  der  Kraft  P,  —  ein  Punkt  des  Kör- 
pers o,  —  ist  entweder  unbeweglich,  oder  in  einer  un- 
beweglichen, anf  der  Richtung  von  P  normalen  Linie 
oder  Fliehe  beweglich.    Die  Kraft  P  kann  folglich 
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niemals  den  Punkt  A  (f.  192.  «.),  also  auch  nicht 
das  System,  in  Bewegung  setzen;  mithin  könnap  es 
auch  nicht  die  mit  P  gleich  wirkenden  Pl9  /**»••• 

Im  dritten  Falle  ist  SPlpi=Pp+QyJ  und  daher 
J*p  +  Q(/  =  0.  Man  nehme  den  Angriffspunkt  B  der 
Kraft  Q  unbeweglich  an,  so  wird  ?=0,  folglich  auch 
p  =  0y  d.  h.  die  Kraft  P9  welche  von  den  zweien  P 
und  Q,  bei  der  angenommenen  Unbewegliohkett  tob 
B,  allein  noch  tbätig .  seyn  kann,  vermag  k wie  Bewe- 
gimg zu  erzeugen  (vor.  Fall)*  Es  muss  mithin  mög- 
lich seyn,  an  B  eine  Kraft  &  anzubringen,,  welche, 
wenn  B  wieder  beweglich  gesetzt  und  Q,  weggelassen 
wird,  der  P  das  Gleichgewicht  hält  (f.  190».  HL). 
Hiernach  ist  Pp  +  (tg'  =  0  (f.  210.),  folglich  Qf 
—  ($(f  =  0.  Da  nun  Q  und  —  Q!  auf  einen  and  de» 
selben  Punkt  B  wirken  und  daher  auf  eine  einsige  Kraft 
reduoirt  werden  können,  so  halten  sie  in  Folge  letal» 
rer  Gleichung  einander  das  Gleichgewicht  (vor.  Fall); 
mithin  sind  auch  P9  #,  Q>  —  #,  d.  L  P  und  #,  alse 
auch  die  damit  gleich  wirkenden  Plf  P2>...  im  Gleich- 
gewichte. 

IL  Wenn  auf  zwei  Körper  a  und  6  des  Syste» 
resp.  die  Kräfte  Pl9  P2y...  und  0lf  «,,.••  wirke*, 
und  2Plpl+2Qlyl=Q  ist,  so  herrscht  Gleichge- 
wicht. 

Beweis.  Man  nehme  b  unbeweglich  an,  so  wer 
den  yXJ  y^,...  =  0,  und  die  Gleiqhang  reduoirt  sieh 
auf  SPtpt  =0;  mithin  findet  dann  Gleichgewicht  statt 
(I).  Setzt  man  hierauf  b  wieder  beweglich,  ohne  je- 
doch die  Kräfte  gt,  g2,.v  auf  *  wirken  zu  lasses, 
so  muss  es  möglich  seyn,  an  *  eine  oder  zwei  KrlA» 
Q  und  Q!  anzubringen,  wodurch  das  Gleichgewicht  sc- 
halten wird.    Bei  dem  hinsichtlich :  seiner  Bewegfiehkeft 
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r  kl  den  anfänglichen  Zottand  versetzten  Systeme 
her  2PlPl+Q9+Q'9'  =  Q  (f  210,),  folglich 
IQifi  — Öf  —  ö'/  =  0,  woraus  wir  sehliessen, 

Beiuifi  wirkenden  Kräfte^,  «2> 0,  —Qf 

sh  im  Gleichgewichte  sind.  Da  es  nun  auch  Piy 
,  ^^  ao  a  und  *  sind,  so  können  auch  alle 
Kräfte  in  Vereinigung,  <L  L  Piy  P2>...  Qiy 
.,  keine  Bewegpng  des  Systems  hervorbringen« 
K»  Wenn  auf  drei  Körper  «,  *  und  c  des  Systems 
rifte  Piy  P3>..*\  Qiy  Ö2,m.  und  Ä15  Äa,... 
i,  und  SP,  Pl  +  SQt  fl  +  SBlrl  ^0  ist,  so 
Gleichgewicht  statt. 

leweis.  Man  lasse  e  unbeweglich  werden,  so 
n  r„  ra,...  =  0,  also  IP^,  +  2«^,  =0, 
las  System  ist  nach  vorigem  Satze  im  Gleiohge» 
u  Giebt  man  hierauf  dem  c  seine  Beweglichkeit 
r,  entfernt  aber  die  ursprünglich  auf  e  wirkenden 
1  J?i,  i?,,..*,  so  wird  man  das  Gleichgewicht 
en  können,  indem  man  an  c  zwei  Kräfte  Jt  und 
der  auch  nur  eine,  anbringt.  Alsdann  ist  folg- 
ri  jeder  Verrüokung  desSystems:  SP%pt  +  2QX  fk 
+  /Tr'  =  0,  mitbin SR.r,  —  Jfr— ÄV=0*  Es 
si  daher  an  c  die  Kräfte  Riy  Aa,...— -A^ — JF 
eh  im  Gleichgewichte  seyn.  Hieraus  aber  folgt 
rrbindung  mit  dem  Gleichgewichte  zwischen  Pxy 
.  Äo  #,,...  Ä,  /?  das  zu  erweisende  Gleich- 
ht  zwischen  Piy  /*2,...  £t,  $,,•••  iSt,  <A2,*.. 
V*  Wirken  auf  mehrere  oder  alle  Körper  des  Sy* 
Kräfte,  und  besteht  zwischen  diesen  Kräften  die 
lung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  so  ist  das 
n  im  Gleichgewichte» 

teweis.  In  I.,  II.  und  III.  wurde  dieser  Satz  für 
peciellea  Fälle  dargethan,  wenn  auf  einen,  zwei, 
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oder  drei  Körper  de«  Systems  Kräfte  wirken«  Eben 
eo  aber,  wie  dabei  von  einem  Körper  auf  zwei,  «ad 
▼oa  zweien  anf  drei  geschlossen  werde,  so  Hast  sieh 
Ten  dreien  auf  vier  n.  s.  w.  und  mietet  anf  alle  Kör- 
per des  Systems  ein  Schinss  maoben; 


f  213. 

Ans  der  Gleichung  der  virtuellen  ßeeebwmdigkei- 
ten,  insofern  sie  für  einen  emsigen  frei  bewegliches 
Körper  galt,  werden  in  f.  182.  nad  §•  lWk  dnreh  In- 
tegration zwei  Functionen  abgeleitet,  deren  fade  haha 
Znstande  des  Gleichgewichts  ihren  grössten  oder  klein- 
sten Werth  erreichte.  Da  nun ,  wie  jetzt  erwiesen  wer 
den,  die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeit« 
auch  anf  jedes  System  mit  einander  verbundener  Kir» 
per  anwendbar  ist,  so  werden  die  dort  gefunden* 
Functionen  auch  gegenwärtig  Mamma  odm  BDauas 
seyn. 

Es  ist  daher,  um  nur  der  ersten  dieser  Functio- 
nen zu  gedeoken,  bei  jedem  Systeme  ven  Körper^ 
welches  im  Zustande  des  Gleichgewichts  sich  befind*) 
die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Kraft  im  da 
Entfernung  ihres  Angriffspunktes  von  einer  uakt- 
weglichen  auf  der  Richtung  der  Kraft  normalen  Ebern 
(§•  176.  Zus.),  oder,  was  dasselbe  ist,  von 
beweglichen  in  ihrer  Richtung  beliebig  gt 
Punkte  ein  Maximum  oder  Minimum;  <L  h.  bei  je 
zwei  Verrückungen,  von  denen  die  eine  nach  dem  est- 
gegengesetzten  Sinne  der  andern  geschieht,  niont 
diese  Summe  zugleich  ab  oder  zugleich  zu. 

Wir  sahen  ferner  (ebend.),  dass  je  nachdem  dien 
Summe  bei  der  Verrückung  eine»  freien  Körpers  m 
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der  Lage  des  Gleichgewichte  als  Maximum  oder  Mi- 
nimum sich  darstellte,  die  Kräfte  den  Körper  entweder 
in  Mio«  anfängliche  Lage  zurückzubringen,  oder  noch 
weiter  davon  zu  entfernen  strebten,  und  wir  nannten 
hiernach  das  Gleichgewicht  int  erstem  Falle  sicher,  im 
letztern  unsicher.  Dieselbe  Eigenschaft  des  Gleichge- 
wichts findet  nun  nuch  bei  inchrern  mit  einander  ver- 
bundenen Körpern  statt.  Einen  sehr  elementaren  Ite- 
weis  dieses  Satzes,  so  wie  des  Princips  der  virluellen 
8— ftawindigkeiten  selbst,  bat  Lagrnnge  gegeben  "), 
indem  er,  von  den  einfachsten  Eigenschaften  des  Gleich- 
gewichts an  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  aus- 
gehend, mit  Hülfe  eines  solchen  nra  Flasohenziige  ge- 
legten Fadens  alle  auf  die  Körper  wirkenden  Krüfte 
daran  eine  einzige  vertreten  liisst.  Einen  ähnlichen  IJu- 
«««•  enthalt  der  folgende  $.,  nur  dass  hier  ausser  den 
Bitten  vom  Gleichgewichte  an  einem  Faden  nooh  die 
Lehre  vom  Mittelpunkte  paralleler  Kräfte  zu  Hülfe-  ge- 
nommen worden  ist. 

$.  214. 
Auf  die  Punkte  A,  A\  A'\...  (Fig.  52.)  eines 
oder  mehrerer  auf  irgend  eine  Weise  mit  einander  ver- 
bundener Körper  wirken  die  Kräfte  /*,  /",  /*",,..  nacb 
den  Richtungen^/*,  AF\  AF'\...>  so  dass  Ft  /",... 
beliebig  in  den  Kiohtungen  genommene  Paukte  sind. 
Statt  nun  die  Kräfte  auf  A,  A"t...  unmittelbar  wirken 
in  lassen,  wollen  wir  in  /',  F\...  unendlich  kleine  un- 
bewegliche Ringe  anbringen,  an  den  beweglichen  Punk, 
tan  -/,  A't...  Faden  anknüpfen,  diese  resp.  durch  die 

■)  Legnnge  Mecanii|ue  Bnalytiijuc,  iwut.    i'-.Ül.   tome  I.  |>agG  23 


80  Zweiter  Tbeik    Zwdtos  Kapitel» 


auob  in  diesem  Falle  die  Protection  von  J*  Bf  auf  die 
Richtung  der  Gegenkräfte  jederzeit  von  einet  hoben 
Ordnung,  als  der  ersten,  woraus  daa  Uebrige,  wie  in 
*),  folgt 

7)  Sind  endlich  A  und  B  zwei  unzertrennliche 
Punkte  zweier  Körper,  so  coinoidiren  nach  der  Ver- 
rfiokung  auch  AI  und  Bf.  Welches  daher  auch  die 
ohne  Weiteres  hier  900h  unbestimmt  bleibende  Hielt 
tung  der  Gegenkräfte  seyn  mag»  so  fallen  die  Pro» 
jeotionen  von  A!  und  B>  quf  diese  Richtung  harne*  in- 
sammen^und  das  Pcineip  ist  felglich,  auch  hier  gültig 


f    209. 


Seyen  wiederum  zwei  an  sich  frei  bewegliche  Rfl* 
per  a  und  *  in  einem  Punkte  mit  einander  isihwnpwni 
treffe  daselbst  der  Punkt  A  Ton  a  mit  dem  Punkte  B 
von  b  zusammen,  und  die  Art  des  Verbindung  scy  fe- 
gend eine  der  vorhin  aufgezähltem     Auf*  die  Funkle 
Al9  A2J...  des  a  wMcen  die-  Kräfte  /*,,  />*,.. .und 
auf  die  Punkte  Bt ,  B2,...  de»  *  die  Kräfte  gt,  ^v- 
und  das  System  beider  Körper  sey  im  Gleichgewichte. 
Seyen,  wie  hierzu  erfordert  wird,  P  und  Q  die  zwei  Ja 
A  und  B  anzubringenden  Gegenkräfte,  so  dass  jedes 
der  drei-  Systeme:   />  J»r,  J>2>...  2)  0,  0t,  0t,... 
3)  JHi  Q,  für  sich  im  Gleichgewichte  ist    WM  nun  dsr 
eine  der  beiden  Körper  beliebig,  und'  der  andere  asf 
irgend  eine  Weise  so  rerrüokt,  wie  es  seine-  Verhie» 
dungsart  mit  dem  erstern  zulässt,  und  bezeichnen  j, 
Pu />*>•••  9>  ?i>  9xy-  die  dabei  statt  findenden  ffr- 
tuellen  Geschwindigkeiten  der  Angriffspunkte  A\  Aiy 
A2i.*.  By  Biy  B2)i.*  so  ist  nach  $»  178. 


Gleichgewicht  bei  mehrern  vsrbäsdeseo  Körpern,  flf 

0*+«i*.+ö9y,+...=o, 

und  0=Pp  +  Q9y 

weil  Q= — P,  und  nach  vor.  §.  für  jede  Verbindung«. 
art  />  =  ?  ist.  Addirt  man  aber  diese  drei  Gleichungen, 
so  kommt: 

PiPi+P*Pz  +  .-  +  Qi9i  +&29%  +  •••  =0> 
wodnrob  die  Riebtigkeit  des  Principe  fiir  zwei  sieh  in 
oiaem  Punkte  begegnende  Körper  bewiesen  ist 

Sind  awei  oder  mehrere  Punkte  Ay  A\ . . .  des  einen 
Körpers  mit  eben  so  vielen  B>  Ä*,...  des  andern  auf 
irgend  eine  Weise  verbunden,  A  mit  ß>  A  mit  IT,  etc. 
lad  sind  resp.  P>  P*f...  g,  #',.••  **e  an  ihnen  beim 
Gleiehgewichte  anzubringenden  Gegenkräfte;  p>  />',•.. 
ff  f^s  •••  ■■**  <H?  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Punkte, 
so  führt  die  Bedingung,  dass  an  jedem  Körper  die  ur- 
sprünglichen Kräfte  mit  den  hinzugesetzten  Gegenkräf- 
te im  Gleichgewichte  sejn  müssen,  zu  den  zwei  Glei- 
chungen: 

Pp  +  Pp+...  +  Plpl+P9p2  +  ...  =  0, 

«f+«Y+".  +Öi7i+Öa?«+  ..=0. 

Aus  gleichem  Grunde,  wie  vorhin,   ist  nun  auch 

/y+QfsaO,  und  eben  so  />'  +  #V'=0,  etc. 

■an  gelangt  daher  durch  Addition  der  beiden  Glei- 
chungen zu  derselben  Gleiehung  der  virtuellen  Ge> 
■eh windigkeiten,  wie  vorhin. 

Ist  einet*  der  beiden  Körper,  i.  B.  £,  unbeweglich, 
es  sind  ?,/,...  ft9  y2,...  =  0.  Hiermit  wird  die  zweite 
Jener  Gleichungen  von  selbst  erfüllt  Weil  aber  stets 
px=f ,  ff  <=z<i\  etc.  so  sind  auch  /*,  //,...  =  0.  Hier- 
durch reductrt  sich  die  erste  Gleichung  auf 

PiPi    +^2/>*   +  ...  =  0> 


M   • 
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nnd  drückt  somit* da«  Prinoip  der  virtuellen  Gesohwia- 
digkeiten  für  die  zuletzt  gemachte  Annehme  ans. 

f  210. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  läast  «ich  die  Gültigkeit  dee 
Prinoip«  auch  für  ein  System  von  drei  oder  mehren 
mit  einander  verbuudenen  frei  bewegliohen  Körpern 
darthun.  Zuerst  nämlich  wird  für  jeden  Körper  beson- 
der« die  Gleiobang  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ftr 
das  Gleichgewicht  zwischen  den  ursprünglich  auf  Um 
wirkenden  Kräften  und  den  an  ihm  in  den  Begegnungs- 
punkten  mit  den  übrigen  Körpern  anzubringenden  Ge- 
genkräfterf  (§.  207.)  aufgestellt  Man  addirt  hieraaf 
alle  diese  Gleichungen,  und  weil  je  zwei  zu  derselben 
Begegnung  gehörige  Gegenkräfte  für  sich  im  Gleich- 
gewichte sind,  «o  werden  sich  in  der  erhaltenen  Summe 
je  zwei  Glieder,  welche  zwei  zusammengehörige  Ge- 
genkräfte enthalten,  für  sieh  aufheben,  und  mithin  nnr 
die  von  den  ursprünglichen  Kräften  herrührenden  Glie- 
der zurückbleiben.  Die  Summe  dieser  Glieder,  d.  k 
die  Summe  der  Producte  aus  jeder  ursprungliehen  Kraft 
in  die  virtuelle  Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes, 
wird  folglich  auch  hier  null  seyn. 

Sind  unter  den  Körpern  des  Systems  einer  oder 
etliche  unbeweglich,  so  ändert  sich  der  Gang  des  eben 
angedeuteten  Beweises  nur  dahin  ab,  dass  man  Mos* 
für  die  beweglichen  Körper  Gleichungen  aufstellt  vmi 
in  diesen  Gleichungen  die  Glieder  weglässt,  welche  die 
Gegenkräfte  enthalten,  die  an  den  bewegliohen  Kfr 
pern  bei  den  Begegnungsstellen  mit  den  unbeweglich«« 
anzubringen  sind,  indem,  wie  schon  im  vorigen  f.  «*- 
merkt  worden,  an  diesen  Stellen  die  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten jederzeit  null  sind.    In  der  Summe  «1- 
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kr  Gletohdngen  heben  sieh  dann  die  von  den  Begeg- 
ragen  Je  zweier  beweglichen  herrührenden  Glieder 
eben  so,  wie  vorhin,  paarweile  auf,  und  man  kommt 
wiederum  so  dem  Resultate,  das*  dfe  Summe  der  in 
ihre  virtuellen  Geschwindigkeiten  multiplicirten  Kräfte 
bei  Jader  möglichen  unendlich  kleinen  Verdickung  des 
Sjstems  null  ist 

Hiermit  ist  das  Prineip  für  alle  möglichen  Arten 
bewiesen,  nach  denen  Körper  in  beliebiger  Anzahl 
dveh  unmittelbare  Begegnung  mit  einander  verbunden 
•eyn  können.  Selbst  biegsame  Linien  oder  Fäden  und 
biegsame  Flächen  sind  davon  nicht  ausgeschlossen,  da 
man  eine  dergleichen  Linie  oder  Fläche  als  ein  System 
teadlieh  kleiner  unbiegsamer  mit  einander  verbünde- 

Körper  betrachten  kann. 


f    211. 

Es  ist  noch  übrig,  den  umgekehrten  Satz  zu  be- 
i,  dass,  wenn  bei  jeder,  der  Verbindungsweise 
der  Körper  nicht  widerstreitenden,  Yerröoknng  die  Glei- 
ahmg  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  erfüllt  wird, 
fie  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind.  Dieser  Beweis 
kann  nach  Laplaee  •)  und  Poisson  **)  also  geführt 


■  4P?äre  bei  jeder  möglichen  Verdickung  des  Systems 
Plp1+%,P2p2  +  "-=0>  fände  aber  demungeachtet  Be- 
wegung statt  und  fingen  dieser  zufolge  die  Angriffspunkte 
Jl9A19~.  sieh  nach  den  Richtungen  Ax  Bl9  AtB2y... 
wä  bewegen  an,  so  müsste  es  möglich  seyn,  nach 
des  entgegengesetzten  Richtungen  B%  Al9  Bt  A, 


•  •  • 


•)  Mecmiqoe  c&orte,  livre  1.  cnap.  1U. 

••)  Trattä  de  mccanlque.  soc.  cdit.  tomö  I.  Nrw.  330. 


/       • 
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Kräfte  ran  passenden  Intensitäten  Qt±  4}ty...  an 
Aiy  J2,.m  anzubringen,  wodurch  dies©  Bewegun- 
gen Aufgehoben  uud  Gleichgewicht  herbeigeführt  würde. 
Bezeichnen  daher  fl9  yftj...  die  bei  irgend  einer 
Verrückung  des  Systems  nach  den  Richtungen  von  Qn 
Q2y...  geschätzten  Wege  von  Jtl9  Jl2yn  «o  »*•«*•> 
wegen  des  Gleichgewichts  zwischen  Pl9...  und  Qxy.n 

PiPi  +  P2P2  +  —  +  öi  9i  +  öa  9z  +  •  ••  =*• 

seyn,  mithin  auch  wegen  der  vorausgesetzten  Glei- 
chung: 

.      ü%9i  +Öt^a  +  —  =0. 

Dieses  ist  aber  nicht  möglich.  Denn  wählen  wir 
zu  den  unendlich  kleinen  Verrüokungen  von^,  <4S>~ 
die  Linien  selbst,  welohe  diese  Punkte  nach  den  Rich- 
tungen Ai  Bl9  u42  B2...  wegen  des  nicht  statt  finden- 
den Gleichgewichts  im  ersten  Zeitelemente  beschreiben 
sollen,  so  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  f^f,,.,. 
mit  diesen  Linien  identisch  und  haben  direot 
gesetzte  Richtungen  von  Qiy  #*,...  Mithin  wäre 
jedes  der  Producte  Q%  yt ,  Qt  q* , .  ♦ .  negativ,  oder 
ein  Theil  derselben  negativ,  und  die  übrigen  null,  fe 
nachdem  entweder  alle  Angriffspunkte,  oder  nur  etliche 
derselben  sioh  zu  bewegen  anfingen.  Die  Summe  die. 
ser  Producte  könnte  folglich  nicht  null  seyn.        9 

So  einfach  dieser  Beweis  auch  ist,  se  scheint  er 
mir  doch  in  der  Statik  nicht  wohl  zulässig,  indem  der 
dabei  gleich  Anfangs  zu  Hülfe  genommene  Satz  snl 
in  der  Dynamik  volle  Evidenz  erhalten  kann,  wo  aifltt 
bloss  Kräfte  und  deren  Angriffspunkte,  sondern  sieh 
die  von  den  entern  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten der  letztern  in  Betracht  kommen.  Es  dürfte  dslier 
nicht  überflüssig  seyn,   wenn  ich  einen  Beweis  hin«- 
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9 

fige,  der»  wenn  gleich  weniger  einfach,  doch  dieses 
fir  sieh  hat,  dass  er  bloss  auf  den  bisher  angewende- 
ten Grundsätzen  beruht 

f.  213. 

Man  denke  sieh  ein  System  von  n  beweglichen 
Körpern  m>  6,  <%...,  die  mit  einander  und,  wenn  man 
will,  noeh  mit  andern  unbeweglichen  Körpern  auf  belie- 
big« Weise  Tcrbanden  sind.  Auf  diese  Körper  wirken 
w  Krittle s  P%$  Pty*  Ö|,  £*)•••  wAt,  /t2,«.«  und 

JP\*  /***•••  f\i  ?*•••  **iy  **§*•••  *eyen  die  virtuellen 
Oeedieindigkeitsa  der  Angriffspunkte  der  Kräfte.  Von 
dhwiin  Systeme  wollen  wir  nun  der  Reihe  nach  fol- 
gende Sitae  beweisen: 

L  Wirken  nur  auf  einen  Körper  a  des  Systems 
Krifte  Plf  /*»)...  und  ist  SPlpl  ss  0,  so  herrscht 
Gleichgewicht 

Beweis.  Die  Kräfte  Pl$  jPc»«*«  *M  entweder 
neb  im  OWöhgewiehte,  d.  h.  auch  dann  noeh,  wenn  a 

den  übrigen  Körpern  des  Systems  isolirt  wird ;  oder 

lassen  sieh  auf  eine  Kraft  /%  oder  auf  zwei  nieht 
rednokbare  Kräfte  P>  Q  zurückführen. 

Im  ersten  Falle  ist  der  au  erweisende  Satz  für 
sieb  klar. 

Im  zweiten  Falle  (hat  man  bei  jeder  möglichen 
Verruekung  des  Körpers  a,  wenn  er  ganz  frei  ist 
(§•  178.)»  und  folglich  auch,  wenn  er  durch  unbeweg- 
liche Körper  an  seiner  Beweglichkeit  zum  Theil  ge- 
hindert ist»  SPlpl^zPp9  folglich  />  =  0;  d.  h.  der 
Angriffspunkt  A  der  Kraft  P,  —  ein  Punkt  des  Kör- 
pers o,  —  ist  entweder  unbeweglich,  oder  in  einer  un- 
beweglichen, auf  der  Richtung  von  P  normalen  Linie 
Fläche  beweglich.    Die  Kraft  P  kann  folglich 
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niemals  den  Pankt  A  (§.  192.  a.),  also  ■»*  ni<*t 
das  System,  in  Bewegung  setzen;  mithin  könnet  ee 
auch  niobt  die  mit  P  gleich  wirkenden  PXJ  /*a,... 

Im  dritten  Falle  ist  SP^^Pp+Qy,  und  daher 
/^  +  öy  =  0.  Man  nehme  den  Angriffspunkt  B  der 
Kraft  Q  unbeweglich  an,  so  wird  7=0,  folglieh  anob 
/>=0,  d.  h.  die  Kraft  Py  welche  von  den  zweien  P 
und  Q9  bei  der  angenommenen  Unbewegliehkeit  von 
B,  allein  nooh  thätig .  seyn  kann,  vermag  keine  Bewe- 
gung zu  erzeugen  (vor.  Fall).  Es  muss  mithin  mög- 
lieh  seyn,  an  B  eine  Kraft  C  anzubringen,,  welche, 
wenn  B  wieder  beweglich  gesetzt  und  Q  weggelassen 
wird,  der  P  das  Gleichgewicht  hält  (§.  190..  HL). 
Hiernaoh  ist  Pp  +  Qtf  =  0  ($.  210.)»  folglich  «f 
—  ö//= 0.  Da  nun  0  und  —  C  auf  einen  und  de»» 
selben  Punkt  B  wirken  und  daher  auf  eine  einzige  Kraft 
reduoirt  werden  können,  so  halten  sie  in  Folge  letstsv 
rer  Gleichung  einander  das  Gleichgewicht  (vor.  Fad); 
mitbin  sind  auoh  P9  #,  g,  —  #,  d.  L  P  und  4»  abe 
auch  die  damit  gleichwirktonden  Plt  jP2,...  im  Gleich- 
gewichte. 

IL  Wenn  auf  zwei  Körper  a  und  b  des  Systesv 
resp.  die  Kräfte  Piy  P2>...  und  Ql9  e?,,.,.  wirken» 
und  2PlPi+2Qi9l=0  ist,  8o  herrscht  Glcicfcgt- 
wicht. 

Beweis.  Man  nehme  b  unbeweglich  an,  so  wer 
den  ?t,  e;t , ...  =0,  und  die  Gleichung  redudrt  siek 
cmf  ^^1^1=0;  mithin  findet  dann  Gleichgewicht  statt 
(I).  Setzt  man  hierauf  b  wieder  beweglich,  ohne  je- 
doch die  Kräfte  gt,  Q2,.v  auf  *  wirken  zu  lassen, 
so  muss  es  möglich  seyn,  an  b  eine  oder  zwei  Krftft» 
Q  und  Q  anzubringen,  wodurch  das  Gleichgewicht  er- 
halten wird.    Bei  dem  hinsichtlich  s  seiner  Bewegfiohkeit 
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wieder  in  den  anfänglichen  Znstand  versetzten  Systeme 
ist  dfher  ZPlPt +Q</+ &</' =0  (f.  210.),  folglieh 
aneh  2Qt  9i—Qf  —  QV  =  0»  woraus  wir  sohliessen, 

las*  die  anf  b  wirkenden  Kräfte  0t ,  Q2y Qy  —# 

fär  sieh  im  Gleichgewichte  sind.  Da  es  mm  aueh  Pt9 
PtV"  Q>  &  *n  a  und  b  sind,  so  können  aueh  alle 
fiese  Kräfte  in  Vereinigung,  d.  i.  Pi9  P29...  Ql9 
0,,...,  keine  Bewegung  des  Systems  hervorbringen. 

HL  Wenn  auf  drei  Körper  o,  b  und  c  des  Systems 
die  Kräfte  Pl9  />,,...;  6,,  0,,...  und  Älf  Äa,... 
wirken,  und  SPt  Pl  +  SQt  9i  +  2Blrl  =0  ist,  so 
Gleichgewicht  statt. 

Beweis.  Man  lasse  o  unbeweglich  werden,  so 
rlf  ra,...  =  0,  also  SPlPl  +SQX 9l  =0, 

das  System  ist  nach  vorigem  Satze  im  Gleichge- 
wichte. Giebt  man  hierauf  dem  c  seine  Beweglichkeit 
wieder,  entfernt  aber  die  ursprunglieb  auf  o  wirkenden 
Krlfte  Rl9  jBs,...,  so  wird  man  das  Gleichgewicht 
erhalt»  können,  indem  man  an  c  zwei  Kräfte  R  und 
Jt9  oder  anch  nur  eine,  anbringt  Alsdann  ist  folg. 
Bah  bei  jeder  Verrückung  des  Systems:  SPtpt  +  2Ql  fx 
+  Jfe*  + ÄV  =  0,  mithin  ^ä,^  —  Ar— ÄV'=0,  Es 
müssen  daher  an  o  die  Kräfte  Rl9  R29...—RT — R 
für  sieh  im  Gleichgewichte  seyn.  Hieraus  aber  folgt 
in  Verbindung  mit  dem  Gleichgewichte  zwischen  Px9 
Ps9...  4t,  Qtv«*^)  K  das  eu  erweisende  Gleich- 
gewicht  swischen  Pt9  P29...  ä,,  öa,...  <Älf   Aa,... 

IV.  Wirken  auf  mehrere  oder  alle  Körper  des  Sy- 
steme Kräfte,  und  besteht  zwischen  diesen  Kräften  die 
Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  so  ist  das 
System  im  Gleichgewichte. 

Beweis.  In  I.,  IL  und  III.  wurde  dieser  Satz  für 
die  epeeiellen  Fälle  dargethan,  wenn  auf  einen,  zwei, 
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od«  drei  Körper  dM  System  Kraft«  wirft«.  Eben 
eo  aber,  wie  dabei  von  einem  Körper  auf  zwei,  and 
von  zweien  anf  drei  geschlossen  wurde,  so  liest  sieb 
Ten  dreien  auf  Tier  n.  s.  w.  und  zuletzt  anf  alle  Kfir- 
per  des  Systems  ein  Scihiuss  machen. 


f   213. 

Ans  der  Gleichung  de*  virtuellen  (SeeehwMBgkei- 
ten,  insofern  sie  für  einen  einzigen  frei  bewegliches 
Körper  galt,  wurden  in  f.  182.  und  f.  1Mb  dareb  In- 
tegration zwei  Functionen  abgeleitet,  deren  fade  bebe 
Zustande  des  Gleichgewichts  ihren  grossten  oder  klein- 
sten Werth  erreichte«  Da  nun»  wie  jetzt  erwiesen  wer- 
den, die  Gleiohueg  der  virtuellen  Gcsohwjndighsitas 
auch  auf  jedes  System  mit  einander  verbundener  Kir 
per  anwendbar  ist,  ee  werden  die  dort  gefsadsnss 
Functionen  auch  gegenwärtig  Maxima  odm  Nah» 
eeyn. 

Es  ist  daher)  um  nur  der  ersten  dieser  Fancti*» 
nen  zu  gedenken,  bei  jedem  Systeme  rem  JÜhpem, 
welches  im  Zustande  des  Gleichgewichts  sich  bejimdet, 
die  Summe  der  Products  aus  jeder  Krmft  im  du 
Entfernung  ihres  Angriffspunktes  von  einer  uabs» 
wegliehen  auf  der  Richtung  der  Kraft  normalen  EbeM 
($.  176.  Zus.),  oder,  was  dasselbe  ist,  von 
beweglichen  in  ihrer  Richtung  beliebig  g 
Punkte  ein  Maximum  oder  Minimum;  d.  h.  bei  je 
zwei  Verrückungen,  von  denen  die  eine  naeh  dem  ent- 
gegengesetzten Sinne  der  andern  geschieht,  ninnt 
diese  Summe  zugleioh  ab  oder  zugleich  zu. 

Wir  sahen  ferner  (ebend.),  dass  je  nachdem  die" 
Summe  bei  der  Verrüokung  eines  freien  Kfirpers  sm 
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Lage  des  Gleichgewicht»  als  Maximum  oder  Bfi- 
rap  sich  darstellte,  die  Kräfte  den  Körper  entweder 
Mine  anfängliehe  Lage  zurückzubringen,  oder  noeh 
davon  zu  entfernen  strebten,  und  wir  nannten 
himnanh  das  Gleichgewicht  im  entern  Falle  «icher,  im 
faUle«  unsicher.  Dieselbe  Eigenschaft  des  Gleichge- 
wichts findet  nun  auch  bei  mehrern  mit  einander  ver- 
bundenen Körpern  statt  Einen  sehr  elementaren  Be- 
wein dieses  Satzes,  so  wie  des  Principe  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  selbst,  hat  Lagrange  gegeben  *), 
Mees  er,  von  den  einfachsten  Eigenschaften  des  Gleich» 
gwwiohts  an  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  aus- 
gebend, mit  Hülfe  eines  solchen  um  Flaschenzüge  ge- 
legten Fadens  alle  auf  die  Körper  wirkenden  Kräfte 
eine  emsige  vertreten  läset  Einen  ähnliehen  Bo» 
enthält  der  folgende  f.,  nur  dass  hier  ausser  den 
vom  Gleichgewichte  an  einem  Faden  noch  die 
vom  Mittelpunkte  paralleler  Kräfte  zu  Hülfe  ge- 
nommen worden  ist. 

§.  214. 

Auf  die  Punkte  A>  Jt>  A?%...  (Fig.  52.)  eines 
mehrerer  auf  irgend  eine  Webe  mit  einander  ver- 
Körper wirken  die  Kräfte  P,  /",  /»",...  nach 
Richtungen^/1,  AFßy  AF"9...9  se  dass  F9  /»,„ 
beliebig  in  den  Richtungen  genommene  Pnnkte  sind. 
Statt  nun  die  Kräfte  auf  A9  A*> ...  unmittelbar  wirken 
n  lassen,  wollen  wir  in  F9  F*>...  unendlich'  kleine  un- 
bewegliche Ringe  anbringen,  an  den  bewegliehen  Punk« 
Um  Ay  A'9...  Fäden  anknüpfen,  diese  resp.  durch  die 


•)  Lsgmsge  Mecaniqiie  analytique,  boqt.  6ttt  tome  I.  page  23 
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Ringe  in  F,  #*...  leiten  und  an   den  andern  Enden 

0,  &',."  *«  Fädea  <*ie  Kräfte' J»,  /",*••  nach  den 
vertioalen  Riehtangen  F€t,  F'€? ',...,  als  angehängte 
Gewichte,  wirken  lassen«  Denn  es  wird  späterhin  be- 
wiesen werden,  dass  somit  die  Punkte  A,  ^T9...'eben 
so  getrieben  werden,  als  ob  an  ihnen  selbst  die  Kräfte 
Py  P', . . .  nach  den  Richtungen  AFy  AF\  ♦ . ♦  angebraeht 
wären.  Uebrigens  sollen  die  Punkte  G,  €?',.♦.  in  ei» 
nqr  horizontalen  Ebene  enthalten  seyn,  so  dass,  wenn 
sie  sieh  um  ein  unendlich  Weniges  in  vertioaler  Rich- 
tung auf-  oder  niederwärts  bewegen ,  ihre  gegenseiti- 
gen Abstände  €?€?',.••  als  constant  bleibend  angesehen 
werden  können. 

Statt  aber  in  O  und  €f  die  Gewichte  P  und  P 
anzuhängen,   kann  man  auch   O  und  €?  durch  eins 
steife  gerade  Linie  verbinden  und  in  dem  Punkte  H 
derselben,  welcher  der  Schwerpunkt  von  P  und  P*  isty 
ein  einziges  Gewicht  Q=sP+F'  anbringen.  Man  Ans 
dieses,  verbinde  hierauf  eben  so  die  Punkte  H  und 
G"  durch  eine  steife  Gerade  und  substituire  in  deai 
Punkte  /  dieser   Geraden,  welcher   der  Schwerpunkt 
der  in  H  und  G"  befindlichen  Gewichte  Q  und  P"  i«t, 
statt  dieser  Gewichte,  also  statt  P,  P/  und  P?,  eil 
einziges  R  =  Q  +  P\  Man  ersetze  ferner  die  Gewickte 
R  und  P"'  durch  ein  Gewicht  S  im  Punkte  K>  WfJ. 
eher  in  einer  von  /  bis  G'"  zu  legenden  steifen  CSe- 
raden  der  Schwerpunkt  von  R  und  P"'  ist/  und  ssf 
diese  Art  fahre  man  fort»  bis  man  zuletzt  auf  ein  Ge- 
wicht Pl  gekommen,  welches  im  Schwerpunkte  Gx  al- 
ler ursprünglichen  P>  P',  F",...  angebraeht,  die  Stob 
derselben  zu  vortreten  im  Stande  ist 

Findet  nun  zwischen  den  auf  das  System  der  Kör- 
per wirkenden  Kräften  P,  P*...  Gleichgewicht  statt, 
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kann  daher  auch  das  mit  ihnen  gleichwirkende  Ge- 
wicht Px  keine  Bewegung  hervorbringen,  so  wird, 
wann  man  das  System  auf  irgend  eine  mit  der  gegen- 
seitigen Verbindung  der  Körper  verträgliche  Weise 
m  ein  unendlich  Weniges  verriiokt,  das  Gewicht  Pt 
weder  sinken,  nooh  steigen.  Denn  sinken  kann  es  nicht, 
weil  es  bei  seinem  Bestreben  zu  sinken  die  Verrük- 
knag,  welche  sein  Sinken  zur  Folge  hätte,  von  selbst 
hervorbringen  würde,  was  dem  vorausgesetzten  Gleich- 
gewichte widerstreitet.  Das  Gewicht  kann  aber  auch  nicht 
steigen,  weil  je  zwei  einander  gerade  entgegengesetzte 
Vcrrückungen  gleich  gut  möglieh  sind,  und  weil  es 
bei  einer  Verrüokung,  die  derjenigen,  bei  welcher  es 
iteigt,  entgegengesetzt  ißt,  um  eben  so  viel  sinken 
wärde,  welches  nach  dem  eben  Bemerkten  nicht  mög- 

Die  Tiefe  des  Gewichts  PT  unter  irgend  einet  Über 
ihm  liegenden  horizontalen  Ebene  ist  daher  beim  Gleich- 
gewichte im  Allgemeinen  entweder  ein  Maximum,  oder 
ein  Minimum,  und  zwar  erst  er  es,  wenn  es,  sobald  das 
8jstem  nach  demselben  Sinne  zu,  oder  nach  dem  ge- 
rade entgegengesetzten,  nooh  weiter  verriiokt  wird,  zu 
steigen  anfangt 5  letzteres,  wenn  es  unter  denselben 
tlsastäaden  zu  sinken  beginnt  Da  es  nun  bei  seinem 
fortwährenden  Streben  zu  sinken  im  erstem  Falle  zu 
seiner  anfänglichen  grössten  Tiefe  wieder  herabzukom- 
men  und  damit  das  System  in  seine  anfängliche  Lage 
zurückzubringen  strebt,  im  letztern  dagegen  sich  von 
seinem  anfänglichen  höchsten  Stande  und  damit  auch 
das  System  von  der  Lage  des  Gleichgewichts  immer 
mehr  za  entfernen  sucht,  so  ist  beim  Maximum  der 
Tiefe  das  Gleichgewicht  sioher  und  beim  Minimum  un- 
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welche  jeder  Körper  des  Systems  fdr  sieh  ins  Gleich- 
gewicht gebracht  wird.  Man  sieht  aber  leicht*  wie  diese 
letztern  Bedingungen,    nnd  damit   auch  die   erstem, 
durch  Hülfe  der  Analysis  immer  gefaxten  werden  kön- 
nen.   Nachdem  man  nämlich  in  den  Verbindungspunk- 
ten je 'zweier  Körper  zwei  Gegenkräfte,  als  ihrer  In» 
tensität  nach  und  auch  wohl  zum  Theil  oder  ganz  ih- 
rer Richtung  naeh  unbekannte  Kräfte,  in  Gedanken 
hinzugefugt  hat,  stelle  mag  für  jeden  einzelnen  Körper 
die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  zwischen 
den  auf  ihn  unmittelbar  wirkenden  Kräften  nnd  den  an 
ihm  hinzugefügten  Gegenkräften  auf,  eliminire  ans  die- 
sen  Gleichungen  die  von  den  Gegenkräften  herrühren- 
den unbekannten  Grössen,  und  die  somit  hervorgehen- 
den Gleichungen   werden   die   gesuchten  Bedingung« 
für  das  Gleichgewicht  des  Systems  darstellen.    Nash 
folgende  Beispiele  werden  dieses  Verfahren  in  voll» 
Licht  setzen. 

f  216. 

Aufgabe.    Die  Bedingungen  des  Gleichgewicht! 
zwischen  Kräften  zu  finden,  welche  auf  vier  Kogeb 
a>  ßy  Y>  <*  wirken,  von  denen  sich  a  nnd  ßy  ß  undft- 
y  nnd  S9  S  und  a  berühren. 

Auflösung.  Seyen  Ay  2?,  C,  D  (Fig.  53.)  die 
Mittelpunkte  von  a,  ßy  y,  Sy  und  jF,  Oy  By  I  die  vier 
Berührungspunkte  in  der  gedachten  Folge,  so  ist  AIss 
AF 'ssss  dem  Halbmesser  von  a,  BF  =  BO  =  den 
Halbmesser  von  /?,  n.  s.  w.  Ferner  liegt  F  mit  A  nsl 
B  in  der  gemeinschaftlichen  Normale  der  Kugeh  • 
und  ß  bei  ihrer  Berührung  in  F;  eben  so  geht  die  6* 
rade  BC  durch  G  und  ist  die  Normale  der  sioh  in  6 
berührenden  ß  nnd  y,  n.  s.  w.    Die  in  F  an  o  and  ß 
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umbringenden  Gegenkräfte,  oder  die  Pressungen* 
welche  a  von  ß  und  ß  von  a  in  F  erleiden,  haben  dem- 
nach die  Richtungen  FA  und  FB\  die  Intensität  jeder 
derselben  sey  a,  die  als  negativ  zn  betrachten  ist, 
wenn  die  Richtungen  den  vorigen  entgegengesetzt,  and 
daher  AF  nnd  BF  sind.  Anf  gleiche  Art  sey  6  die 
gemeinschaftliche  Intensität  der  zwei  in  6  an  ß  und  y 
nach  den  Richtungen  02?  nnd  OC  anzubringenden 
Gegenkräfte.  Dasselbe  bedeuten  c  nnd  d  für  die  Be- 
rührungen in  H  und  /. 

An  der  Kugel  a  müssen  nun  die  unmittelbar  auf 
sie  wirkenden  Kräfte  mit  den  Pressungen  d  und  a, 
welche  sie  in  /  und  F  nach  den  Richtungen  IA  und 
FA  erleidet,  im  Gleichgewichte  seyn*  Da  aber  diese 
Richtungen  in  A  zusammentreffen,  so  müssen  auch 
die  unmittelbaren  Kräfte  an  a  sich  zu  einer  durch  A  ge- 
henden Kraft  p  zusammensetzen  lassen.  Diese  Kraft 
p  mnss  wegen  ihres  Gleichgewichts  mit  d  und  a  in  der 
Ebene  DAB  enthalten  seyn,  und  es  muss  sich,  wenn 
AP  die  Richtung  derselben  ist,  verhalten  (§.  28.  c.)z 
(«)  d:a:p  =  *mPAB:swDAP:s\nDslB 

Aus  gleichen  Gründen  müssen   die  drei   Systeme 
der  anf  die  Kugeln  /?,  y,  <?  wirkenden  Kräfte  einfache 
Resultanten  //,  r,  «  haben,  welche  resp.  durch  //,  C,  D 
gehen  nnd  in  den  Ebenen  ABC,  BCD,  CDA  liegen, 
und  es  müssen,  wenn  BQ9  Cft>  I)S  die  Richtungen 
derselben  sind,  die  Proportionen  erfüllt  werden: 
(ß}  a :  6  j  g  =  sin  QBC :  sin  ABQ :  sin  ABC 
fy)  6-cir=*inItCD:sinBCB:*inBCD 
(d)  cid:*  =  slnSDA :  sin  CBS :  sin  CDA. 
Naoh  Elimination  von  «,  69  c,  d  folgt  hieraus  zuerst 
eine  Bedingungsgleichung  für  die  Richtungen  der  Kräfte 
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.     sin  PAB   naQBC    sin  RCD    nn8DA_. 

L    %'va.DAP '  Bin  JBQ  '  »wBCH  '  sin  CDS~    5 

und  sodann  das  gegenseitige   Verhältniss  der  Kräfte 

p  und  q: 

tun  DJB   sin  ABC 

and  eben  so  durch  gehöriges  Vertauschen  der  Buch- 
staben die  Verhältnisse  q  :  r  und  r :  #. 

Alles  dieses  zusauimengefasst,  hat  man  folgende 
vier  Bedingungen  des  Gleichgewichts:  1)  bei  jeder  der 
viel*  Kugeln  müssen  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  eine 
durch  der  Kugel  Mittelpunkt  gehende  Resultante  ha- 
ben; 2)  jede  dieser  Resultanten  muss  mit  den  Mittel- 
punkten der  zwei  anliegenden  Kugeln  in  einer  Ebene 
enthalten  seyn ;  3)  zwischen  den  Richtungen  der  Resul- 
tanten muss  noch  die  Relation  I.,  und  4)  zwischen  des 
Intensitäten  derselben  müssen  die  Verhältnisse  IL  be- 
stehen. 

f  817. 

Zusätze«  a.  Ist  eine  der  vier  Kugeln,  z.  B.  J, 
unbeweglich,  so  kommt  das  partielle  Gleichgewicht  tob 
6  nicht  mehr  in  Rücksicht  Von  den  vier  Proportionen 
(a)...(J)  sind  daher  bloss  die  drei  ersten  zu  beachte*, 
woraus  sich  die  Verhältnisse  zwischen  /?,  g  und  r,  wie  i» 
IL  ergeben;  die  Bedingungsgleichung  L  aber  fallt  weg. 
Auch  lässt  sich  dann  statt  der  Kugel  i  irgend  ein  anderer« 
die  Kugeln  a  und  y  berührender,  unbeweglicher  Kee- 
per setzen,  und  die  Berührungspunkte  mit  demselbes, 
/  und  //,  können  anch  so  liegen,  dass  die  Normales 
AI  und  CH  sich  nicht  mehr  in  einem  Punkte  D  trrf 
fen.  Begreiflich  sind  dann  1AB  und  BCH  die  Ebe- 
nen ,  in  welche  p  und  r  fallen  müssen ,  nnd  eben  •• 
hat  man  in  den  Proportionen  IL  bei  den  Winkeln  DAB% 
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DAP  Dm  I  und  bei  RCD,  BCD  D  in  H  zu  ver- 
wandeln. 

b.  Nimmt  jnan  zwei  Kugeln  S  und  y  unbeweglich 
an,  oder  berühren  zwei  bewegliche  Kugeln  a  und  ß 
überhaupt  zwei  unbewegliche  Flächen ,  oder  auch  nur 
eine,  in  /  und  €r9  sich  selbst  aber  in  F,  so  müssen 
beim  Gleiobgewiohte  die  auf  a  und  ß  wirkenden  Kräfte 
p  und  q  resp.  durch  A  und  B  gehen  und  in  den  Ebe- 
aan  /AB  and  ABG  liegen ,  und  es  uiusb  sich  zufolge 
der  Proportionen  (a)  und  (ß)  verhalten: 

sin  IAB   sin  ABO 
p  s  9  —  %mIAPx  sinQBG  ' 

f  218. 

Aufgabe.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
twisehea  vier  Kräften  />,  y,  r,  #  zu  finden ,  welche  auf 
die  Ecken  eines  Vierecks  ABCD  wirken,  dessen  Sei- 
ten von  unveränderlicher  Länge,  dessen  Winkel  aber 
veränderlich  sind. 

Auflösung.  Ein  solches  Yiereck  ist  offenbar  das 
wm  den  Mittelpunkten  der  so  eben  betrachteten  vier 
Kagaln  gebildete,  da  bei  den  möglichen  Veränderun- 
gen der  gegenseitigen  Lage  der  Kugfein  die  Winkel 
J}AB,...  im  Allgemeinen  sich  ändern,  die  Seiten  AB, ... 
•her  oonstant  bleiben,  indem  AB  =  der  Summe  der 
Halbmesser  von  a  und  ß>  u.  s.  w.  Die  gesuchten  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  werden'  daher  mit'  den 
für  die  Kräfte  /»,..#  gefundenen  identisch  seyn. 
obsohon  zwischen  den  Seiten  dos  Vierecks,  wel* 
von  den  Mittelpunkten  A>...D  der  vier  Kugeln 
gebildet  wird,  stets  die  Relation  AB+CI)  =  BC  + 
MtA  obwaltet,  so  begreift  man  doch  leicht,  dass  diese 
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Eigentümlichkeit  auf  die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts keinen  Einfluss  haben  kann. 

Will  man  unabhängig  von  dem  Gleichgewichte  der 
Kugeln  die  jetzt  vorgelegte  Aufgabe  lösen,  so  betrachte 
man  das  Viereck  ABCD  als  ein  System  von  8  Stü- 
cken, nämlich  von  4  Punkten  und  4  Linien':  A^  AB, 
By  BC9  Cy  CD,  ZJ,  DA,  die  in  der  jetzt  genannten 
Ordnung,  jedes  mit  dem  nächstfolgenden  und  das  letzte 
mit  dem  ersten ,  verbunden  sind.  Die  4  Kräfte /»,  ?,#*,* 
sind  nun  unmittelbar  an  den  4  Punkten  A,  B,  C9  D 
angebracht,  und  auf  die  4  Linien  wirken  daher  bloss 
Pressungen,  nämlich  zwei  auf  die   zwei  Enden  eher 
jeden«    An  jeder  Linie  müssen  diese  zwei  Pressung« 
sich    das  Gleichgewicht  halten  und  folglich  einander 
gleich  und  direot  entgegengesetzt  seyn.    Ist  also  a  die 
Pressung,  welche  die  Linie  AB  am  Ende  A  nach  der 
Richtung  AB  erfährt,  so  wirkt  auf  das  andere  Ende 
B  eine  Pressung  a  nach  der  Richtung  BA.    Gleicher 
Weise  sey  6  jedp  der  beiden  Pressungen  auf  die  Bfr 
den  B  und  C  von  BC,  und  BC  und  CB  seyen  ihre 
Richtungen;  u.  s.  w. 

Nachdem  somit  das  Gleichgewicht  der  4  Liaies 
ausgedrückt  worden,  ist  es  noch  übrig,  daa  Gleichge- 
wicht jedes  der  4  Punkte  zu  berücksichtigen.  —  Alf 
.  den  mit  den  Linien  DA  und  AB  verbundenen  Poskt 
A  wirken  nach  dem  Gesetze  der  Gegenkräfte  zwei  Pree» 
sungen  d  und  a  nach  den  Richtungen  DA  und  MA% 
und  diese  müssen  im  Gleichgewichte  seyn  mit  der  11 
demselben  Punkte  unmittelbar  angebrachten  Kraft  f. 
Die  Richtung  von  /?,  welche  AP  sey»  muss  daher  a 
die  Ebene  DAB  fallen,  und  es  muss  die  obige  Pr» 
portion  (a)  statt  finden.  Auf  ähnliche  Art  verhält  ee 
sich  mit  dem  Gleichgewichte  der  drei  übrigen  Poikte 
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By  C9  Dy  und  man  wird  somit  za  denselben  Bedingun- 
gen des  Gleichgewichts  des  ganzen  Systems ,   wie  vor- 
hin« geführt 
.  f.  219. 

Zusätze*  a.  Sind  das  Viereck  ABCD  nnd  die 
resp.  durch  Ay  By  C  gehenden  nnd  in  den  Ebenen 
DABy  ABC,  BCD  enthaltenen  Richtungen  APy  BQ9 
CM  von  />>  7>  r  willkührlioh  gegeben ,  so  kann  man 
nittelst  der  Gleichung  I.  die  in  der  Ebene  CDA  durch 
D  zu  legende  Richtung  von  #  und  mittelst  der  Pro- 
portionen IL  die  Verhältnisse  zwischen  den  Intensitä- 
ten von  />,•••*  finden. 

Dasselbe  läsit  sioh  auch  leicht  durch  Gonstruotion 
bewerkstelligen.  Denn  da  am  Punkte  A  die  nach  DAy 
BAy  AP  wirkenden  Kräfte  «/,  o,  p  im  Oleichgewichte 

,  so  kann  man  mit  einer  willkührlich  angenomme- 

Intensität  von  p  durch  Con  stauet  ion  eines  Parallelo- 
(§•28.««)  die  Intensitäten  von  d  und  a  finden. 

Punkte  B  sind  die  Kräfte  0,  69  g  nach  den  Rich- 
tungen ABy  CBy  BQ  im  Gleichgewichte,  und  man  er- 
hält daher  mit  der  gefundenen  Intensität  von  a  durch 
Ccnstruotiou  eines  zweiten  Parallelogramms  die  Intensi- 
täten von  6  und  ?•  Auf  gleiohe  Weise  ergeben  sich 
mit  i  am  Punkte  C  die  Intensitäten  von  c  und  r,  und 
endlich  am  Punkte  ZJ,  wo  die  nach  ihrer  Intensität 
nnd  Richtung  nun  bekannten  c  und  d  mit  «  das  Gleich- 
gewicht halten,  die  Intensität  und  Richtung  von  #• 

6.  Da  die  4  Kräfte  /*,..#  auQh  dann  noch  im 
Gleichgewichte  sind,  wenn  die  Theile  des  Systems, 
worauf  fie  wirken,  ihre  gegenseitige  Lage  nicht  ändern 
kfinnen,  so  müssen  die  Richtungen  der  Kräfte  eine  hy- 
pcrboloidisohe  Lage  gegen  einander  habeo,  so  dass 
iede  Gerade,  Welche  drei  derselben  trifft,    auch  der 
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vierten  begegnet  ($.99.  «.)•  Hiermit  laut  eich  am 
den  Richtungen  AP9  BQ9  CR  Axt  Richtung  DS9  ohne  ver- 
lier die  Verhältnisse  zwischen  den  Kräften  p9  f,  r  und 
den  Pressungen  a9  b9  e9  d  bestimmt  zu  haben,  folgen- 
dergestalt  sehr  einfach  finden.  —  Man  ziehe  eine  Ge- 
rade /,  welche  AP9  BQ9  CR  zugleioh  schneidet,  und  eey 
S  der  Durohsohnitt  von  /  mit  der  Ebene  CDA.  Da 
nun  /  und  *  sich  gleichfalls  treffen  müssen,  und  *  in 
der  Ebene  CDA  liegt,  so  ist  DS  die  gesuchte  Rich- 
tung von  #. 

Weil  übrigens  die  Richtung  der  Kraft  $  durch  die 
gegebenen  Stücke  nur  auf  Eine  Weise  bestimmt  ist, 
so  muss  jede  andere  Gerade  f,  welche  den  drdwsi  AP9 
BQ,  CR  zugleich  begegnet,  die  Ebene  CDA  in  ei- 
nem Punkte  der  DS  treffen.  Dasselbe  folgt  auch  leicht 
aus  der  Natur  des  hyperbolischen  Hyperboloids»    Ehe 
solche  Fläche  kann  nämlich  auf  doppelte  Weise  duefc 
Belegung  einer  Geraden  erzeugt  werden  (§•  M.  #), 
so  dass  es  zwei  Systeme  von  Geraden  giebt^  deren  je- 
des die  ganze  Fläche  erfüllt    Jede  Gerade  folgDefc, 
welche  drei  Gerade  des  einen  Systems  trifft,  schneidet 
auch  alle  übrigen  Geraden  desselben  Systems  und  ge- 
hört zu  den  Geraden  des  andern  Systems»    Nun  wH 
offenbar  jede  der  drei  Geraden  AC9  BD,  I  von  jeder 
der  4  Geraden  AP9  BQ9  CR9  DS  geschnitten.  Ninust 
man  daher  erstere  drei  als  3  Gerade  des  einen  Systems, 
so  gehören  letztere  vier  zu  dem  andern  Systeme.  Jede 
andere  Gerade  F9  welohe  AP9  BQ9  CR  zugleich  schnei- 
det,  gehört  daher  zum  ersten  Systeme  und  schneidet 
folglich  auch  die  vierte  Gerade  DS  des  zweiten  System, 
d.  h.  sie  trifft  die  Ebene  CDA  in  einem  Punkte  der  DS. 

c.  Seyen  P  und  R  die  Punkte,  in  denen  BD  isn 
den  in  den  Ebenen  DAß  und  BCD  liegenden  AP 
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vnd  CR  geschnitten  wird,  und  eben  so  werde  AC  von 
BQ  und  DS  in  Q  und  S  gesohnitten.  Da  also  die 
▼ier  hyperboloidisch  gelegenen  AP9  BQ9  CR9  DS  der 
AC  in  A,  0,  Cy  S  und  der  BD  in  P,  B,  R,  D  be- 
,  so  verhält  sich  (§.  102.  (e)): 


.  #  ^#0    AS  _PB   PD      BP     BR 

d.  h.  -<4£  wird  von  den  Richtungen  der  jr,  #  nach  dem- 
selben Doppelverhältnisse,  wie  BD  von  den  Richtun- 
gen der  p9  r,  getheilt  Und  auch  hiermit  kann  man, 
wenn  von  den  Richtungen  der  Kräfte  irgend  drei,  also 
S  dar  i  Punkte  P9  Q>  R9  S  gegeben  sind,  den  vier- 
tes Punkt  und  damit  die  Richtung  der  vierten  Kraft 
indem  —  Uebrigens  ergiebt  sich  diese  Proportion  auch 
anmittelbar  aus  der  Gleiohung  I.  Denn  es  verhält  sioh : 

ein  PABx  *mDAP=^:  ~^. 

Aehnlioherweise  kann  man  auch  die  übrigen  Ver- 
hUtnisM  in  L  ausdrücken,  und  wenn  man  alle  diese 
Ycvbältnisse  verbindet,  so  kommt  man  auf  die  Pro- 
portion I*.  suriiok» 

Nach  §.  102.  hat  man  ferner  für  das  Verhältnis 
im  Krüflte  p  nnd  gi 


4,  .  JL  _«?  .  PD 
AP'  BQ— 


BQ~~AD  '  B~D' 

Dasselbe  Verhftltniu  folgt  auch  ans  den  Propor- 
tiwen  U.  Denn  Wil 

mo  DAB  x  sin  DAP  =  -r* :  —rp , 

and  waABC i  sin QBC ss -Tfii^Lfi, 
n  vwfanlt  sieh  flach  II. 
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„.                 BD. AP   AC.QB 
W.p.9 TD—    —QC—> 

übereinstimmend  mit  dem  Vorigen. 

d.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen 
den  Kräften  p,*.s  am  Vierecke  ABCD  können,  wie 
man  leicht  wahrnimmt,  auch  folgendergestalt  ausge- 
sprochen werden:  1)  Hinsiohtlioh  der  Richtungen  und 
Intensitäten  der  4  Kräfte  müssen  dieselben  Bedingun- 
gen erfüllt  s'eyn,  als  wenn  die  Kräfte  an  einem  einzi- 
gen Korper  angebracht  wären;  insbesondere  muis  da- 
her jede  Gerade,  welche  3  der  4  Richtungen  trifft, 
auch  der  vierten  begegnen.  2)  Zwei  soloher  Geraden 
müssen  die  .zwei  Diagonalen  des  Vierecks  seyn,  und 
es  müssen  daher  in  der  einen  dieser  Geraden  die  An- 
griffspunkte der  ersten  und  dritten  Kraft,  in  der  an- 
dern die  der  zweiten  und  vierten  Kraft  liegen. 

Hat  man  also  vier  Kräfte  p3  qf  r,  #,  die  sich  as 
einem  einzigen  Körper  das  Gleichgewicht  halten,  so 
ziehe  man  zwei  Gerade,  deren  jede  dreien  dieser  Kräfte, 
und  folglich  auch  immer  der  vierten,  begegnet  Dil 
Begegnungspunkte  der  einen  Geraden  mit  p9  y,  r,  i 
seyen  resp.  A>  Q,  C,  S9  die  der  andern  Geraden:  P> 
By  11,  D.  Man  nehme  nun  die  vier  Kräfte  in  belieb!» 
ger  Folge  und  wähle  zu  den  Angriffspunkten  der  er- 
sten und  dritten  die  Durchschnitte  ihrer  Richtungen  mit 
der  einen,  und  zu  den  Angriffspunkten  der  zweiten  uod 
vierten  Kraft  die  Durchschnitte  ihrer  Richtungen  mit 
der  andern  Geraden.  Alsdann  wird  nioht  allein  bei  voll- 
kommener gegenseitiger  Unbeweglichkeit  der  4  Punkte 
Gleichgewicht  statt  finden,  sondern  auch  dann  noch, 
wenn  man  die  Punkte  in  derselben  Ordnung,  in  wel- 
cher man  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  genommen  bat» 
jeden  mit  dem  nächstfolgenden  und  den  letzten  mit  de« 
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ersten  durch  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  ver- 
bindet, die  Winkel  dieses  Vierecks  aber  veränderlich 
seyn  läset. 

Auf  solche  Weise  sind  die  Kräfte  %p9  g9  r,  s  am 
Vierecke  ABCD  sowohl ,  als  am  Vierecke  PQRS9  die 
Kräfte  p9  f>*>r  an  jedem  der  beiden  Vierecke  ABSR 
and  PQDCj  and  die  Kräfte  p9  r,  g9  *  an  den  Vier- 
ecken ARQD  und  PC  BS  im  Gleichgewichte. 

f  220. 

Eine  nähere  Betrachtung  wollen  wir  noch  dem  spe- 
oieUen  Falle  widmen,  wenn  das  Viereck  ABCD  ein 
ebenes  ist  Da  alsdann  die  Ebenen  DAB9  ABC9  etc., 
m  welchen  die  Richtungen  der  Kräfte  enthalten  seyn 
■Assen,  mit  der  Ebene  des  Vie*:cks  zusammenfallen, 
so  müssen  auch  die  Richtungen  sämmtlioher  Kräfte  in 
dieser  Ebene  liegen.  Die  Gleichungen  I.  oder  1°. 
für  die  Richtungen  und  die  Verhältnisse  II.  oder  II*. 
«wischen  den  Intensitäten  der  Kräfte  bleiben  ungeh- 
indert Indessen  wird  es,  späterer  Untersuchungen 
willen,  nicht  überflüssig  seyn,  von  diesen  Formeln  für 
den  Fall,  wenn  das  Viereck  ein  ebenes  ist,  nachste- 
hende Entwickelung  noch  beizufügen. 

Bezeichnen  p,  q,  r,  s  die  Winkel,  welche  die  Rick- 
langen  der  Kräfte  /»,..#  mit  einer  in  der  Ebene  belie- 
big gezogenen  Linie  oder  Axe  machen.    Gleioher  Weise 
seyen  a,  b,  c,  d  die  Winkel  der  Linien  AB,  BC9  CD, 
DA  mit  jener  Axe  und  a>  b9  c9  d  die  Pressungen, 
welche  dieselben  Linien  AB9 .  • .  resp.  in  den  Enden 
-i,  B,  C9  D  nach  den  Riohtungen  AB>  BC9...  erlei- 
dss,  also  —  a,  — 69  — c,  — d  die  Pressungen  auf  die 
uriern  Enden  B9  C9  D9  A  der  Linien   AB,..*  nach 
desselben  Richtungen  AB,...  .  Auf  den  Punkt  A  wir- 
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ken  demnach  die  Kräfte  p,  — a,  d  naoh  Richtungen, 
welche  mit  der  Axe  die  Winkel  p,  a,  d  machen,  oad 
man  hat  folglich,  weil  diese  Kräfte  sieh  an  A  das 
Gleichgewicht  halten  müssen,  die  2  Gleiohnngen  (§.41.): 
p  eosp  —  0oosa-f-</eosdssQ, 
p  sin  p  — •  a  sin  a  +  d  sin  d  =  0 ; 
nnd  wenn  man  daraus  das  einemal  die  Pressung  d» 
das  anderemal  die  Pressung  a  eliminirt: 

p  sin  (p — d)  —  a  sin  (a— d)  =0, 
p  sin  (p—  a)  ^-  rfsin  (a — d)  =  0. 
Eben  so  bekommt  man  für  das  Gleichgewicht  der 
Kräfte  y,  -i,  ö  am  Punkte  B  die  zwei  Gleichungen: 
$rsin(q — a)  —  £sin  (b— a)  =  0, 
psin  (q— b)  —  a  sin  (b — a)  =  0, 
nnd  gleioher  Weise  noch  zwei  Paare  von  Gleichung« 
fürs  Gleichgewicht  an  C  nnd  D.    Aus  diesen  8  CUei» 
ohungen  sind  nun  die  4  Pressungen  #,  Sy  e9  d  neci 
wegzuschaffen.    Die  Elimination  von  a  giebt: 

/ysin(p — d) ysin(q— b) 

sin(a— d)         sin(b — a)  * 
und  eben  so  findet  sich  naoh  Elimination  von  A,  c,  di 

ysin(q  — a)  rsin(r— o)     rsin(r — b) ssia(u—i) 

sin(li— a)  sin(c—  b)  '      sin(c — b)        sin(d— c) 

#sin(s — c)     [  /»sin(p — a) 
sin  (d— c)  sin  (a— d)* 

In  diesen  4  Gleichungen  sind  also  die  gesuchtem  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichts  enthalten,  —  ganz  überat» 
stimmend  mit  den  oben  gefundenen  h  und  IL 

Sind  an  den  Punkten  A9  B>  C,  D  ausser  -den  Krlfr 
ten  />,.  .#  noch  resp.  die  Kräfte  //,  /,  r',  s'  angebracht, 
welohe  mit  der  in  der  Ebene  gezogenen  Axe  die  Wis- 
kel  p'  q'  r*  s'  bilden,  so  hat  man  nnr  in  vorigen  CM- 
ehungen  statt  p  sinp,  /»eosp  etc.  resp./?  sinp  +pfmBt'y 


\ 

\ 
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^oosp +/r'oosp',  ete.  zu  setzen,  und  es  werden  damit 
die  4  Bedingungen  des  Gleichgewichte: 

pwm  (p — d)  +;/sin  (p'— d) y  sin  (q— b) + q9  sin  (q'— b) 

sin(a— d)  sin(b — a)  *     .* 

nnd  anf  ähnliehe  Weise  sind  die  Formeln  umzubilden, 
wenn  noch  mehrere  Kräfte  an  den  Punkten.^,.. D  an- 
gebracht seyn  sollten. 

t  221. 

Da  die  Formeln  I.  und  IL  aneh  für  das  ebene 
Viereck  gelten,  so  müssen  auch  bei  diesem  aus  den 
willkfihrlich  angenommenen  Riehtungen  dreier  der  4 
Krifte /»,»•*  die  Richtung  der  vierten  und  die  Verhält- 
nisse «wischen  den  Intensitäten  bestimmt  werden  kön- 
nen.  Die  in  §•  219.  b.  gegebene  graphische  Methode, 
wenn  bloss  die  Richtung  der  vierten  Kraft  gefunden 
werden  coli,  wird  zwar  jetzt  unbrauchbar;  indessen  lässt 
sich  dafür  eine  andere  snbstituiren,  die  hinwiederum 
eben  so  wenig  Anwendung  findet,  sobald  das  Viereok 
nicht  mehr  in  einer  Ebene  begriffen  ist. 

Da  nämlich  am  Punkte  A  die  Kräfte  /?,  </,  a  nach 
den  Richtungen  AP,  DA,  BAy  und  am  Punkte  B  die 
Kräfte  f9oy6  nach  den  Richtungen  BQ,  AB,  CB  im 
Gleichgewichte  sind,  so  herrscht  auch  zwischen  sämint- 
liohen  6  Kräften,  also  auch,  weil  a  und  a  sich  gegen- 
seifig aufheben,  zwischen  p,  <]  und  den  nach  DA,  CB 
gerichteten  </,  b  Gleichgewicht.    Es  muss  folglich,  so- 
bald wir  uns  die  Theile  des  Vierecks  als  ein  fest  zu- 
ouamenbängendes  Ganzes  denken,  die  Resultante  von 
f  nnd  V  mit  der  Resultante  der  nach  AD  und  BC 
gerichteten  d  nnd  a  identisch  seyn.  Diese  gemeinsame 
Resaltante  geht  mithin  durch  den  Schoeidepunkt  der 
Richtungen  von  p  nnd  <j>  welcher  T  (Fig.  53. #)  sey, 
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und  durch  den  Sohneidepunkt  X  der  Linien  AD  und 
BC.  Da  endlich  p,  y,  r,  *  im  Gleichgewichte  sind, 
und  daher  die  Resultante  von  r  und  s  der  Resultante 
von  p  und  7  direct  entgegengesetzt  ist,  so  mmw  auch 
der  Durchschnitt  U  der  Richtungen  von  r  und  s  in  die 
Gerade  TX  fallen. 

Sind  demnach  das  ebene  Viereck'  ABCD  und  die 
duroh  A9  B>  C  gehenden  und  in  der  Ebene  des  Vier- 
eoks  enthaltenen  Richtungen  der  Kräfte  py  7,  r  gege- 
ben, so  verlängere  man  AD,  BC  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitte X,  und  p,  <j  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  T, 
ziehe  die  Gerade  TX,  welche  von  r  in  U  getroffen 
werde,  und  es  wird  DU  ixe  gesuchte  Richtung  von  $ 
seyn. 

4.  222. 

Zusätze,  a.  Eben  so,  wie  bewiesen  worden,  da« 
die  Durchschnitte  X  von  DA  mit  BCy  T  von  ^  mit 
7,  17  von  r  mit  *  in  einar  Geraden  enthalten  sind,  s» 
müssen  auch  die  Durohsohnitte  Y  von  ^fif  mit  Cß, 
V  von  #  mit  p,  W  von  y  mit  r  in  einer  Geraden  Be- 
gen.  Man  kann  daher  aus  den  gegebenen  Richtungen 
von  p,  y,  r  die  Richtung  von  »  auch  dergestalt  finden* 
dass  man  die  damit  und  mit  dem  Vierecke  gegebenes 
«Punkte  W  und  Y  durch  eine  Gerade  verbindet  Wird 
diese  Gerade  von  p  in  V  geschnitten,  so  ist  DV  Ü9 
gesuchte  Richtung  von  #. 

6.  Von  dem  Vierecke  TJVTIV,  welches  die  vier 
Kräfte  bilden,  gehen  demnach  die  Diagonalen  TU 
und  VW  durch  die  Durchschnitte  X  und  I7  je  zweier 
gegenüberstehender  Seiten  des  Vierecks  ABCD,  auf 
dessen  Eoken  die  Kräfte  wirken.  Nächstdem  folgt 
hieraus  der  geometrische  Satz: 
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Wird  um   ein  ebenes  Viereck  ABCD  in  seiner 
Ebene  ein  anderes  TJVTIV  dergestalt  beschrieben, 
dass  die  eine  Diagonale  TU  des  letztern  dnroh  den 
Durchschnitt    X  des  einen  Paars   gegenüberliegen- 
der Seiten  des  erstem  geht,   so  trifft  auch  die  an- 
dere Diagonale   VIV  des  letztern  den  Durchschnitt 
T  des  andern  Paars  gegenüberliegender  Seiten  des 
erstem« 
c.  Eben  so,  wie  ia  §.  219«  </.,  so  sind  anch  hier, 
wo  die  Figur  eben  ist,  am  Vierecke  PQRS  die  Kräfte 
f,  ?,  ",  *>  am  Viereoke  ABSR  die  Kräfte  p>  y,  #,  r 
a.  s.  w.  im  Gleichgewichte.    Der  dort  geführte  Beweis 
Ist  »war  hier  nicht  mehr  anwendbar,  da  er  Viereoke, 
welche  nicht  eben  sind,  voraussetzt.     Man  kann  sich 
aber  von  dem  Gleichgewichte  der  jetzt  ebenen  Vielecke 
folgender  Weise  leicht  überzeugen.  —  Die  auch  hier 
geltende  Proportion  I.°  giebt  zu   erkennen,   dass   die 
zwei  Reihen  von  Punkten  A,  Q>  C,  S  und  P,  B9  Ä,  D 
m  eine  solche  Lage  gegen  eioander  gebracht  werden 
können,  bei  welcher  die  vier  Geraden  AP,  QBy  C/I, 
SD  sich  in  einem  Punkte  schneiden  *).    Als  nothwen- 
tige  und  hinreichende  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
zwischen  den  Kräften,  welche  auf  die  Eoken  des  ebenen 
Vierecks  ABCD  wirken,  lassen  sich  daher  folgende 
zwei  angeben:  1)  Die  Kräfte  müssen  in  der  Ebene  des 
lfierecks  enthalte^  seyn  und  sich  darin  unter  der  An- 
ithme,   dass  die  Gestalt  des  Vierecks  unveränderlich 
Wt,  das  Gleichgewicht  halten.    2)  Die  zwei  Diagona- 
len des  Vierecks  müssen  in  eine  solche  Lage  gegen 
tkander  gebracht  werden  können,  dass  die  vier  Gera- 
te sich  in  einem  Punkte  schneiden,  welche  die  vier 
Punkte  der  einen  Diagonale,  in  denen  sie  von  den  vier 

•)  Steiner  Sjitcmat«  Kntwicketang  pag.  51. 
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Kräften  getroffen  wird,  mit  den  entsprechenden  Punk- 
ten der  andern  vorbinden« 

SindN  daher  die  Kräfte  py  g,  r,  *  am  Vierecke 
ABCD  im  Gleichgewichte,  so  sind  es  auch  die  Kräfte 
Pf  9>  *>  r  am  Vierecke  AB  SR.  Denn  von  p>  y,  «,  r 
werden  die  Diagonalen  AS  und  BR  des  letztem  Vier- 
ecks resp.  in  Ay  Q>  S>  C  und  P>  B,  Dy  R  getroffen. 
Dass  aber  diese  zwei  Reihen  von' Punkten  in  die  ver- 
»  langte  Lage  sich  bringen  lassen,  folgt  aus  dem  vor- 
ausgesetzten Gleichgewichte  am  Vierecke  ABCD. 

d.  Da  am  Viereoke  ABSR  vier  nach  APy  BQ^ 
DS,  CR  gerichtete  Kräfte  im  Gleichgewichte  sejn 
können,  so  mnss  nach  b.  der  Durchschnitt  der  zwei 
gegenüberliegenden  Seiten  RA  und  BSy  oder  der  Punkt 
RA* BS,  wie  wir  der  Kurze  willen  den  Durchschnitt 
zweier  Linien  bezeichnen  wollen ,  mit  den  Punktet 
AP'BQ  und  RC-SB,  d.  i.  mit  T  und  U,  in  ein« 
Geraden  liegen,  und  eben  so  der  Punkt  AB9  SB  mit 
'  den  Punkten  BQ  •  SD  und  AP  RC  in  einer  Geraden 
seyn.  —  Anf  gleiohe  Art  liegt  wegen  des  Gleichge- 
wichts am  Viereoke  PQRS  der  Punkt  PS  QR  in  im 
Geraden  TU  und  der  Punkt  QP'RS  in  der  Gerades 
VW. 

Man  sieht,  wie  somit  das  Gleichgewicht  der  Vier- 
ecke PQRS,  ABSR,  etc.  zur  Entdeckung  noch  meh- 
rerer Relationen  der  Figur  Veranlassung  giebt. 

*.  223. 

Bei  der  uns  jetzt  beschäftigenden  Aufgabe  dürftet 
noch  folgende  besondere  Fälle  eine  Erwähnung  ver- 
dienen. 

1)  Wenn  die  anf  B  und  D  wirkenden  Kräfte  9 
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id  s  sieh  iti  einem  Punkte  der  Diagonale  AC  begeg- 
bb,  und  daher  S  mit  Q  zusammenfällt,  so  wird 

A Q  t  QC=  AS :  SC,  mithin 
folge  K  auch....  BP .  PD  =  BR .  RD, 

\  fidlen  daher  auch  /*  und  R  zusammen ,  d.  h.  die 
iff  A  ond  C  wirkenden  Kräfte  p  und  r  schneiden  sieh 
•dann  in  einem  Punkte  der  Diagonale  BD. 

_  Dasselbe  folgt,  wenn  da»  Viereck  kein  ebenes  ist, 
tmm  daraus,  dass  sieh  die  Kräfte,  wie  an  einem  ein- 
ge»  Körper  ^  das  Gleichgewicht  halten  müssen.  Denn 
At  S  mit  Q  zusammen,  so  haben  #  und  g  eine  durch 
\  gehende  Resultante.  Mithin  müssen  sieh  auch  p 
li  r  n  einer,  dieser  Resultante  gleiehen  und  entge- 
Mgtsetaten  Kraft  vereinigen  lassen,  und  folglioh  in 
mt  Ebene  liegen.  Sehneidet  nun  diese  Ebene  die 
iagonale  BD  im  Punkte  P,  so  sind,  weil  p  und  r 
*p*  in  den  Ebenen  DAB  und  BCD  liegen  müssen, 
\P  und  CP  die  Riehtungen  von  p  und  r. 

2)  Ist  das  Viereok  ein  ebenes,  und  gehen  die  Rieh- 
uigen  dreier  der  vier  Kräfte  durch  den  Durehsohnitt 
9  der  Diagonalen,  so  muss  nach  vorigem  Satze  auch 
ie  Richtung  der  vierten  diesen  Durchschnitt  treffen. 
Jfldann  sind  p  und  r,  so  wie  q  und  *  einander  direet 
ntgegengesetzt,  die  4  Punkte  P,  0,  Ä,  S  ooinoidiren 
iit  Z  und  es  verhalten  sich  nach  U#: 

AZ.ZC   BZ.ZD 

P-9  =  ' 


AC 


BD 


sd  eben  so  ~'j:=ßz+'ZD:'CZ+'ZZ' 
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Die  entgegengesetzten  Kräfte  p  und  r  sind  daher 
einander  gleich,  und  eben  so  müssen  auoh  f  und  t 
einander  gleich  seyn. 

Diese  Gleichheit  fliesst  unmittelbar  Auoh  aus  dar 
nöthigen  Fortdauer  des  Gleichgewichts,  wenn  die  ge- 
.  genseitige  Lage  von  A,  B9  C,  D  ganz  unveränderlich 
angenommen  wird«  Ueberhaupt  folgt  daraus,  dau, 
wenn  drei  der  vier  Kräfte4 sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den, auoh  die  vierte  diesen  Punkt  treffen  muss.  Wird 
nun  der '  Sohneidepunkt  der  Diagonalen  zu  diesen 
Punkte  genommen,  so  fallen  die  Kräfte/9,  r,  also  auch 
ihre  Resultante,  in  die  Diagonale  ACy  und  die  Kräfte 
y,  #,  so  wie  ihre  Resultante,  in  die  Diagonale  BD. 
Diese  zwei  Resultanten  können  aber  nicht  anders  ui 
Gleichgewichte  seyn,  als  wenn  jede  von  ihnen  nuD  ist; 
mithin  müssen  p  und  r,  und  eben  so  f  und  s  einander 
gleich  und  direct  entgegengesetzt  seyn. 

3)  Ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so  wird  das 
Verhältniss  der  nach  dem  Mittelpunkt  desselben  ge- 
richteten Kräfte: 

{p  =  r):(f=s)=AC:  BD. 

§.  224. 

Auf  ganz  ähnliche  Art,  wie  bei  einem  Vierecke^ 
lassen  sich  auch  bei  einem  mehrseitigen  Vielecke,  de» 
sen  Seiten  von  constanter  Länge,  die  Winkel  aber 
veränderlich  sind,  die  Bedingungen  ausdrücken,  denen 
Kräfte,  an  den  Ecken  des  Vielecks  angebracht,  beim 
Gleichgewichte  unterworfen  seyn  müssen.  Es  mos* 
nämlich  jede  Kraft  besonders  mit  den  zwei  Pressungen 
im  Gleichgewichte  6eyn,  welche  die  Ecke  des  Viel- 
ecks, auf  welche  die  Kraft  zunächst  wirkt,  von  den  zwei 
anliegenden  Seiten  erleidet,  und  an  jeder  Seite  müssen 
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ich  die  zwei  Pressungen  auf  die  Enden  der  Seite  das 
üeichgewicht  halten.  Hieraus  fliessen  aber  die  Bediu- 
ungem  dass  1)  jede  Kraft  mit  den  zwei  anliegenden 
eilen  in  eiuer  Ebene  enthalten  sevn  muss,  und  dass 
|,  neun  jede  Kraft  nach  den  zwei  anliegenden  Seilen 
l  xwet  zerlegt  wird,  je  zwei  der  somit  entstehenden 
rufte,    uelcuo  auf  die  beiden  Enden  einer  Seite  wir- 

E,  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sejn  müssen. 
Sind  daher  daa  Vieleck  und  die  Riehtungen  der 
fte,  bis  auf  eine,  gegeben,  so  kann  man  eben  so, 
ie  in  f.  219.  a. ,  die  noch  übrige  Richtung  und  die 
erhältnisse  sämtntlicher  Kräfte   zu    einander    bcstim- 

^in)  bloss  die  noch  fehlende  Richtung  verlangt; 
daa  Vieleck  in  einer  Ebene  enthalten,  so  kann 
an  ähnlicher  Weise,  wie  in  $.  221.,  die  Richtung 
icb  durch  blosses  Ziehen  gerader  Linien  finden,  wor- 
is,  da  dieses  immer  auf  mehrfache  Art  sieb  bevterk- 
elügen  lnsst,  neue  geometrische  Sätze,  das  Liegen 
m  Funkten  in  Geraden  betreffend,  hervorgehen. 

Seren  z.  B.  das  Fünfeck  ABCDE  (Fig.  54.)  und 
e  Riebtungen  der  auf  --/,  //,  C,  D  wirkenden  Kräfte 
y,  r,  $  gegeben,  and  werde  die  Richtung  der  an  E 
(zubringenden  Krnft  t  gesucht.  Bezeichnet  man  der 
lirte  willen  die  Resultante  von  p  und  y  mit  {/»/),  die 
Millionte  ron  p,  q-,  r  mit  {pgr)y  u.  s.  w.,  so  geht 
is  ahnlichem  Grunde,  wie  beim  Vierecke  in  T.  221., 
ij"/\  durch  die  Punkte  /'  *  q  und  Ei  •  BCt 
(p9r)  —  —  —  (*•»•)•*•  lud  EACD, 
?r«),  also  auch  f,    —      —    —  (pyr)-snaä  E. 

Hiermit  kann  man   also  nach   und  nach    die  Ricb- 
sgen  von  (pf),  ip9r)  una  *   durch  Ziehen  von  Ge- 
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raden  finden.    Auoh  kann  man  umgekehrt  zuerst  (sr), 
hieran»  (*ry  )  und  hieran*  (*fflp)  oder  t  beatmunen» 

Ein  noch  anderes  Verfahren  besteht  darin,  daas 
man  eben  so,  wie  (pf)9  noeh  (fr)  und  (r#)  sucht, 
hierauf  (/^r)  durch  (^y)r  und  /»•(yr)>  und  (jt*) 
durch  (?**)*#  und  ?'(r#)  legt,  nnd  eodlioh  zwei  der 
drei  Punkte  (/>?#•)•#,  (/>?)•(#•#),  p'(frs)  beathnmt. 
Denn  diese  drei  Punkte  sind  in  der  gesuchten  Richtaag 
von  t  oder  (pqr*)  enthalten. 

Oie  aus  diesen  verschiedenartigen  Constructkmei 
sion  ergebenden  geometrischen  Sätze  mit  Worten  an* 
zudrücken,  bleibe  dem  Leser  überlassen» 

Sehr  bemerkenswerth  ist  es  noch,  daas  man  u 
dergleichen  geometrischen  Sätzen  auch  schon  durah  Be- 
trachtung eines  einzigen  Körpers  und  du/ch  Zohülfe» 
nähme  des  einzigen  Satzes  gelangen  kann,  dass  sieh  ws 
drei  in  einer  Ebene  liegenden  und  sich  in  einem  Puakts 
schneidenden  Geraden  die  eine,  welche  man  will,  ab 
die  Richtung  der  Resultante  zweier  nach  den  bciäm 
audern   Geraden  wirkenden  Kräfte  ansehen  läset. 

.  Sind  also  z.  B.  /?*?,#*,#  irgend  vier  in  einer  Ebeso 
enthaltene  Gerade,  und  legt  man  durch  die  Punkts 
p  •  jr,  ?  *  f,  r  ♦  *  in  derselben  Ebene  willkührlich  im 
andere  Gerade  (/»?),  (yr),  (r#),  so  kann  man  leisten 
immer  als  die  Richtungen  der  Resultanten  von  Kriftel 
betrachten,  welche  die  Richtungen  von  p  und  f ,  sta 
haben.  Hieraus  kann  mau,  wie  vorbin ,  die  Resultat 
ten  (pgr)  und  (?r#)  bestimmen  und  damit  3  Punkts 
finden,  deren  jeder  in  der  Resultante  aller  4  Kräfte 
liegen  muss,  also  3  Punkte,  die  in  einer  Geraden  sbi 
Der  hieraus  entspringende  geometrische  Satz  ßkit 
übrigens,  gleich  dem  In  §.  222.  b.y  und  wie  Fig.  55.  zeigt, 
auf  ein  eitogesohrfobenes'  und  öin  *  umschriebenes  fiel- 
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eok,  von  welchem  letzteren  die  Diagonalen  dorpfa  die 
Durehjchnitte  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  er- 

■tora  gehen» 

f    225. 

Aufgabe.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
zwischen  4  Kräften  /*,  Q,  B,  S  zu  finden,  welche  auf 
die  Seiten  eines  Vierecke  ABCD  wirken,  (Fig.  56-), 
deeeen  Seiten  vonVonstanter  Länge,  die  Winkel  aber 
Yerinderlieh  sind. 

Auflösung.    Seyen  F,  G,  H>  /  die  in  den  Sei- 
ten AB,BC$  etc.  gelegenen  Angriffspunkte  der  Krr  m' 
und  FKj  GL,  HM,  IN  die  Richtungen  der  letztern. 
Beim  Gleichgewichte  des  Systems  wirken  nun  auf  die 
Seiten  DA  und  AB  im  Punkte  Ay   in  welchem  sie 

einander  verbunden  sind,  zwei   einander  gleiche 

entgegengesetzte  Pressungen,  welohe  resp.  n  und 
—is  heisseo.  Desgleichen  wirken  auf  AB  und  BC  in 
B  zwei  einander  gleiche  und  entgegengesetzte  Pres- 
sungen k  und  —Jk.  Da  nun  an  jedem  Theile  des 
Systems  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  und  Pressungen 
fir  sich  im  Gleichgewichte  sind,  so  halten  an  der  Linie 
AB  die  Pressungen  —n  und  k  der  Kraft  P  das  Gleich- 
gewicht, und  es  müssen  daher  die  Richtungen  der  bei- 
den erstem  der  Richtung  der  letztern  in  einem  und 
demselben  Punkte  begegnen.  Sey  K  dieser  Punkt,  so 
fallen  —  *  und  k>  also  auch  n  und  — k,  in  AK  nod 
BKf  und  es  erhellet  aus  gleiohem  Grunde,  dass  AK 
der  IN  in  einem  Punkte  N,  und  BK  der  GL  in  einem 
Paukte  L  begegnen  muss,  und  dass  DN  und  CL 
sich  in  einem  Punkte  M  der  HM  schneiden  müssen. 
Die  auf  die  Seiten  BC  und  CD  in  C  wirkenden  Pres- 
sungen fallen  alsdann  in  LJU,  und  die  Pressungen  auf 
die  Seiten  CD  und  DA  in  D  fallen  in  MN. 
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ltte  Bedingung  des  Gleichgewichts  beruht 
demnach  anf  der  Möglichkeit,  ein  Viereck  KLMN  so 
verzeichnen,  dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  Vis** 
ecks  AßCp  gehen,  und  dessen  Ecken  in  deit  Ribb- 
ÜagetTFKy  GL,...  der  Kräfte  liegen.  —  Depkt  rasa 
sich  das  Viereck  ABCD  und  die  Richtungen  jPÄ,... 
gegeben,  und  ist  die  Figur  in  einer  «Ebene  enthafte*, 
so  führt  die  Forderung,  das  Viereck  KLMN  n  he» 
schreiben,  zu  einer  Gleichung  des  zweiten  Grades  and 
ist  daher  im  Allgemeinen  entweder  auf  doppelte  Weite, 
oder  gar  nicht  erfüllbar.  Ist  aber  'die  Figur  nicht  eben, 
so  ist  die  Gonstruotion  von  KLMN  nur  bei  gewissen 
specielle»  Logen  der  Richtungen  FK,.,.  gegen  dss 
Yierexik*  ABCD  Möglich.  Da  ferner  durch  Zerlegest; 
der  durch  die  Ecken  des  Vierecks  KLMN  gehendes 
Kräfte  Pr  Qy  J8,  S  nach  den  Sehen  desselben  Vit* 
eoks  die  auf  A,  B>  C,  D  wirkenden  Pressungen  steh 
ergeben,  —  z.  B.  durch  Zerlegung  der  nach  FKph 
richteten  Kraft  P  nach  den  Seiten  NK  und  KL  dto 
Pressungen  n  und  Jb9  —  und  da  je  zwei  dieser  Pres- 
sungen, welche  in  dieselbe  Seite  Allen,  sieh  gegen- 
seitig aufheben,  so  ist  die  zweite  Bedingung  des  Gleieb» 
gewichte:  dass,  wenn  man  die  Seitenlangen  des  Vier- 
ecks KLMN  oonstant  und  die  Winkel  desselben  ver- 
änderlich annimmt,  die  Kräfte  Fy.S,  an  den  j^tesn 
dieses  Vierecks  angebracht,  im  Gleichgewichte  sind,  b 
müssen  daher  (§•  219.  d.) 

2)  wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Theile,  wer- 
anf  die  Kräfte  wirken,  unveränderlich  angenonmen 
wird,  die  Kräfte  im  Gleichgewichte  seyn;  und  diese 
Bedingung  reicht  hin,  wenn  das  Viereck  KLMN  sieht 
eben  ist  Denn  die  alsdann  noch  nötbige  Bedingung 
dass  die  Richtungen  FK,  GL>...  resp.  in' die 
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NKL,  KLMy...  feilen,  int  hier  bereits  erfüllt,  da 
PK  in  der  Ebene  AKB,  also  anoh  in  der  Ebene  NKL 
Hegt,  tu  s.  w.  Wenn  aber  dop  Viereck  ABCD  und 
die  daraaf  wirkenden  Kr&fte,  folglich  anoh  das  Vier- 
eok  KLMNy  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so  müssen 

8)  die  Diagonalen  des  von  den  Kräften  gebildeten 
Vierecks  die  Durchschnitte  der  gegenüberstehenden 
Seiten  des  Vierecks  KLMN  treffen,  (f  221.) 


Dase  dies*  Bedingungen  des  Gleichgewichts  jeder- 
seit  Uareiobon*  leoofatet  ein.  Denn  sind  die  Kräfte 
am  Vierecke  KLtttNy  auf  dessen  Ecken  sie  wirken, 
isa  Qetohgewichte ,  so  sind  sie  es  su  Folge  des  su  An- 
|ftMe  dieses  f.  Gesagten,  auch  dann,  wenn  sie  an  den 
Seiten  irgend  eines  in  KJLMN  einbesobriebenen  Vier- 
.ecke  da,  wo  sie  dieselben  treffen,   angebracht  werden. 

f  226. 

•  ■  ■ 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungen  dieses  Gleich- 
gewichte  am  Vierecke  durch  Gleichungen  auszudrucken 
Stabe»,  dabei  jedoch  nur  den  Fall  berücksichtigen, 
wenn  das  Viereck  und  die  Kräfte  in  einer  und  dersel- 
ben Ebene  enthalten  sind.  Am  einfachsten  werden  wir 
kferbei  verfahren,  wenn  wir  die  an  den  Seiten  ange- 
brachten Kr&fte  in  andere  verwandeln ,  welche  auf  die 
Spitzen  wirken.  Denn  hierdurch  werden  wir  in  den 
Stand  gesetzt,  von  den  bereits  in  $.  220.  erhaltenen 
Formeln  unmittelbaren  Geinrauch  zu  machen. 

Hey  so  dem  Ende  AB  =  a,  BC=b,  CD  =  ty 
DA  =  d~,  jtF=*„FB=a2yBG=6lJGC=6i,ete. 
also  «|  +  a2  =  a,  6t  +  S2  =  6,  etc.  Man  zer- 
lege nun  die  in  F  angebrachte  Kraft  P  in  zwei 
mit  ihr  parallele  auf  die  Endpunkte  Ay  B  der  Seite 
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AB  wirkende  Kräfte  ^  P  und  %  P  (§.26.*.).  Eben 
so  setze  man  statt  der  in  /  angebrachten  Kraft  Swmm 
ihr  parallele  auf  D  und  A  wirkende  Kräfte  ^  Ä    dal 

-~S,  und  verfahre  auf  gleiche  Art  mit  den  Kräfteo 

Q  und  A. 

Werden  daher  noch  die  'Winkel,  welche  die  Rieh» 
tungen  der  Kräfte  P,  Q,  R,  S  und  die  Linie*  AB, 
HC,  CD9  DA  mit  einer  wiHkährUoh  in  der  Ebene  ge- 
sogenen Axe  maohen,  resp.  mit  P,  Q,  R,  S  and  a*^ 
o>  d  bezeichnet,  so  wirken  jetzt  auf.  A  die  swei  Kitfte 

S  -4  und  /*  —  nach  den  durch  die  Winkel  8  xnvk  P 

a  0 

bestimmten  Richtungen ,  auf  B  die  Kräfte  P—     wlA 

* 

Q  ~  nach  den  durch  P  und  Q  bestimmten  Richte 

gen  etc.,  und  hat  man  su  Folge  der  Gleichung  na  Brie 
von  §.  220.,  wenn  statt  der  dortigen  Kräfte  p,p\  f%f 

jresp.  S^,P%l,pZl,Q^,  und  statt  der  dortiges 

Winkel  p,  p',  q,  q'  resp.  S>  P,  P,  Q  gesetzt  werden: 

„  ^  sin(S  —  d)      p£a%  sin(P-d)  ,  q,  sin  (P— b)\ 
°   rf  sin  («-<*)         V«   sin(a-d)"1"  a  sin  (a— fc)/ 


tf^2sin(Q— b) 
+  H  *sin(a-b)_ U> 


und  eben  so  noch  drei  andere  Gleichungen,  welche 
auoh  x  schon  aus  dieser  durch  gehörige  Verwandten^ 
der  Buchstaben  in  die  nächstfolgenden  hervorgehen  wA 
mit  ihr  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  ausmache*. 
Da  in  diesen  vier  Gleichungen  nicht  die  Seiten  dei 
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Tierecks  selbst,  sondern  nur  die  Winkel  derselben  an- 
ter  sich  und  mit  den  Kräften,  so  wie  die  Verhältnisse 
verkommen,  nmoh  denen  die  Seiten  dnreh  die  Angriffs- 
penkte  der  Kräfte  getheilt  werden,  so  erhellet,  dass, 
wenn  auf  die  jetzt  in  Rede  stehende  Weise  Gleicbge- 
wieht  an  einem  Vierecke  statt  findet,  dieselben  Kräfte 
aaeh  an  jedem  andern  Vierecke  im  Gleichgewichte  seyn 
werden,  welches  dem  entern  nicht  ähnlich,  sondern 
mit  ihm  nar  gleichwinklig  ist,  und  dessen  Seiten  mit 

Kräften  dieselben -Winkel,  wie  im  erstem,  machen 

toa  den  Angriffspunkten  nach  denselben  Verhält- 
f  wie  jm  .erstem,  getheilt  werden. 

Aas  allen  vier  Gleichungen  lassen  sieh  die  vier 
Küfte  efiauniren,  und  man  bekommt  damit  eine  Glei- 
shang, mittelst  welcher,  wenn  z.  B.  das  Viereck,  die 
Angriffspunkte  in  den  Seiten  desselben  und  die  Rich- 
tungen dreier  Kräfte  gegeben  sind,  die  Richtung  der 
vicHan  gefunden  werden  kann.  Es  drückt  diese  Glei- 
chung die  Bedingung  aus,  anter  welcher  das  Viereck 
KLMN)  welches  um  das  Viereck  ABCD  und  in  das 
von  den  Kräften  gebildete  Visreck  möglichen  Falles 
beschrieben  werden  kann,  eine  solche  Lage  bat,  dass 
die  Durchschnitte  seiner  gegenüberstehenden  Seiten  in 
die  Diagonalen  des  Vierecks  der  Kräfte  fallen.  —  Die 
gegenseitigen  Verbältnisse  zwischen  den  4  Kräften  kön- 

dann  gleichfalls  bestimmt  werden. 


f  227. 

Zum  Beschlüsse  der  Untersuchungen  über  das 
Gleichgewicht  am  Vierecke  mögen  noch  einige  merk- 
wirdige  specielle  Fälle  folgen,  die  aber  so  einfaoh 
sind,  dass,  um  sie  zu  beurtheilen,  es  angemessener 
ifjn  wird,  an  den  Prindpien  selbst    zurückzukehren, 
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ab  von  den  «mietet  entwiokekan  Formeln  4abraoeh  aa 
machen. 

Aufgabe    Dia  Bedingungen  daa  fllfiohgawkhta 
awiseben  zwei  Kr&ftea  /*  lad  Ä  au  find»,  velcha  aq 
J^  und  J5T  (Fig.  57.)  an  zwei  gegenüberliegenden  Sei» 
tan  AB  und  AD  eine«  Viaraoka  mit  oonstanton  Beilen 
langen  und  Yerändertieheq  Winkefa  angebracht  sind.   ■ 

Auflösung,    Weil  an  dar  Hute  DA  kaine  Kraft 
angebraoht  ist,  so  müssen  sich  die  auf  DA  in  D  and 
A  wirkenden  Pressungen  allein  daa  Gleiohgewiofct  hal» 
tca,.  und  ihre  Rioktungen  müssen  daher  in  DA  fkOssu 
Die  Pressung,  welehe  AB  in  A  erleidet)  AOt  dakr 
ebenfalls  in  DA,  und  aaa  fthnliebem  Graada  die  Pres- 
sung auf  AB  im  Punkte  B  in  BC.    Da  nun  an  AM 
die  in  ^  angebrachte  Kraft  P  mit  den  Praesungea  h 
utf  und  B  im  Gleiehgewiohte  seyn  muss,   ee 
sink  A4,  JVC  und  die  Richtung  yon  P  in  einem 
X  feohneiden,  woraus  zugieioh  folgt,  daea  1)  daa  Yiufr 
eck  ein  ebenes  seyn  muss.    Da  ferner  daa  fllaiehge» 
wicht  nicht  aufhören  darf,  wann  die  Seiten  daa  Vi»» 
ecke  unbeweglich  gegen  einender  angenommen  werdie, 
so  müssen  2)   die  Kräfte  P  und  R  einander  glekh 
und  direet  entgegengesetzt  seyn,   also  in  die  Gelds 
FH  fallen,  und  diese  Gerade  muss  3)  den  Durehsehsitt 
X  von  DA  mit  BC  treffen,  weil  FX  die  Richtung  m 
P  war.  —  Dass  diese  drei  notwendigen  Bedingung* 
auch  hinreichend  sind,    erhellet  ohne  weitere  Ei&te- 
rung. 

f  228, 

Zusätze,  a.  Wird  die  Seite  CD  unbewegfi* 
angenommen,  und  wirkt  nur  auf  AB  m  F  eine  Kieft 
Py  so  zeigt  sink  auf  gleieha  Weise,  dass  nur  dein» 
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dann  immer,  Gleichgewicht  statt  findet,  «renn  das 
Yäereok  .ein  ebenes  ist,  und  wenn  die  Richtung  von  P 
dsttob  den  Durchschnitt  X  der  beiden  übrigen  Seiten 
Seiten  geht 

i.  Wird  das  Viereek  ABCD,  wahrend  CB  unbe- 
wegt bleibt,  in  seiner  Ebene  verschoben,  so  besohreibt 
Jeder  Punkt  Fder  AB  eine  gewisse  Curve,  —  die  Punkte  A 
nid  B  Kreise  um  D  und  €7  als  Mittelpunkte«  —  Statt 
daher  den  Angriffspunkt  F  als  einen  bestimmten  Punkt 
in  der  bewegliehen  Geraden  AB  xu  betrachten,  kann 
MB  ihn  auch  als  einen  in  einer  unbeweglichen  Curve 
(h  der  von  ihm  beschriebenen)  beweglichen  Punkt  an- 
sehen. Dieser  Ansicht  zu  Folge  muss  aber  die  Kraft 
der  Curve  normal  seyn,  und  wir  schliessen  dar- 
i 

Wird  ein  ebenes  Viereck  ABCDy  dessen  Seiten» 
Hagen  constant  sind,  dessen  Winkel  aber  sich  än- 
dern können,  in  seiner  Ebene  verschoben,  während 
eine  Seite  CD  festgehalten  wird,  so  vereinigen  sioh 
die  Normalen  aller  der  Curven,  welche  die  Punkte 
der  gegenüberliegenden  Seite  AB  beschreiben,  stets 
in  einem  Punkte,  in  demjenigen  nämlich,  in  welchem 
sieh  die  beiden  andern  Seiten  DA  und  BC,  als  Nor- 
malen der  von  A  und  B  beschriebenen  Kreise,  schnei- 


•)  Von  dieser  Eigenschaft  dei  Vicrecki  kann  man  sich  folgender- 
intalt  noch  geometrisch  fiheneugea«  Seyen  A,  B9  F  die  Oerter, 
welche  A*  B%  F  nach  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  einneb- 
sca,  so  sind  DAA  und  CBB,  folglich  auch  XAA  und  XB&,  rechte 
Whkel,  folglich  XA  —  XA  und  X&c^XH;  und  weil  auch  ABT 
■a  AB,  so  sind  die  Dreiecke  XAB  und  XA&  einander  gleich  und 
•Weh.  Die  Linie  AB  kann  daher  auch  dadurch  in  die  Lage  AB 
laWstiit  werden»  dass  nun  das  Dreieck  XAB  um  IC  dreht«    Alsdann 


I 

I 
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«•  Werdt,  wie  im  vor.  §.,  CD  wieder  bewegKsh 
angenommen,  und  seyen /*  und  H  zwei  sich  das  Gl  sieh 
gewibht  haltende  Kräfte.  Seyen  überdies  JM?  und  DA 
einander  parallel  (Fig.  58.),  also  ihr  Durchschnitt  unv 
endl&oh  entfernt,  so  innss  mit  ihnen  auch  FH  parallel 
seyn.    Man  ziehe  mit  BC  und  DA  noch  eine  zweit? 
Parallele  FH\  welche  AB  und  (7Z>  in  F  und  ff 
schneide  , .  und  bringe,  in  diesen  Punkten  zwei  Kräfte  F, 
und  K  an,  welche  resp.  den  P  und  72  gleich  und  eat> 
geginigesetzt  sind,  folglich  mit  ihren  Riehtuqgea  vnFB 
fallen  and  einander  das   Gleichgewicht  'halten.     Als» 
dann  'wird  auch  zwischen  den  4  Kräften  Py  Fy  B,  K 
Gleichgewicht  bestehen.    Es,  bilden  aber  P9  P9  eis 
Paar,  und  J2,  /F  ein  zweites  Paar,  das  in  der  Eh« 
des  erstem  liegt  und  mit  ihm  ein  gleiches,  aber  «et- 
gegengesetztes  Moment  hat    Da  nun  ein  Paar  ia  ssi- 
ner Ebene  und  an  dem  Körper,  woran  es  angebracht 
ist,  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  beliebig  reritgt 
werden  kqnn,  wenn  nur  sein  Moment  sowohl  dem  Sims 
als  der  absoluten    Grösse   nach  dasselbe   bleibt,   so 
sohliessen  wir: 

Bei  einem  Vierecke  ABCD  mit  constanten  Seiten- 
langen und  veränderlichen  Winkeln,  von  welohem  zwei 
Seiten  BC  und  DA  einander  parallel  sind,  halten  sieh 
zwei  in  der  Ebene  des  Vierecks  an  den  beiden  aadsrs 
Seiten  AB  und  CD  angebrachte  Kräftepaare  P,  F 
und  By  K  unter  denselben  Bedingungen,  wie  an  ei- 
nem einzigen  Körper,  das  Gleichgewicht 

d.  Sey  nooh  AB  parallel  mit  CD,  also  das  Vier- 


aber  beschreibt  eben  so ,  wie  A  und  B,  auch  jeder  andere  Paskt  F 
der  AB  ein  Element  FF9  weichet  auf  seiner  VertisdasfiBai*  Wt 
mit  IC  normal  ist 
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eek  ©in  Parallelogramm  (Fig.  59.).  Mao  nehme  in 
AB  beliebig  awei  Punkte  F,  Ff9  in  CD  einen  beliebt, 
gell  Punkt  £f,  und  trage  Ton  H  nach  H'  eine  Linie 
sm  FF*.  Man  bringe  ferner  an  Fy  F9  ßy  ff  und  in  der 
Ebene  des  Viereoks  vier  einander  gleiche  Kräfte  F9 
/*,  Jty  R  an,  von  denen  P  nnd  H  einerlei  Richtung, 
F  and  H  die  entgegengesetzte  haben.  Zwischen  die- 
sen 4  Kräften  herrscht  nach  vorigem  Satze  Gleichge- 
wicht. Denn  P,  F  nnd  Ä,  K  sind  zwei  an  ABjanA 
CD  wirkende  Paare  von  einander  gleichen  und  entge- 
gengesetzten Momenten.  Mithin  sind  P  nnd  R  gleich- 
wirkend mit  —  P*  und  —  Jf,  d.  h. 

Die  Wirkung  eines  Paares,  dessen  Kräfte  an  zwei 
gegenüberliegenden  Seiten  und  in  der  Ebene  eines  Par- 
allelogramms mit  oonstanten  Seitenlängen  nnd  verän- 
derlichen Winkeln  angebracht  sind,  wird  nicht  geän- 
dert, wenn  man  die  Kräfte  ihren  anfänglichen  Riob- 
tangen  parallel  bleiben  lässt,  ihre  Angriffspunkte  aber 
in  den  Seiten,  worin  sie  liegen,  um  gleich  viel  und, 
einerlei  Seite  hin  verrückt. 


f  229. 

Aufgabe.  Von  einem  Vierecke  ABCD  (Fig. 60.), 
denen  Seitenlangen  conatant  und  die  Winkel  verän* 
derlich  sind,  ist  die  eine  Ecke  D  nnbeweglich.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen  zwei  Kräf- 
ten P  nnd  Q  zn  finden,  welche  auf  die  zwei  der  Eoke 
D  nicht  anliegenden  Seiten  AB  und  BC  in  F  nnd  O 
wirken« 

Auflösung.  An  der  Seite  DA,  deren  einer  End- 
punkt D  mit  einem  unbeweglichen  Punkte  verbunden 
ist,  must  die  Pressung  auf  D  mit  der  Pressung  auf 
den  andern  Endpunkt  A  im  Gleichgewichte  sejn.  Beide 


08  Zweite  TheiL    Drittes  Kapitel. 

X 

Pressungen,  also  auch  die  Pressung  auf  A,  ab  4ea 
einen  Endpunkt  von  AB,  fallen  daher % in  DA. 

An  der  Seite  AB  sind  die  Pressungen  auf  die 
Endpunkte  A  und  B  derselben  mit  der  Kraft  P  im 
Gleichgewichte.  Da  nun  die  Pressung  auf  A  in  DA 
ftllt9  so  muss  P  mit  DA  in  einer  Ebene  liegen ,  und 
wenit  demnach  P  die  DA  in  M  schneidet,  so  ftUt  die 
Pressung  auf  B  in  BM. 

Die  Pressung  auf  B3  als  den  einen  Endpunkt  Ton 
BC  fallt  daher  gleichfalls  in  BM;  di»  Pressung  auf 
der  Seite  BC  anderes  Ende  C  fällt  in  CD  wegen  des 
unbeweglichen  Punktes,  an  welchem  CD  mit  dem  Ende 
D  befestigt  ist.  Mit  beiden  Pressungen  zusammen  ist 
aber  die  Kraft  Q  im  Gleichgewichte.  Mithin  mosten 
BM  und  CD  in  eiqer  Ebene  liegen,  und  die  Richtung 
von  Q.  muss  deja  Durchschnitt  N  dieser  Geraden  trrf- 

■  ■ 

fen. 

Hieraus  fliessen  iraa  zunächst  folgende  Bedingna-. 
gen  des  Gleichgewicht?:  1)  das  Viereck  ABCD  warn 
ein  ebenes  seyn;  2)  die  Richtungen  der  Kräfte  P  usA 
g  müssen  in  dieser  Ebene  begriffen  seyn  5  3)  die  Punkte 
M  und  JV9  in  denen  diese  RicktuDgen  rgsp*  die  Seiten 
DA  und  CD  treffen,  müssen  mit  der. Ecke Ä  in  einer 
Geraden  liegen. 

Sind  daher  das  ebene  Viereck  ABCD,  die  beiden 
Angriffspunkte  P,  O  und  die  Richtung  MP  der  einen 
Kraft  P  gegeben,  so  findet  man  damit  auch  die  Rich- 
tung ON  der  andern  Q.  Kennt  man  ferner  die  In- 
tensität der  einen  Kraft  P>  so  ergiebt  sich  die  Intensi- 
sHät  der  andern  Q,  dadurch ,  dass,  wenn  *  man  P  naofc 
MA  und  MB  und  Q,  naöh  BN  und  CN  zerlegt»  Jm 
zwei  in  MB  fallenden  Kräfte  sich  aufheben  mfeeeat 
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Es  verhält  eioh  ober,  wenn  man  diese  in  ÜB  fal- 
lenden, dnveh  die  Zerlegung  ron  P  und  Q  stob  erge- 
benden, Kräfte  Z  und  —  Z  nennt: 

/*:  Z=  ein  AJUB  i  sin  AJUF  =  -jffoi  -vjp> 
«:—  Z=  sin  ÄW  :  sin  GNC^^i  ^g; 

* 1  «a  o  /i  AB  MF  BC  NO 

folglich  plQ  =  -m.-plNB.—  . 

Die  Erfutlnng  dieser  Proportion  ist  daher  die  vierte 
nd  letzte  Bedingung  des  Gleichgewichts. 

4.   230. 

Zusätze,  a.  Deissen  J7,  f  die  Durohsohnhte  ron 
BC  mit  JLf,  Jf/*,  und  fF,  JC  die  Durohsohnitte  von 
AB  mit  NG  and  AC,  so  findet  sioh  eben  so,  wie 
ferbint 

B  -     ÜB    ur    a       „__  BX  wx 
~t"-"MBx~MP'Hx      ^—NB'NW* 

et  ••  w  »  ji  ÜB  MV  BX  NW 

Mgüoh  P:  ft=-JÖB'üFiNB'TFX' 

6.  Ist  du  Viereck  ABCD  ein  Parallelogramm,  so 
■M  U  und  X  unendlieh  entfernte  Punkte,  folglieh 
OB :  l7F=t,  BXt  FFX=  I,  und  man  hat  daher  in 
Fallet 

Plü MVNW 

e.  Wenn  der  Punkt  üf ,  in  welohem  die  Riehtuog 
P  die  Seite  DA  trifft,  in  D  fallt,  so  fallt  damit 
aneh  N  zusammen,  und  es  wird,  wenn  zugleich  das 
Tiereefc  ein  Parallelogramm  bt  (Fig.  61.) 
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oder,  weil  DF=DC^&unADfr=DA^4hiH: 

9  wir  um  fr 

P.  BCtinP*  BC  +  a .  AB  BmQAB=0. 

d.  Will  man  den  bisher  unbeweglichen  Punkt  D 
beweglioh  seyn  lassen,  so  muss  man  an  ihm  eine  mit 
P  nnd  Q  das  Gleichgewicht  haltende  Kraft,  oder  anoh 
zwei  den  P  und  Q,  gleiche,  parallele  und  entgegen- 
gesetzte Kräfte  P*  und  Q[  anbringen.    Ist  dabei  flas 
Viereek  ein  Parallelogramm,  so  kann  man  nach  $.  22& 
d.  die  Angriffspunkte  den  Paares  P,  P'  in  AB  und 
DC  um  gleichviel  naoh  einerlei  Seite  hin  und  ebease 
die  Angriffspunkte  von  Q,  und  (£  in  CB  und  DA  fort- 
rücken lassen,   ohne  dass  das  Gleichgewicht  verlöre* 
geht    üierdureh  erhält  man  die  Bedingungen ,   vater 
denen  am  Parallelogramm  ABCD  ein  Paar  von  Kri£ 
ten,  deren  Angriffspunkte  in    zwei  gegenüberliegende 
Seiten  fallen,  mit  einem  andern  Paare,  welches  ml 
die  beiden  andern  Seiten  wirkt,  im  Gleichgewichte  ist 

Treffen  die  Richtungen  von  P  und  Q  den  Paukt 
D,  so  sind  ihnen  P/  und  (%  direct  ontgegengesetit, 
und  es  ergiebt  sich  damit  das  Resultat: 

An  einem  Parallelogramm  ABCD,  welche*  cm* 
Honte  Seitenlangen  und  veränderliehe  Winkel  tat) 
sind  zwei  aiff  die  gegenüberliegenden  Seiten  AM) 
CD  wirkende  einander  gleiche  und  direct  entgegen- 
gesetzte  Kräfte  P,  P'  mit  zwei  auf  die  beiden  In- 
dern Seiten  BC,  DA  wirkenden  Kräften  Q,  Q  m 
Gleichgewichte,  wenn  letztere  ebenfalls 
gleich  und  direct  entgegengesetzt  sind,  und 
überdies 

P.BCs\nP*BC  +  Q.AB*mQAAB  =  0  ist. 
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f  231. 

Aufgabe.  Drei  Punkte  A9  B,  C  (Fig.  62.)  sind 
in  drei  unbeweglichen  Geraden  /,  m,  n  einer  Ebque 
beweglioh.  In  derselben  Ebene  wirken  auf  drei  Ge- 
rade o,  iy  e,  welobe  resp.  den  Punkten  B  und  C,  C 
und.  Ay  A  und  B  zu  begegnen  genöthigt  sind,  resp. 
die  Kräfte  P,  Qy  A.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts «wischen  diesen  Kräften  zu  finden. 

Auflösung.  Das  vorgelegte  System  besteht  aus 
•  beweglichen  Theilen,  3  Punkten  A>  B,  C  und  3  Li- 
lie* «,  69  ey  von  deren  jedem  besonders  das  Gleichge- 
wicht au  berücksichtigen  ist. 

Der  Punkt  A>  den  wir  zuerst  betrachten  wollen, 
ist  in  der  Linie  /  beweglich,  und  an  ihm  sind  die  Li- 
nien i>  e  beweglich;  von  diesen  3  Linien  erleidet  er  3 
nomale  Pressungen,  welche  sioh  das  Gleichgewicht  hal- 
ten müssen.  Sind  daher  pJ6lJel  diese  3  Pressungen,  so 
hat  man,  weil  ihre  Richtungen  dieselben  Winkel  mit 
fljnandtr  machen,  als  die  auf  ihnen  normalen  /,  69  e: 

p  :  6t  :  et  =  sin  be :  sine/:  sin#, 

oder,  wenn  L,  üf,  IV  die  gegenseitigen  Durohsohnitte 
tob  ly  m,  n  sind: 

bi:ci=  sinBAJVi  sin  MAC. 

Auf  gleiche  Weise  ist,  wenn  c%  und  a2  die  von  den 
Linien  e  und  a  auf  den  Punkt  B  normal  ausgeübten 
Pressungen  bezeichnen: 

et :  a%  =  sin  CBL :  sin  NBA9 

ud,  wenn  «,,  6M  die  normalen  Pressungen  auf  C  von 
e  und  t  sind: 

a\  :  6,  =  sin  ACMi  AvlLCB. 
Gehen  wir  jetzt  zu  dem  Gleichgewichte  der 
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0,  6,  c  über.  —  Die  Linie  a9  welche  nur  der 
Bedingung  unterworfen  ist,  dass  sie  durch  die  iwei 
Punkte  B  und  C  geht,  erleidet  von  diesen  Punkten 
die  normalen  Pressungen  — a%  und  —  oa,  und  diese 
müssen  mit  der  aa  der  Linie  angebrachten  Kraft  P  im 
Gleichgewichte  seyn.  Die  Richtung  dieser  Kraft  muss 
daher  gleichfalls  die  Linie  rechtwinklig  schneiden,  und 
wenn  F  der  Angriffspunkt  von  P  ist,  se  muss  sieh 


P:  a% :  0*  =  BCiFCi  BF. 

Aus  gleichen  Gründen  sind  auch  Q  und  R  auf  # 
und  c  normal,  und  man  hat,  wenn  O  und  £f  die  Aa» 
griJfrpunkte  dieser  Kräfte  bezeichnen* 

Q:6l:6t  =  CA:  GA    CO, 
R  x  e,  :  c2±=AB :  i7J5T :  ^Ä 

Eliminirt  man  aus  diesen  3  einfachen  und  3  Def- 
pel-Proportionen  die  6  Pressungen,  so  erhält  man  sa- 
erst  die  Verhältnisse  zwischen  den  3  Kräften: 

IQ.B  =  CA.  HB  sin  BAN;  AB.  CO  sin  MAC, 

I.  {ä  :  P=AB .  FC smCBL  :  BC .AH  sin  NBA, 

[P:Q  =  BC.  GA  sin  ACM:  CA .  BF  mxLCB\ 

und  wenn  man  diese  Verhältnisse  zusammensetzt: 

BF    CO  AH^      MA^  NB    LC 
U#     FC%OA%HBa  AN'BLm~£lB' 

weil  Bin  B AN:  am  NBA  =  BN  :  AN,  etc. 

Sind  daher  das  Dreieck  LMN  der  drei  unbeweg- 
lichen Geraden,  das  eingeschriebene  Dreieck  ABC  der 
drei  beweglichen  Geraden  und  zwei  von  den  drei  Afr 
griffspunkten  F,  G,  H  gegeben,  so  finden  sich  Brä- 
telst der  Gleichung  II«  der  dritte,  und  mittelst  der  Prt- 
portionen  I.    die  Verhältnisse  zwischen   des   Kriftel 
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•Ast;  die  Richtungen  derselben  aber  müssen  auf  den 
Seiten  des  Dreiecks  utBC-nonml  seyn, 

4.232. 

Zusätze.  0.  Das  Gleichgewicht  des  Systems  dauert 
aeefc  fort,  wenn  swei  der  drei  Kräfte,  etwa  Q,  und  Ä, 
entfernt  nnd  statt  derselben  zwei  unbewegliche  Ctnryen 
fi  nnd  y  in  der  Ebene  angebracht  werden,  welohe  die 
Geraden  b  und  o  zu  berühren  genöthigt  sind  und  ge- 
genwärtig in  O  und  H  berühren. 

Ist  demnach  die  Beweglichkeit  dreier  Geraden  o, 
I,  e  in  einer  Ebene  dergestalt  beschränkt,  dass  ihre 
gegenseitigen  Durchschnitte  A ,  «ff,  C  in  drei  onbeweg- 
Behen  Geraden  JKAT,  AX,  LM  der  Ebene  liegen  müs- 
sen, nnd  dass  zwei  derselben,  6  und  c,  swei  unbeweg- 
Bebe  Gurren  ß  und  y  der  Ebene  zu  berühren  genöthigt 
Aid,  sc  wird  eine  auf  die  dritte  Gerade  a  in  der  Ebene 
wirkende  Kraft  nur  dann  keine  Bewegung  hervorbrin- 
gen, wenn  ihre  Richtung  auf  a  normal  ist,  und  ihr  An- 
griffspunkt F  in  0  und  die  zwei  Berührungspunkte  O 
und  B  in  6  und  c  so  liegen,  dass  der  Gleichung  II. 
Genüge  geschieht. 

b.  Werdeil  die  Geraden  b  und  i,  die  Curven  ß 
und  y  berührend,  bewegt,  während  ihr  Durchschnitt  A 
in  MN  fortgeht,  so  bewegt  sich  die  durch  die  Schnei- 
depunkte  C  und  B  der  Tangenten  b  und  c  mit  LM 
md  NL  gelegte  Gerade  a  als  Tangente  einer  dritten 
Gurre  o.  Die  Beweglichkeit  von  a  wird  aber  offen- 
bar nicht  gemindert,  wenn  wir  diese  dritte  Curve 
wirklich  hinzufügen  und  annehmen,  dass  a  sie  zu 
berühren  gezwungen  ist;  und  eben  so  wenig  wird 
die  Beweglichkeit  von  a  vermehrt,  wenn  wir  hierauf  0 
ausser  Verbindung  mit  b  und  c  bringen«    Es  muss  da» 
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her  auch  jetzt  noch  bei  einer  normal  auf  a  in  F  wir- 
kenden Kraft  Ruhe  herrschen.  Dieses  Ist  nber  nicht 
anders  möglich,  als  wenn  Z7  der  Berührungspunkt  von 
a  mit  a  ist»  Wir  schliessen  hieraus  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichung  IL: 

A.  Bewegen  sich  drei  Punkte  A>  B,  €  willkühr. 
lieh  in  -den  Seiten  eines  unbeweglichen  Dreiecks 
LMN^  so  ist  immer  das  Produot  aus  den  drei  Ver- 
hältnissen, nach  denen  die  Seiten  des  Dreiecks  tos 
den  Punkten  getheilt  Werden,  gleich  dem  Product 
„  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  denen  die  Seiten 
k  des  von  den  Punkten  gebildeten  Dreiecks  ABC  in 
den  Berührungspunkten  F,  G>  H  mit  den  drei  Cor 
Ten  getheilt  werden,  Welche  diese  Seiten  bei  der  ge- 
dachten Bewegung  als  Tangenten  erzeugen.' 

c.  Treffen  /,  tn,  #»,  also  auch  Z*9  üf,  JVy  in  eisen 

Punkte  zusammen,  sind  also  A,  &,•  C  in  drei  Genta 

beweglich,  welohe  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so 

wird  jedes  der  drei  Verhältnisse  MA :  AN,  NBi  ßL, 

JjC  x  CM±= — 1,  also  auch  zufolge  II«: 

(BF:  FC)  (CÖi  OA)  (AHzHB)  =  —l. 

F9  Q9H  liegen  dann  folglich  in  einer  Geraden  %  und 
man  hat  den  Satz: 

Bewegen  sich  drei  Punkte  A>  B}  C  auf  beliebig» 
Weise  in  drei  Geraden,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  so  liegen  in  jedem  Augenblicke  die  iffi 
Punkte  Fy  6?,  //,  in  denen  die  drei  Geraden  BC1 
CAy  AB  die  von  ihnen  als  Tangenten  erzeugt«!  ' 
Curren  berühren,' in  einer  Geraden. 

d.  Der  Satz  A.  kann  nooh  allgemeiner  gefasst  wer- 
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wenn  man  die  Punkte  A>  B>  C  sieh  in  beliebigen 
unbeweglichen  Curven  X,  p,  v  bewegen  lässt,  von  de- 
nen MAT,  NLy  LM  die  Tangenten  in  A>  B>  C>... 
ad;  er  lautet  dann  also« 

B.  Hat  man  ein  in  einer  Ebene  eiob  stetig  verän- 
derndes Dreieck  ABC,  so  ist  In  jedem  Angenblieke  das 
Prodaet  ans  den  Verhältnissen,  nach  denen  die  Sei- 
ten des  Dreiecks  in  den  Berührungspunkten  F9  Gy  H 
nrit  jien  Curven  a,  ß,  y  getheilt  werden,  welche  die 
Seiten  als  Tangenten  erzeugen,  gleich  dem  Product 
au  den  Verhältnissen,  nach  denen  bei  einem  zwei- 
ton Dreicoke  LMI¥y  dessen  Seiten  die  Tangenten 
der  von  den  Ecken  A,  ß,  C>  des  erstem  Dreiecks 
beschriebenen  Curven  X,  p,  *  sind,  diese  Seiten  von 
des  Ecken  A,  B9  C,  als  den  Berührungspunkten, 
getheilt  werden« 

Dieser  allgemeinere  Satz  lässt  sich  wiederum  spe- 
sialisinm,  indem  man  an  die  Stelle  der  Curven  a,  ß9  y, 
an  denen  sich  BC,  CA,  AB  als  Tangenten  fortbewe- 
gen, blosse  Punkte  setzt,  und  er  lautet  dann  folgen» 
dermassen : 

C.  Wenn  sich  in  einer  Ebene  die  Seiten  eines 
darin  enthaltenen  Dreiecks  ABC  um  unbewegliche 
Punkte  Fj  Oy  H  drehen,  so  ist  stets  das  Produot 
aus  den  Verhältnissen,  nach  welohen  die  Seiten  von 
diesen  Punkten  getheilt  werden,  gleich  dem  Produote 
ans  den  Verhältnissen,  nach  welohen  von  den  Ecken 
desselben  Dreiecks  ABC  die  Seiten  eines  zwei- 
ten Dreiecks  LMN  getheilt  werden,  dessen  Seiten 
die  von  den  Eokon  des  erstem  beschriebenen  Curven 
Xj  fiy  v  berühren. 

Wie  man  sogleich  sieht,  entspricht  dieser  Satz 
dem  obigen  A.  naoh  dem  bekannten  Gesetze  der  Dualität. 


\ 
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Denn  so  wie  dort  die  Punkte  Ay  B>  C  sich  in  unbe- 
weglichen Geraden  /,  m,  n  bewegten,  und  die  diese  Punkte 
verbindenden  Geraden  a,  6,  e  durob  ihre  Bewegung 
v  Curven  erzeugten,  welche  von  a>  6,  e  selbst  in  F9  Oy 
H  berührt  wurden:  so  drehen  sieh  hier  die  Geradem 
a,6,c  um  unbewegliche  Punkte  F,  Oy  H>  und  von  dta  ge- 
genseitigen Durchschnitten  A,  B,  C  der  Geraden  werden 
Curven  beschrieben,  die  in  den  Punkten  A,  Bf  C  selbst 
die  «Geraden  /,  m,  n  zu  Tangenten  haben.  Den  Punk- 
Ay  B]  Cy  Fy  G,  H  einerseits  entsprechen  .daher  die 
Geraden  a,  b>  c>  /,  m,  n  andererseits ,  und  umgekehrt 

Naoh  dem  Gesetze  der  Dualität  müssen  daher 
auch,  zufolge  des  Satzes  in  c>  wenn  in  C»  die  drei 
Punkte  F,  G,  H  in  einer  Geraden  liegen,  die  drtt 
Tangenten  der  von  A,  By  C  beschriebenen  Gurren  sieh 
in  einem  Punkte  schneiden  *). 

Uebrigens  gelten,  wie  sich  leicht  zeigen  IlLast,  die 
•über  ein  Dreieck  aufgestellten  Sätze  A.,  B.,  C  wört- 
lieh  auoh  von  jedem  mehrseitigen  Vielecke, 

#•    233. 
Der  Satz  C.  des  vor.  §•  lässt  sich,  eben  so  wieder 


•)  Eine  leicht  hieraus  fliessende  Folgerung  ist,  dass,  wen  die 
zwei  Ton  A  und  B  beschriebenen  Linien  gerade  sind ,  auch  die  dritte 
Ton  C  beschriebene  es  ist  und  durch  den  Durchschnitt  der  beides  er- 
sten geht«    Dies  führt  zu  dem  bekannten  Satze: 

Wenn  von  zwei  Dreiecken  ABC  nnd  ABC  die  dreiDarchsdiBft* 

der  gleichnamigen  Seiten  BC  •  B'C,  etc.  in  einer  Gerades]  heget, 

so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  AA\  etc.,  welche  die  glekk» 

namigen  Ecken  verbinden,  in  einem  Punkte. 

Eben  so  folgt  aus  c. ,  dass,  wenn  die  Geraden  a  und  b  sich  ■* 

feste  Punkte  F  und  O  drehen,  auch  die  dritte  c  sich  um  einen  feste* 

Punkt  H  dreht,  welcher  mit  F  und  G  in  einer  Gerade«  fiegt,  ssi 

man  erhält  damit  den  umgekehrten  Satz  des  vorigen. 
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Bat»  A.,  auch  unmittelbar  aas  statischen  Betrachtun- 
gen herleiten.  Zu  dem  Ende  bat  man  nur  in  §•  231. 
die  auf  die  Geraden  a,  6,  e  in  F9  €f9  H  wirkenden 
Kräfte  ab  Fressungen  auf  diese  Geraden  von  mibe 
weglichen  Punkten  F,  G>  ff,  durch  welohe  sie  gehen 
■Besen,  und  die  Pressungen  auf  die  Punkte  A,  B>  C 
Ten  den  unbeweglichen  Geraden  /,  m,  n,  in  denen  sie 
beweglieh  gesetxt  wurden ,  als  an  diesen  Punkten  an* 
gebrachte  Kr&fte  zu  betrachten;    diess  fährt  zu   fol- 


Aufgabe;  Um  drei  unbewegliche  Punkte  F>  G, 
H  und  in  der  Ebene  derselben  sind  drei  gerade  Li- 
nea *>  b9  e  beweglich.  Die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts zwischen  drei  Kräften  p>  y>  r  zu  finden, 
welche  in  der  Ebene  auf  die  gegenseitigen  Durch- 
schritte  A,  B,  C  der  drei  Geraden ,  <L  i.  auf  Punkte 
•wirken,  welche  in  b  und  c,  c  und  0,  a  und  b  zugleich 
beweglich  sind. 

Die  Losung  dieser  Aufgabe  geht  ohne  Weiteres 
aus  den  Formeln  in  §.  231.  hervor.  Sind  Dum  lieh  AS, 
BT,  Cü  die  nooh  unbekannte  Richtung  von  p,  y>  r, 
und  sind  /,  m,  »  auf  dieselben  winkelrecht  gezogene 
Gerade«  so  hat  man.  wie  dort: 

p\bx  iek  s=  sinbe: siuel ismlb 

=  sin  CAB :  cos  BAS :  oosSAC, 

n. eben  so:  q :  cx :  a%  =  sin  ABC :  cos  C BT: cos  TBAy 

r  xa%\b±  sa sin BCA : cos ACU: cos ÜCB. 

Eliminirt  man  hieraus  die  Pressungen  mittelst  der 
achoa  oben  erhaltenen  Proportionen: 

m^za.^FCiBFy  6,  :6k  =  GA:CG, 
et  tet=ffB:AB, 

so  kommt: 
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gir=CA.FC.ooBACU:AB.BF.co*TBA9 
p=AB.GA.*omBAS  BC.CG.oqb  UCB, 
f  =BC .HB+%QACBTxCA.AH.womSAC% 

und  hieraus  die  Gleichung : 

n,  BF    CO   Aß     eosCBT  emACU  cos  BAS 
U  #  ¥Ü%~Ü2  -  HB— oos  UClt9  ZoTSACwmtllJ' 

in  welcher  nur  noch  die  Richtungen  der  Kräfte  tot- 
kommen,  und  wonach,  wenn  die  Richtungen  zweier 
Kräfte  gegeben  sind,  die  Richtung  der  dritten  gefun- 
den werden  katon.  Die  Verhältnisse  zwischen  den  Kräf- 
ten selbst  ergeben  sioh  alsdann  aas  den  Proportio- 
nen I*. 

Werden  nun  diese  Bedingungen  erfüllt,  und  ist 
daher  das  System   im  Gleichgewichte,  se  kann  am 
auch  die  Punkte  A  und  B ,  statt  auf  sfe  die  Kräfte  / 
und  g  wirkte  zu  lassen,    in   unbeweglichen    Curven, 
welche  auf  den  Richtungen  von  p  und  g  normal  sM 
und  daher  /  und  m  zu  Tangenten  haben,  bewegüefc 
annehmen.    Hiermit  wird  der  dritte  Punkt  C  in  einer 
dritten  Curve  beweglich,  welche  auf  der  Richtung  res 
r   normal  seyn    und  folglieh  n  zur  Tangente  hak« 
muss,  indem  sonst  der  Punkt  C  nicht  in  Ruhe  bietete 
könnte.    Die  hierbei  allein  noch  zu   berücksichtigend* 
Gleichung  11°  ist  aber,  wie_man  sich  leicht  überzeugt, 
mit  der  obigen  Gleichung  II.  identisch,  und  giebt  da- 
mit für  den  obigen  Satz  C.  den  Reweis  ab. 

Bedingungen  des  Gleichgewichts  bei  eich  Ikalicb 

bleibenden  Figuren. 

*  234.      , 

Aufgabe.    Zwei  Gerade  a  und  e  (Fig.  63.)  mi 
in  B  unter  einem  Winkel  von  unveränderlicher  0ri*ie 
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fest  mit  einander  verbunden;  desgleichen  zwei  andere 
Gerade  a'  und  A  unter  einem  unveränderlichen  Winkel 
in  Cm  Die  Schenkel  a  und  a'  sollen  zusammen  fallen  und 
aa  einander  verschiebbar  seyn,  und  die  Winkel  selbst 
sollen  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  In  dieser 
Ebene  wirken  auf  die  Spitzen  der  Winkel  B  und  C 
und  auf  den  gegenseitigen  Durchschnitt  ihrer  Schenkel 
t  und  ey  oder  vielmehr  auf  einen  in  b  uiid  e  zugleich 
bewegliohen  Punkt  A,  resp.  die  Kräfte  7,  r,  p.  Wei- 
ehea  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts? 

Auflösung.  Das  gegebene  System  besteht  aus 
drei  beweglichen  Stücken:  aus  dem  Winkel  ac,  dem 
Winkel  etb  und  dem  Punkte  A%  nnd  wir  haben  nun 
Im  Gleichgewicht  jedes  dieser  drei  Stücke  besonders 
sa  untersuchen. 

1)  Die  auf  die  Spitze  B  des  Winkels  ac  wirkende 
Kraft  muss  mit  der  Pressung  eiy  welohe  sein  Schenkel 
c  reoktwinklig  von  dem  in  ihm  beweglichen  Punkte  A 
erleidet,  und  mit  der  Pressung  auf  seinen  andern  Schen- 
kel 0  von  dem  an  a  verschiebbaren  a'  im  Gleiohge- 
wiehte  seyn.  Da  diese!  Versohiebbarkeit  sich  dadurch 
bewerkstelligen  lässt,  dass  man  in  a'  zwei  beliebig  be- 
stimmte Punkte  D  und  E  annimmt,  welchen  a  zu  be- 
gegnen genöthigt  ist,  so  ist  die  Pressung  von  a'  auf  a 
zwei  auf  a  in  D  und  E  rechtwinkligen  Pressungen  * 
gleich  zu  achten,  die  sich  aber,  als  zwei  parallele 
Kräfte,  zu  einer  einzigen  /  zusammensetzen  lassen, 
welche  den  Schenkel  a  gleichfalls  rechtwinklig,  etwa 
in  F,  trifft.  Die  Richtung  von  g  und  die  auf  e  in  A 
und  auf  a  in  F  errichteten-  Normalen  müssen  sich  da- 
her in  einem  Punkte  6  schneiden.  Nimmt  man  folg- 
lioh  die  Richtung  BG  von  q  als  willkührlich  gegeben 
an    und  errichtet  in  A  auf  BA  eine  Normale  AG, 
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welche  BO  in  O  sohneide ,  so  wird  der  Fusspmikt  ei- 
ner von   O  auf  BC  gefällten  Normale  der  gedrehte 

« 

Punkt  F  seyn.  Auch  kann  man  damit,  wenn  neefa  die 
Intensität  von  g  gegeben  ist,  die  Intensitäten  tob  e% 
und  f  finden. 

2)  Beim  Winkel  a'b  ist  die  Kraft  r  an  der  Spitxc 
C  desselben  im  Gleichgewichte  mit  der  normalen  Pres* 
snng  bx  des  Punktes  A  auf  seinen  Sohenkel  b  und  dem 
von  a  herrührenden  normalen  Pressungen  auf  die  Punkte 
D  und  E  seines  Sehenkels  of,  oder  der  damit  gleich» 
wirkenden  einzigen  Pressung  —f  auf  a  im  Punkte  F. 
Die  Riehtungen  von  r,  bx  und  —f  müssen  sieh  daher 
in  einem  Punkte  begegnen.  Trifft  demnach  eine  aaf 
AC  in  A  errichtete  Normale  die  bereits  gesogene  FO 
in  J5T,  so  ist  CH  die  Richtung  von  r,  und  es  lassen 
sich  mittelst  der  schon  bekannten  Intensität  Ton  — / 
die  Intensitäten  von  r  und  bt  bestimmen. 

3)  Am  Punkte  A  muss  die  auf  ihn  mmuBeftsr 
wirkende  Kraft  p  den  Pressungen  — bt  und  —  etf  wei- 
che er  von  den  Linien  b  und  c  erleidet,  das  Gleichge- 
wicht halten  und  kann  somit  ohne  Weiteres  gefunden 
werden,  noch  leichter  aber  dadurch,  dass  p  auch  in 
Gleichgewichte  mit  <j  und  r  ist,  und  dass  folglieh  die 
Riohtung  von  py  nächst  Ay  noch  den  Sehneidepunkt  / 
der  Richtungen  BO  und  CH  von  <j  und  r  treffen  ras*. 
Die  Intensität  von  p  ergiebt  sieh  alsdann  aus  deaee 
von  g  und  r. 

Nach  diesem  Allen  sind  die  gesuchten  Beding«* 
gen  des  Gleichgewichts  folgende:  1)  Die  auf  A,  ß>  C 
wirkenden  Kräfte  müssen  eben  so,  als  wären  dieee 
Punkte  fest  mit  einander  verbunden,  im  Gleichgewichte 
sejn,  und  sioh  daher  in  einem  Punkte  /  schneide!. 
2)  Die  resp.  Durchschnitte  O  und  H  der   auf  AB 


« 
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■ad  AC  in  A  errichteten  Perpendikel  mit  den  Riob- 
taagea  BI  und  CI  müssen  in  einer  auf  BC  normalen 
Geraden  liegen« 

f  235. 

Dae  Ton  den  lwei  Winkeln  ae  und  a'b  gebildete 
Dreieek  ABC  ist  dergestalt  beweglich,  dass  es  er- 
stens, ohne  seine  Seitenlängen  zu  verändern,  jede  belie- 
bige Lage  in  der  Ebene  einnehmen  kann.  Zweitens  kann 
eine  Seite  desselben,  welohe  man  will,  durch  Verscbie- 
lang  der  Sehenkel  a  und  a  an  einander  jede  beliebige 
Länge  erhalten;  allein  das  Dreieck  bleibt  sich  dabei 
immer  ähnlich,  weil  die  swei  unveränderlichen  Winkel 
mc  and  ab  zugleich  Winkel  desselben  sind.  Diesem 
gemäss  lässt  sieh  die  vorige  Aufgabe  auoh  folgender- 
maseen  abfassen: 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen  drei 
in  einer  Ebene  auf  drei  Punkte  wirkenden  Kräften  zu 
iadea,  wenn  die  Punkte  in  der  Ebene  dergestalt  be- 
wegKoh  sind,  dass  das  von  ihnen  gebildete/  Dreieck 
■iah  immer  ähnlich  bleibt 

Man  kann  hiernach  erwarten,  dass  der  Ort  des 
Punktes  /,  in  welchem  sich  die  auf  A>  By  C  wirken- 
den Kräfte  schneiden ,  von  der  gegenseitigen  Lage  der 
A^By  C  auf  symmetrische  Weise  abhängen  werde;  und 
dies  bestätigt  sieh  auoh,  wenn  man  die  Curve  unter- 
sucht, in  welcher  alle  nach  der  im  vor«  §•  erhaltenen 
Bedingung  zu  oonstruirenden  Oerter  von  /  begriffen 
sind*  Liese  Bedingung  besteht  darin,  dass  GH>  BA9 
AG  resp.  auf  BC,  CA,  AB  normal  sind }  es  sind  folg- 
Sah  die  Dreiecke  ABC  und  AGH  einander  ähnlich, 
vmi  ae  veibält  sieh  AB  :  AG  =  AC  :  AH.  Mithin 
sind  auch  die  rechtwinkligen  Dreiecke  BAG  und  CAH 
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einander  ähnlich,  folglich  die  Winkel  ABI  und  AC1 
einander  gleich,  folglich  liegen  die  drei  Angriffspunkte 
A,  B,  C  der  Kräfte  nnd  der  gegenseitige  Durchschnitt 
/  ihrer  Richtungen  in  einem  Kreise. 

Man  wird  sich  hierbei  der  Untersuchungen  erinnern, 
welche  im  7.  Kapitel  des  ersten  Theiles  über  den  Mit- 
telpunkt nicht  paralleler  Kräfte  in  einer  Ebene  ange» 
stellt  worden  sind.    Von  den  zwei  Kräften  p  nnd  f$ 

•  

welche  auf  die  Pnnkte  A  nnd  B  wirken  nnd  eich  in  / 
schneiden,  ist  hiernach  der  Mittelpunkt  derjenige  Peakt 
C  in  der  Richtung  Cl  ihrer  Resultante  — rf  in  wci» 
ohem  dieselbe  von  dem  duroh  Ay  B,  I  m  siebenden 
Kreise  getroffen  wird  ($.  115. ),   nnd  dieser  Punkt  C 
besitzt  dje  Eigenschaft,  dass,  wenn  das  Dreieck  ABC 
ohne  Aenderung  seiner  Grösse  nnd  Gestalt  beliebig  in 
seiner  Ebene  verschoben  wird,   und  die  Kräfte  p%  f 
auf  A,  B  nach  Richtungen,  die  mit  ihren  anfänglichen 
parallel  sind,   zu  wirken  fortfahren,  auch  ihre  Rani 
tante,  der  Grösse  nnd  Richtung  nach  sich  nicht  Än- 
dernd, stets  durch  C  geht  (§.  114.)-    Wird  folglich  as 
C  eine  dieser  Resultante  gleiche  und  entgegengesetzt 
Kraft  r  angebracht,    so    werden  die  Kräfte  p>  f}  r, 
(deren  Intensitäten  sich  nach  §•  120.   wie   die  Seit* 
BCy   CAj  AB  des  Dreiecks  verhalten  müssen,)  sei 
jeder   Verrückung   des  Dreiecks   in   seiner   Ebene  i* 
Gleichgewichte  verharren.    Hieraus  ergeben  sich  aber 
in  Verbindung  mit  dem  Vorigen  die  merkwürdigen  R»    |k 
8nltate:  ]j 

Sind  drei  Punkte  in  einer  Ebene  dergestalt  es- 
weglich)  dass  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  nck 
immer  ähnlieh  bleibt  y  und  halten  sieh  drei  a^fnt 
wirkende  Kroße  das  Gleichgewicht,  so  herrscht  amd 
noch  Gleichgewicht  bei  jeder  andern  L*g*>  weUt 
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den  iSmkten  xmfelge  ihrer  Beweglichkeit  geben 
kann,  wenn  nur  die  Kräfte  ihr en  anfänglichen  ßich- 
rem  parallel  bleiben  $  und  umgekehrt: 
Sind  drei  Kräfte,  welche  auf  drei  fest  mit  ein- 
verbundene  Punkte  in  einer  Ebene  wirken,  im 
€Heiehgewichtey  und  dauert  dasselbe  noch  fort,  wenn 
das  System  der  drei  Punkte  in  .seiner  Ebene  beliebig 
werscheben  wird,  die  Kräfte  aber  parallel  mit  ihren 
anfänglichen  Richtungen  fortwirken,  so  wird  das 
Gleichgewicht  auch  nicht  unterbrechen,  wenn  man 
den  Punkten  eine  solche  gegenseitige  Beweglichkeit 
mach  beilegt,  bei  welcher  das  von  ihnen  gebildete 
Dreieck  eich  immer  ähnlieh 


§.  236. 

Keine  Schwierigkeit  hat  es,  auch  an  vier,  fünf, 
oder  mehrern  Punkten,  die  in  einer  Ebene  liegen  und 
darin  dergestalt  beweglieh  sind,  das»  die  dar  oh  sie  be- 
räumte Figur  sieh  immer  ähnlich  bleibt,  sich  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  anzubringen.  Denn  seyen  A, 
B,  C,  D  Tier  solche  Punkte,  an  denen  sich  die  Kräfte 
p>  f,  r,  s  das  Gleichgewicht  halten  sollen;  zwei  der- 
selben, etwa  p  nnd  a,  seyen  gegeben.  Durch  A,  B 
und  den  Durchsohnitt  N  von  p  mit  a  beschreibe  man 
einen  Kreis,  welcher  die  Resultante  x  von  p  nnd  f 
nasser  in  N  noch  im  Punkte  X  schneide.  Denkt  man 
sieh  nua  X  als  neuen  Punkt  des  Systems,  also  mit 
A,..D  m  solcher  Verbindung,  dass  er  gegen  sie  im- 
mer in  ähnlicher  Lage  bleibt,  und  bringt  man  an  X 
die  sieb  aufhebenden  Kräfte  x  nnd  — x  an,  so  sind 
p,  f,  — x  a*  A,  B,  X  im  Gleichgewichte;  mithin  müs- 
es  auch  x,  r,  s  an  -X,  C,  D  seyn,  und  man  kann 
kitteist  der  bekannten  Kraft  x  nnd  eines  dnroh  X, 
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£>  Z*  su  beschreibenden  Kreises  die  Intensitäten 
Richtungen  von  r,  #  finden« 

^*  Sind  ferner  A,  B9  C,  Z>,  £  fünf  Punkte  in  einer 
Ebene ,  die  in  ähnlieber  Lage  gegen  einander  verhar- 
ren  sollen;  p,  f9  r,  #,  t  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte, 
und  von  ihnen  p,  f>r  gegeben ,  so  suche  man  wiejror- 
hin  den  Mittelpunkt  J£  der  Kräfte  p,  f  in  ihrer  Re- 
sultante x  und  denke  sieh  diesen  mit  den  Kräften  x 
und  — x  ab  einen  zum  Systeme  gleichfalls  gehörigen 
Punkt.  Da  nan  jp,  #,  —x  an  jf,  2?,  X  im  Gleichge- 
wichte sind,  so  müssen,  es  auch  xy  r,  s,  tan  X,  C, 
D,  JE  seyn,  wenn  Gleichgewicht  zwischen  p9  f  ,  r,  4  t 
herrschen  soll;  und  die  Aufgabe  ist  somit  auf  die  to- 
rige, welohe  ein  System  von  vier  Punkten  betraf,  m- 
rückgefiihrt 

Ueberhaupt  also,  —  denn  auf  analoge  Weise kaas 
man  von  5  Punkten  auf  6,  u.  s.  w.  sehliessen  —  t 
Wenn  n  Punkte  in  einer  Ebene  so  beweglieh  sind,  dssi 
sie  stets  in  ähnlicher  Lage  gegen  einander  bleibe^ 
und  wenn  auf  n — 2  derselben  beliebig  gegebene  Krifia 
in  der  Ebene  wirken,  so  kann  man  immer  an  den  zwei  * 
übrigen  Punkten  zwei  Kräfte  hinzufügen,  welche  mit 
erstem  Gleichgewicht  hervorbringen. 

Zugleich  aber  erhellet,  dass  dieselbe  Constrootioo, 
womit  sioh  diese  zwei  Kräfte  finden  lassen,  auch  dann 
anzuwenden  ist  und  die  nämlichen  zwei  Kräfte  giebt, 
die,  wenn  die  n  Punkte  in  unveränderlicher  Lage  gegto 
einander  genommen  werden,  am  (n — l)sten  und  Utes 
Punkte  angebracht  werden  müsden,  damit  Glefchgewfckt 
entstehe  und  bei  beliebiger  Y errück ung  des  System 
in  der  Ebene  auch  fortdaure,  sobald  nur  sämmtlicl* 
n  Kräfte  ihren  anfänglichen  Richtunger  parallel  blä- 
hen.   Die  Bedingungen  zwischen  den  *  Kräften  mai 
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in  dem  einen  Falle  dieselben,  wie  in  dem  andern, 
vir  liehen  hieraus  die  Folgerang,  dose  die  zwei 
f  zu  Ende  de*  vor.  f.  nicht  Mose  ßtr  dreiy  son- 
ßkr  jede  beliebige  Anzahl  von  Punkten  m  einer 
e  Gültigkeit  haben. 

eh  bemerke  nur  noch*  das«  eben  sc,  wie  in  der 
ebe  des  §•  234.  ein  sieh  ähnlieh  bleibendes  Drei- 
gebildet  wurde,  auoh  ein  System  von  jeder  gros- 
Ansaht  in  ähnlicher  Lage  bleibender  Punkte  leioht 
ruirt  werden  kann.  Denn  man  hat  nur  in  einer 
s  ein  System  von  Geraden,  welche  sich  unter  un- 
iderlichen  Winkeln  in  einfoi  Punkte  treffen,  mit 
i  andern  Systeme  von  derselben  Beschaffenheit 
Mrtalt  zu  verbinden,  dass  eine  Gerade  des  einen 
ms  mit  einer  Geraden  des  andern  zusammenfällt 
längs  derselben  verschiebbar  ist.  Alle  Durch- 
tttptmkte  zweier  Geraden  des  eben  und  andern 
ms,  so  wie  jeder  der  zwei  Punkte  selbst,  in  wel» 
alle  Geraden  eines  und  desselben  Systems  zu- 
iqplaufen,  werden  dann  stets  in  ähnlicher  Lage 
i  einander  verharren» 


^  s 
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lichkeit 

f  237. 

Jnter  den  Gleichungen,  welche  die  Bedingungen 
Sieichgewichts  zwischen  Kr&ftep  ausdrücken,  die 
in  System  mit  einander  verbundener,  an  sieh  frei  be- 
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weglicher  Körper  wirken,  kommen  zu  Folge  des  Grand- 
satzes  I.  in  §.  190.  immer  anch  diejenigen  Gleichungen 
mit  .vor,  welche  erfüllt  seyn  müssen,  sobald  die  ge- 
genseitige Lage  der  Körper  unveränderlich  angenom- 
men wird,  und  somit  sämmtliohe  Körper  einen  einigen 
frei  beweglichen  ausmachen.  Dieser  letztem  Gleiohun- 
gen  giebt  es  im  allgemeinsten  Falle  sechs.  Weiss  man 
folglich  irgendwoher,  dass  das  Gleichgewicht  eines  Sy- 
stems mit  einander  verbundener,  an  sich  frei  bewegfi- 
eher  Körper,  aof  welche  beliebige  Kräfte  wirken,  im» 
mer  schon  durch  sechs  Gleichungen  bedingt  ist,  so 
können  diese  keine  andern,  als  .'die  sechs  zum  Gleich- 
gewichte eines  einzigen  Körpers  erforderliehen  GM* 
ehnngen  seyn.  Aber  nicht  allein  dieses,  sondern  et 
kann  auch  kerne  gegenseitige  Beweglichkeit  awischai 
den  Körpern  statt  finden. 

Um  sieh  von  der  Richtigkeit  des  letztem  Schi» 
ses  vollkommen  zu  überzeugen,  bringe  man  an  deaarit 
einander  verbundenen  Körpern  beliebige  Kräfte  an. 
Alsdann  ist  es  immer  möglich,  an  einem  der  Körper, 
er  hcissc  a,  oder  an  Punkten,  die  mit  ihm  fest  verbin- 
den sind,  zwei  solche  Kräfte  hinzuzufügen,  welche  k 
Vereinigung  mit  den  erstem  Kräften  den  6  Gleichun- 
gen Genüge  leisten.  Sind  pun  die  6  Gleichungen  £e 
einzigen  zum  Gleichgewichte  erforderlichen  Bedingun- 
gen, und  ist  folglich  durch  Hinzufügung  der  zwei  Krlftt 
Gleichgewicht  zu  Wege  gebracht  worden,  so  muss  die- 
ses auch  noch  bestehen,  wenn  man  a  unbeweglich setft» 
Wenn  aber,  sobald  einer  der  Körper  unbeweglich  an- 
genommen wird,  keine  auf  die  übrigen  Körper  wirken- 
den Kräfte  Bewegung  zu  erzeugen  vermögen,  so  iniet 
keine  gegenseitige  Beweglichkeit  statt. 


Voa  ta  Bedinge**«  dcr  ünbcweglWArft  f ff 

4.  238. 
Ob  Körper,  die  auf  gegebene  Weise  mit  einander 
verbunden  sind,  ihre  Lage  gegen  einander  noch  ändern 
können  oder  nicht,  die  Beantwortung  dieser  Frage  kann 
aiebt  allein  in  der  Mechanik,  sondern  auch  bei  rein 
geometrischen  Untersuchungen  oft  von  Interesse  seyn. 
Die  Statik  bietet  uns  hierin  ein  sehr  einfaches  Mittel 
m  Am  Satze  des  vor«  §•  dar,  das»  es  bei  gegenseiti- 
ger Unbewegliehkeit  nicht  mehr  als  6  Gleichungen  des 
Gleichgewichts  giebt»  Ich  glaube  daher,  indem  ich 
dieses  Princip  etwas  weiter  zu  entwickeln  suche,  nichts 
Ueberflüssiges  zu  tbun,  um  so  weniger,  als  der  Geo- 
metrie wohl  nieht  immer  gleich  einfache  Mittel  zur  Ab- 
ortheilung über  die  Beweglichkeit  zu  Gebote  stehen 
dBrften. 

Um  bei  einem  Systeme  von  n  mit  einander  von 
bondeeen  Körpern  die  Bedingungen  des  Gleichgewichte 
sa  finden,  hat  man  nach  §•  215  für  jeden  einzelnen 
Körper  des  Systems  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichte» im  Allgemeinen  sechs,  zwischen  den  uomittel» 
bar  auf  ihn  wirkenden  Kräften  und  den  Pressungen^ 
denen  er  ausgesetzt  ist,  zu  entwickeln  und  aus  diesen 
^s  Gleichungen  die  Intensitäten  der  Pressungen ,  so 
wie  auch  ihre  Richtungen,  wenn  diese  unbekannt  sind, 
n  eUminiren«  Die  somit  hervorgehenden  Gleichungen^ 
43*—/»  zum  wenigsten,  wenn  p  die  Zahl  der  von  den 
Pressungen  herrührenden  unbekannten  Grtiesen  ist,  sind 
die  gesuchten  Bedingungen  des  Gleichgewichts.  Man  setze 
daher  die  Zahl  dieser  Bedingungsgleichungen  =  6m — p 
+f»  wo  f  e*ne  positive  ganze  Zahl  oder  auch  null  ist: 
Ist  nun  jeder  Körper  des  Systems  an  sich  frei  be- 
weglich, so  giebt  es  nioht  weniger  als  6  Bedingung* 
gleiohnngen,  und  wenn  es  ihrer  nur  6  sind,  also  wenn 
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6n—  />+y  =  6,  d.  i.  6(n—i)  +  y=p  ist,  so  können 
Bach  vor.  §•  die  Körper  ihre  Lage  gegen  einander 
nioht  ändern.  Ist  dagegen  6  (»— 1)  +  y  >/> ,  ao  herrscht 
in  dem  Systeme  gegenseitige  Beweglichkeit 

Hieraus  schliessen  wir  endlich,  dass,  wtan/?< 
6(ä— i),  stets  gegenseitige  Beweglichkeit  statt  findet, 
upd  dass,  wenn  gegenseitige  Unbewegliehkeit  eintrete« 
soll,  /?  =  oder>6(n — 1)  seyn  muss,  dass  aber  dieet 
Bedingung,  wenn  auch  stets  noth wendig,  doch  nicht 
immer  hinreichend  für  die  Unbewegliehkeit  ist. 

f  239. 

Berühren  sieb  je  zwei  Korper  des  Systems  wä 
ihren  Fläohen,  oder  berührt  eine  Kante  oder  Ecke  ei- 
nes Körpers  die  Fläche  eines  andern,  oder  kreoei 
sich  die  Kanten  zweier  Körper  unter  einem  beliebiges 
endlichen  Winkel,  so  ist  die  Richtung  der  dasaftet 
statt  findenden  Pressungen  schon  im  Voraus  bekaast, 
und  p  ist  der  Anzahl  der  Pressungen  selbst,  d.  L  im 
Begegnungspufikte,  gleich.  Begegnen  sich  .daher  s 
Körper  auf  die  eine  oder  die  andere  der  eben  gedact 
ten  Arten  in  weniger  als  6(n — 1)  Punkten,  so  kam 
immer  die  gegenseitige  Lage  derselben  verändert  wer- 
den* ohne  dass  eine  der  Begegnungen  wegfällt  NMt 
mehr  ist  aber  diess  jederzeit  möglich,  wenn  sie  «ok 
in  6(n — 1)  oder  noch  mehrern  Punkten  treffen. 

-  So  haben  wir  bereits  oben  (§.  193.)  bemerkt,  dass  swfi 
Körper,  die  sich  in  5  oder  weniger  Punkten  berühr«*, 
immer  an  einander  verschoben  werden  können,  im  AB- 
gei  leinen  aber  nicht  mehr  bei  6  oder  mehrern  Berüh- 
rungen. '  Auf  gleiche  Art  findet  Verschiebbarkeit  ta 
Allgemeinen  nioht  mehr  statt,  wenn  6  Ecken  des 
Körpers  die  Fläche  des  andern  treffen,    oder  m 
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eiae  Corvo  in  6  Punkten  eine  Fläche  berührt,  oder  wenn 
zwei  Curven  (von  doppelter  Krümmung)  in  6  Punkten 
über  einander  weggehen.  —  Letztere  6  Punkte  können 
aneh  paarweise  zusammenfallen,  so  dass  die  beiden 
Cturren  in  drei  Punkten  einander  einfach  berühren*  Auch 
kann  man  die  6  Punkte  zu  dreien  zusammenfallen  las- 
sen, so  dass  sieh  die  Curven  in  zwei  Punkten  beruh- 
ran  and  in  jedem  derselben  eine  gemeinschaftliche  Krüm- 
mongsebene  haben,  u.  s.  w.  In  keinem  dieser  Fälle 
lassen  sich  die  Curven  an  einander  verschieben,  ohne 
dass  die  Arten  der  Berührung  aufgehoben  würden. 

Sind  6  Punkte  des  einen  Körpers  mit  6  Punkten 
des  andern  nieht  unmittelbar,  sondern  durch  6  Gerade 
von  unveränderlicher  Länge  verbunden,  so  kann  gleich- 
falls die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Körper  im  All- 
gemeinen  nieht  mehr  geändert  werden.  Denn  da  beim 
Gleichgewichte  des  Ganzen  jede  der  6  Geraden  an  ih- 
ren swei  Endpunkten  zwei  einander  entgegengesetzte 
aber  gleiohe  Pressungen  ausübt,  so  sind  hier  nur  die 
Intensitäten  der  6  Pressungen  unbekannt,  und,  diese 
ans  den  zweimal  6  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht 
der  beiden  Körper  eliminirt,  bleiben  6  Bedinguugsglei- 

ehunjren  zurück, 

f  240. 

Dass  die  gegenseitige  Lage  zweier  Körper  im  All- 
gemeinen nieht  mehr  veränderlich  ist,  wenn  in  der 
Oberfläche  O  des  einen  sechs  Ecken,  oder  überhaupt 
sechs  bestimmte  Punkte  J,  B,  C,  Z>,  E,  F  des 
andern  k  enthalten  seyn  sollen,  dies  lässt  sich  auoh 
dnreh  folgende  Betrachtung  einsehen. 

1)  Sollen  nur  j£9  B  und  C  sich  in  der  Fläche  O 
befinden,  so  kann  der  Ort  von  A  beliebig  in  O  ge- 
nommen werden  5  B  ist  dann  irgend  ein  Punkt  in  dem 


.,„1  f*"*  ~ 
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fa—p  ,  uäj d*  ■«  ^  mit  ^^»  ais  Halb* 

nach  ^  £jjf*üäche  9  uud  £7  der  Durch- 

nich*  ^^  j*ei  Kugelflächeu,  welche  du* 

in  i  '  j».  iWunessern  AC  and  BC  erzeugt 

d  Jjiwr  J**  Korper  X*  um  A  so  gedreht, 
(*  i  C  *  *  ****en,  so  beschreibt  der  vierte 

//  ^^r  v^nuBte  Curve ,   uud  wenn  /)  iu  die- 
"'"  -— ■  «kommen  ist,  wo  sie  von  O  ge- 

i«r£*u  nunmehr 
^  4  *■*:.»  .4,  Ä,  C,  />  zugleich  in  O.    Fur 
wes&ez**  ****  'e*  -'  *n  ^  giebt   es  daher  im 

AltsT****"  *"*   **er  aU°*1   et"°'ie   Logen   des   Kür- 
ittiniäC  -i  auch  Ä,  C,  ZJ  sich  in  0  befin- 
««ten  inrend  eine  Curve  a  in  c?  gegeben 
^   r  «tcdtr  J  sich  bewegen  soll,  die  Punkte  //,  C, 
p  n  »*■  •  Mitfleich  gegebenen  und  in   O   liegendes 
Oc-m  ***  ****?™  können.    Hat  nun  bei  dieser  üe- 
ikürpers  k  der  füufte  Punkt  E  desselben 
«H*ti*  '/  erreicht,  so  sind  jetzt 
T   ii«   i  Punkte  A>...E  zugleich  in  O.     Für  jede 
u    (ß  gtebt  es  demnach  einen  in  ihr  liefen- 
«*«    **•(*«>!'    t     iiider  etliche,  oder  auch  keine)  von  der 
»it«4tth«*uutU'it ,   dass  wenn  A  mit  ihm   eoineidirt,  auch 
^      t    u    V  gebracht  werden  können,     lleisseu  ubuli- 
^v    **%•*%;    l  %  .i.,...  diese  Oerter  vou  A  für  irgeod 
<*«•%»»   K,ut%ca  ;*,,  «.>...  in  O,    Denkt  man  sich  oun 
,    .    i   .  . .  <*U  uuuüttelbar  neben  einander  liegende 
,•  .«»•*,   o»hu  als  üolohe,  in  denen  O  von  un mittelbar 
w.  ..«Kwai 4  «ul^cudeuPurallelebenen  geschnitten  wird, 
v.    ...u.    4.  .     i   y    /.,...  die  zunächst  uuf  einander  fol- 

......%m  t'uuutu  oui er  bestimmten  Curve  u.     Solleu  folg- 

v*.\    .u    *  1*141» iv iv    /*.../?  zugleich  in  O  sevn  und  bei 
„.     iv  u.nu»»0  %im  v  duriu  bleiben,  so  muss  -J  in  der 


>* 


t 
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irre  a  liegen  und  darin  fortgeben/  wobei  auch  die 
»Igen  Punkte  B,..E  nicht  mehr  beliebige,  sondern, 
Im  so  wie  a,  Ton  der  Gestalt  der  Fläche  0  tritt!  de* 
genseitigen  Lage  der  5  Punkte  J,...E  abhängige 
wen  beiohreiben  werden. 

4)  Iit  endlieh  bei  dieier  bestimmten  Bewegung  von 
4er  sechste  Punkt  F  in  O  getreten ,  to  hört  mif  de* 
jCngung,  dass  aueh  F\nO  bleiben  soll,  die  Beweg- 
ttdt  von  k  völlig  auf. 

§.  241. 

Aue  den  voranstehenden  Betrachtungen  ergeben 
ifc  leicht  einige  Fälle,  in  denen  einem  Systeme  von 
tflgcr  als  6  Punkten,  die  in  unabänderlichen  Bntfer- 
Wgtm  von  einander  sind,  im  Allgemeinen  keine  Be- 
£Ug  mehr  gestattet  ist    Diese  Falle  sind: 

1)  bei  einem  Systeme'  von  drei  Punkten,  wenn  ein 
■Ikt  unbeweglich,  ein  zweiter  in  einer  gegebenen  Li- 
I  «ad  der  dritte  in  einer  gegebenen  Fläche  beweg- 
h  ist,  oder 

2)  wenn  die  drei  Punkte  in  gegebenen  Linien  be- 
gBeb  sind  (vergl.  |.  203.); 

5)  bei  einem  Systeme  von  vier  Punkten,  wenn  ein 
nfct  unbeweglich  und  die  drei  andern  in  gegebenen 
iahen  beweglich  sind,  oder 

4)  wenn  xwei  Punkte  in  gegebenen  Linien  und  die 
*i  übrigen  in  gegebenen  Fläohen  beweglich  sind; 

5)  bei  einem  Systeme  von  fünf  Punkten,  wenn  ein 
mkt  in  einer  gegebenen  Linie  und  die  vier  andern  in 
gwbenen  Fliehen  bewegfioh  sind. 

Die  swei  ersten  dieser  Fälle  erhellen  aus  Nr.  J.j 

W  dritte  nnd  vierte  aus   Nr.  2.  und  der  fünfte  ans 

f.  8.  des  vor.  f. 

8* 


I 

I 
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Durchschnitte  von  O  und  der  am  ^  »it  ^Ä,  nie  Halb- 
messer, beschriebenen  Regelfläche,  und  0  der  Durch- 
schnitt reo  4?*  und  den  swei  Kugetfläohen,  welche  mm 
A  und  B  mit  den  Halbmesser«  AC  und  Ä£?  arscngl 
werden.  Wird  alsdann  der  Körper  k  vm  A  *o  gedreht, 
dass  B  und  C  in  O  bleibe»,  so  beschreibt  der  vierte 
Punkt  1>  eine  bestimmte  Curve,  nnd  wenn  D  in  die» 
ser  Curve  bis  dahin  gekommen  ist,  wo  sie  von  &  ge- 
schnitten wird,  so  liegen  nunmehr   - 

2)  die  4  Punkte  A,  B>  C,  D  zugleich  in  O.  PBr 
jeden  beliebigen  Ort  des  A  in  O  giebt  ee  daher  m 
Allgeriieinen  eine  oder  auch  etliche  Lagen  den  Kör- 
pers Jby  wo  nächst  A  auch  B9  C>  D  sieh  hi  4k  bds- 
den,  eo  dass,  wenn  irgend  eine  Gurte  a  in  O  gcgebes 
ist,  in  welcher  A  sieh  bewegen  soll,  die  Punkte  B>€; 
D  in  mit  a  zugleich  gegebenen  und  in  &  Hegendes 
Curven  sich  bewegen  können«  Bat  nun  bei  dieser  Be- 
wegung des  Körpers  k  der  fünfte  Punkt  E  desseftff 
die  Fläche  Q  erreicht,  so  sind  jetat 

3)  die  5  Punkte  A,...B  zugleich  in  O.  Für  je* 
Curve  a0  in  O  giebt  es  demnach  einen  in  ihr  Hegte» 
den  Punkt  A0  (oder  etliche,  oder  auch  keine)  von  itr 
Beschaffenheit,  dass  wenn  A  mit  ihm  ooineidirt,  atwk 
B,..E  in  O  gebracht  werden  können.  Ueissen  ähnli- 
cher Weise  Al3  A2i...  diese  Oerter  von  A  für  irgssd 
andere  Curven  al9  «*,...  in  O.  Denkt  man  sich  ma 
aoj  *i>  0a>--«  aU  unmittelbar  neben  einander  fiegesde 
Curven,  etwa  als  solche,  in  denen  O  von  unmittelbar 
auf  einander  folgenden  Parallelebenen  geschnitten  wirf, 
so  sind  A09  Al9  A29...  die  zunächst  auf  einander  fei- 
genden Punkte  einer  bestimmten  Curve  a.  Sollen  folg- 
lich die  5  Punkte  A9...E  zugleich  in  O  sejn  und  bei 
der  Bewegung  von  k  darin  bleiben,  so  muss  A  in  dir 
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wve  a  liegen  ood  darin  fortgeben/  wobei  auch  die 
feigen  Punkte  B,..E  nicht  mehr  beliebige,  sondern, 
tai  so  wie  a,  Ton  der  Gestalt  der  Fläche  O  tritt!  de* 
»genscitfgen  Lage  der  5  Punkte  A,...E  abhfcftgfge 
irren  besehreiben  werden. 

4)  Iit  endlieh  bei  dieser  bestimmten  Bewegung  von 
4er  sechste  Punkt  F  in  O  getreten,  so  hört  mit  de* 
siingung,  dass  auch  F\nO  bleiben  soll,  die  Beweg- 
ftktft  von  k  völlig  auf. 

Aus  den  voranstehenden  Betrachtungen  ergeben 
sh  leicht  einige  Fälle,  in  denen  einem  Systeme  von 
ndger  als  6  Punkten,  die  in  unabänderlichen  Ent fer- 
tigen von  einander  sind,  im  Allgemeinen  keine  Be- 
trag mehr  gestattet  ist    Diese  Falle  sind: 

1)  bei  einem  Systeme'  von  drei  Punkten,  wenn  ein 
nkt  unbeweglich,  ein  zweiter  in  einer  gegebenen  Li- 
ft und  der  dritte  in  einer  gegebenen  Fläche  beweg- 
ih  ist,  oder 

2)  wenn  die  drei  Punkte  in  gegebenen  Linien  be- 
*gHcb  sind  (vergL  |.  203.); 

5)  bei  einem  Systeme  von  vier  Punkten,  wenn  ein 
mkt  unbeweglich  und  die  drei  andern  in  gegebenen 
lachen  beweglich  sind,  oder 

4)  wenn  zwei  Punkte  in  gegebenen  Linien  und  die 
rei  übrigen  in  gegebenen  Flächen  beweglich  sind; 

5)  bei  einem  Systeme  von  fünf  Punkten,  wenn  ein 
inkt  in  einer  gegebenen  Linie  und  die  vier  andern  in 
igebenen  Flächen  bewegfioh  sind. 

Die  swei  ersten  dieser  Fälle  erhellen  aus  Nr.  I.; 

Kr  dritte  und  vierte  aus   Nr«  2.  und  der  fünfte  aus 

r.  3.  des  vor.  §. 

8* 
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f  242. 

Wenn  bei  einem  Systeme  von  n  doreh  Berührung 
mit  einander  verbundenen  Körpern,  deren  jeder  an  «oh 
frei  beweglieh  ist,  die  gegenseitige  Lage  der  Korper 
unveränderlich  seyn  soll,  so  müssen  sie  sich  in  wenig- 
stens 6(*— i)  Punkten  berühren  (§.  238.).    Ob  diese 
Unveränderliohkeit  der  Lage  in  irgend  einem  bestimm- 
ten Falle  wirklieh  statt  findet,   oder  nicht,  lässt  sieh 
im  Allgemeinen  wohl  nicht  anders  beurtheilen,  als  dass 
man  die  6(#» — 1)  in  den  Berührungen  vorkommenden 
Pressungen  aus  den  6n  ursprünglichen  Gleichungen  des 
Gleichgewichts  eliminirt.  Denn  je  nachdem  dann  6  oder 
mehr  als  6  Gleichungen  übrig  bleiben,  ist  die  gegen- 
seitige Lage  constant  oder  veränderlich.,  Indessen  giebt 
es,  so  lange  nicht  dergleichen  Umstände,  wie  in  §.193. 
bemerkt  worden,  eintreten,  mehrere  specielle  Fälle,  in 
denen  Jüan  über  die  gegenseitige  Beweglichkeit  ohne 
vorangegangene  Rechnung  entscheiden  kann.    So  Hül- 
sen sich  z.  B.  3  Körper  in  wenigstens  6  X  2 =12  Punk- 
ten berühren,  wenn  sie  nicht  mehr  an  einander  solki 
verschoben  werden  können.    Auch  findet  in  der  Tbat 
gegenseitige  Unbeweglich  keit,   im  Allgemeinen  wenig- 
stens, statt,  wenn  der  erste  dem  zweiten  in  6,  und  dar 
zweite  dem  dritten  ebenfalls  in  6  Punkten  begegnet; 
nicht  mehr  aber,    wenn   der  erste   den   zweiten  in  7> 
und  4er  zweite  den  dritten  in  5  Punkteu  berührt.  Dem 
hängen  dann  auch  der  erste  und  zweite  Körper  fest  n- 
8  am  inen,   so  ist  doch  der  dritte  an  dem  zweiten  Ter- 
sohiebbar. 

Ueberhaupt  leuoutet  ein,  dass,  je  gleiehmüssig* 
die  6  (#9—1)  oder  mehrern  Berührungen  unter  des  * 
Körpern  vertheilt  sind,  um  so  mehr  zu  erwarten  steht, 
dass  die  Körper  unbeweglich  gegen  einander  seyn  wer- 
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den«  Im  Allgemeinen  wirij  man  sich  daher  immer  von 
der  gegenseitigen  Unbewegliohkeit  versichert  halten  kön- 
nen ,  -wenn  von  den  n  sieh  in  6  \n  — %)  oder  mehreren 
Punkten  berührenden  Körpern  je  zwei  sieh  in  gleich- 
viel Punkten  berühren* 

Wenn  von  n  Körpern  je  zwei  lieh  in  m  Punkten 
berühren ,  10  ist  die  Anzahl  aller  Berührungen  =  \  mn 
(»— i).  Ist  folglich  bei  diesem  Systeme  \  mn(n — 1) 
=s  oder  >  6(n — 1)  und  daher  mn=  oder  >  12,  so 
Ist  die  gegenseitige  Lage  der  Korper  unveränderlich. 
Wenn  demnach 
von  12  oder  mehr  Körpern  je  xwei  sich  in  1  Punkte 

oder  von  6    —    —       —       —    — 1  Punkten 

_    •—    4    —    —       — 3      — 

_    _    3    —    —       —       —    — 4     — 

_    _    2    —    —       —       —    — 6      — 

berühren )  so  hann,  ohne  das*  Berührungen  wegfal- 
len ^  die  gegenteilige  Lage  der  Korper  nichtm  geän- 

werden. 

f  243. 

Aehnliohe  Betrachtungen  lassen  sich  bei  einem  Sy- 
steme von  Curven,  die  in  einer  Ebene  beweglich  sind, 
anstellen.  Das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften,  die 
in  einer  Ebene  auf  ein  darin  bewegliches  System  fest 
mit  einander  verbundener  Punkte,  oder  auf  eine  in  der 
Ebene  bewegliohe  Curve  von  unveränderlicher  Gestalt 
wirken,  erfordert  die  Erfüllung  von  drei  Gleichungen. 
Bei  einem  Systeme  von  n  Curven,  die  sich  in  p  Punk- 
ten berühren ,  ha^  man  daher  3/*  Gleichungen,  worin  p 
unbekannte  Pressungen  vorkommen.  Aus  diesen  3/* 
Gleichungen  lassen  sich  zuerst  3  Gleichungen  folgern, 
welche  dem  Gleichgewichte  aller  n  Curven,  als  wären 
sie  fest  mit  einander  verbunden,  angehören;  und  weuu 


t 
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sich  ausser  diesen  drei  noch  andere  von  Pressungen  freie 
Gleichungen  finden  lassen,  so  sind  dies  die  Bedingm»» 
gen  4*s  Gleichgewichts  wegen  statt  findender  gegen- 
seitiger Beweglichkeit  der  Curven  iq  der  Ebene*    Eine 
solche  Beweglichkeit  giebt   es    daher   immer,    «renn 
3»-— /*>3,  also  /?<3(/> — 1),  d.  h.  wenn  siob  die 
n  Corven  in  weniger  als  3  (n— i)  Punkten  berühren. 
Bei  3  (n — 1)  und  mehrern  Bbrührqngerf  dagegen,  und 
wenn  je  zwei  Corven  sich  in  gleichviel  Punkten  berufe» 
ren,  herrseht  im  Allgemeinen,  nach  Ähnlichen  Schlaf» 
sen,  wie  im  vor.  f.,  gegenseitige  Unbewegliobkeit  B» 
rühren  sieh  daher  je  zwei  Curven  in  m  Punkten,  usd 
ist  folglich  die  Zahl  aller  Berührungen  =  i  um  (*—t)> 
so   giebt  es  keine  gegenseitige   Beweglichkeit  mehr, 
wenn  ±mn  (n— i)  =  oder  >  3  (#•— i),   4L  u  wess 
mn  =  oder  >  6,  und  wir  ziehen  daraus  den  Schlau: 
Wenn  in  einer  Ebene  von  6  Curven  je  zwei  sieh 
in  1  Punkte ,  oder  von  3  Curven  je  fwei  eich  m  % 
Punkten,  oder  wenn  2  Curven  rieh  in  3  Punkten  hh 
rühren,  so  können  weder  die  6,  noch  die  3,  noehUs 
2  Curven  in  der  Ebene  dergestalt  an  einander  vor* 
schoben  werden,    das*  sie  einander  in  eben  so  vid 
Punkten,  als  anfänglich,  %u  berühren  fortfahre*,— 
jedoch  mit  Ausnahme  besonderer  Formen  der  Cum*; 
ist  z.  B.  die  eine  von  zwei  Curven  ein  Kreis,  so  bleibt 
gegenseitige  Beweglichkeit,  in  wieviel  Punkten  sie 
von  der  andern  berührt  werden  mag. 


f.  244. 

Art  und  Weise  über  die  gegenseitige  Beweg- 
lichkeit mit  einander  verbundener  Körper  xa  entschei- 
den,  kann  insbesondere  dazu  nützen,  um  bei  irgend 
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m  geometrischen  Figur  so  bestimmen,  wie  vi#l  Stucke 
leiben  gegeben  seyn  müssen,  um  daraus  alle  fibri- 
finden  so  können.  Denn  nor  dann,  wenn  Ton  ein- 
er unabhängige  Stiieke  der  Figur  in  so  grosser  An- 
l  Vorhanden  sind,  dass  daraus  die  übrigen  sieb 
Saunen  lassen,    haben   sie   auch    eine  bestimmte! 

>  unveränderliche  Lage  gegen  einander.  Reiebt 
r  die  Anzahl  der  gegebenen  Stücke  zur  Bestim- 
ig  der    übrigen   noch    nicht,  hin,    so   bleibt   auch 

>  gegenseitige  Lage,  cum  Tbeil  wenigstens*  ünhe- 
imt  and  veränderlieb.  Finden  sieh  daher,  indem 
i  Kräfte  auf  die  Figur  Wirken  lässt  nnd  die  gege- 
sn  Stücke  von  unveränderlicher  Grösse  nnd  Form 
inont,  nur  %  Bedingungen  des  Gleichgewichts  oder 
mebdem  die  Figur  einta  Raum  von  3  Dimensionen 
imtnt,  oder  auf  eine  Ebene  beschränkt  ist,  so  sind 

0  Sttoke    mr    Ermittelung    der    übrigen    hinrei- 

id. 

§.  345. 

Cm  dieses  durcji  einige  Beispiele  zu  erläutern, 
aa  wir  zuerst  von  einem  Polyeder  sämmtliehe  Kan- 
utten Längen  nach  gegeben  seyn  lassen«  Die  An- 

1  derselben  heisse  £,  die  der  Ecken  e  und  die  der 
shen  f.  Wir  denken  uns  demnach  das  Polyeder 
ein  System  von  an  sich  frei  bewegliehen  e  Punkten, 
iaien  nnd  /  Ebenen,  die  dergestalt  mit  einander 
waden  sind,  dass  jeder  der  #  Punkte  in  gewissen 

•der  mehrern  der  f  Ebenen  zugleich  sn  bleiben 
frthigt  ist,  jede  der  k  Linien  aber  von  gegebener 
ge  ist  und  gewisse  zwei  der  e  Punkte,  die  sich  an 
n  Enden  befinden,   in  unabänderlicher  Entfernung 

einander  hält  Lassen  wir  nun  auf  die  e  Ecken 
fte  wirken,   und  ist  das  Ganze  im 
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so  mus*  auch  jede  Ecke,  jede  Kante  und  jede  Fliehe 
besonders  itn  Gleichgewichte  seyn. 

Anf  jede  Ecke  wirken  die  unmittelbar  an  ihr  an- 
gebrachten Kräfte,  die  Pressungen  von  den  angrin- 
senden Kanten  nnd  die  Pressungen  von  den  Fliehen» 
in  denen  sie  zugleich  sich  befindet.  Das  Gleichgewicht 
an  jeder  Ecke  zwischen  allen  diesen  Kräften  wird  durch 
3  Gleichungen  ausgedrückt,  also  an  allen  e  Ecken 
durch  &  Gleichungen. 

Das  Gleichgewicht  an  jeder  Kante  ist  schon  dar» 
gestellt,  wenn  trir  die  zwei  Pressungen,  die  jede  Kante 
auf  die  zwei  Ecken  an  ihren  Enden  ausübt,  einander    . 
gleioh  und  entgegengesetzt  annehmen. 

Das  Gleichgewicht  an  jeder  Fläche  endlich- zwi- 
schen den  Pressungen ,  welche  sie  von  den  in  ihr  be- 
findlichen Ecken  erleidet,  führt  zu  3  Gleiebmigen  (§.1S)* 
da  diese  Pressungen  auf  der  Fläche  normal  nnd  dsler 
unter  sioh  parallel  sind,  also  das  Gleichgewicht  an  ei- 
len f  Flächen  zu  3f  Gleichungen« 

Man  hat  demnach  in  Allem  $0  +  3/  Gleiehimges, 
4us  denen  aber  noch  die  darin  vorkommenden  Pressn- 
gen  eliuünirt  werden  müssen.  Diese  sind  erstlich  die 
k  Pressungen  der  eben  so  viel  Kanten  und  zweiten 
2/c  Pressungen  der  Flächen.  Denn  jede  Fläche  erlei- 
det so  viele  Pressungen,  als  sie  Ecken,  also  auch  st 
viele,  als  sie  Kanten  hat,  und  da  jede  Kante  zweies 
Flächen  gemeinschaftlich  zugehört,  so  ist  die  AnsaU 
aller  Pressungen  der  Flächen  gleich  der  doppelten  Afr 
zahl  der  Kanten.  In  Allem  sind  es  daher  ZU  Pressn- 
gen.  Die  Zahl  der  naeh  Elimination  der  Pressung* 
übrig  bleibenden  Gleichungen  ist  folglich  =  3*  +  3f 
—  3£  =  6,  da  nach  Euler's  Theorem  *+/—*  =  * 
ist.   Die  Tbeile  des  Systems  haben  mithin  keine  ge- 
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oseitige  Beweglichkeit ,  und  wir  soMiessen  hieraus 
ii  übrigem  schon  bekannten  Satz: 

Sud  sämmtliobe  Kanten  eines  Polyeders  gegeben^ 
se  lassen  sich  damit  alle  übrigen  Stück?  desselben 
bestimmen. 

Doch  finden  von  jener  Unbewegliohkeit  und  mithin 
ich  von  diesem  Satze  in  speciellen  Fällen  Ausnahmen 
itt.  Eine  solche  macht  s.  B.  ein  Prisma;  denn  sind 
ose  die  Kanten  desselben  unveränderlich ,  so  kann, 
hui  die*  eine  Grundfläche  unbeweglich  angenommen 
rd,  die  Richtung  der  einander  parallelen  Seitenkan- 
n  jede  beliebige  seyn. 

f.  246, 

Ein  Polyeder  ist  ein  System  zusammenhängender 
lener  Vielecke  im  Räume.  Projioiren  wir  jetzt  ein 
«gleichen  System  auf  eine  Ebene,  oder,  was  das- 
dba  ist,  construiren  wir  in  einer  Ebene  ein  System 
in  Vielecken,  bei  welchem,  eben  so  wie  beim  Polye- 
wr,  jede  Kante  zwei  Vielecken  immer  zugleich  ange- 
bt, so  ist  wiederum  e  +  f  —  k  =  2.  Dabei  wird 
her  nur  in  besondern  Fällen  durch  die  Kanten  allein 
les  Uebrige  bestimmt  seyn.  Denn  nimmt  man  die 
lauten  wiederum  von  unveränderlicher  Länge  an,  und 
dien  Kräfte,  die  man  in  der  Ebene  an  den  Ecken 
ibringt,  im  Gleichgewichte  seyn,  so  hat  man  für  jede 
oke  zwischen  den  unmittelbar  auf  sie  wirkenden  Kräf- 
a  und  den  Pressungen  von  den  angränzenden  Kanten 
rei  Gleichungen,  also  zusammen  2e  Gleichungen,  wenn 
an  die  zwei  Pressungen,  die  jede  Kante  auf  die  zwei 
i  sie  stossenden  Ecken  ausübt,  schon  von  vorn  herein 
aander  gleich  und  entgegengesetzt  annimmt.  Aus 
lesen  2*  Gleichungen  die  k  Pressungen  der  Kanten 
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cBminirt ,  mfisscn  daher  3  Gleichungen  fibrig  blmbc*, 
und  es  muss  folglieh  2r  — >fc=s=3  seyn,  wenn  die  Theile 
der  Figur  keine  gegenseitige  Beweglichkeit  beben  sol- 
len.   Dies«  fiiesst  auch  schob  daraas  r  dess  bei 
Systeme  von  e  Punkten  in  einer  Ebene  2*  —  3  Ten 
ander  unabhängige  Stücke  zur  Bestimmung  der  übri- 
gen hinreichen  *)• 

Weil  «+/-*ä2,  so  kann  man  die  Bedingte* 
2*  —  k  =  3  auch  ausdrücken  durob:  e  msf+  1  um* 
2/=r£+i,  d.  h. 

Sollen  bei  einem  Systeme  zusammenhängend« 
Vielecke  in  einer  Ebene  sämmtliobe  Kanten  ron  eis- 
ander unabhängig ,  von  ihnen  aber  alle  übrigen  Stockt 
abhängig  seyn,  so  mos*  die  Eckenzahl  um  Eins  gros- 
ser als  die  Pläcbenzahl  seyn;  oder,  was  auf  dasssfti 
hinauskommt:  die  Kantenaahl  muss  um  Eins 'gering* 
als  die  doppelte  Pläohenzahl  seyn. 

Besteht  das  System  in  der  Ebene  ans  y  Dreieck«, 
i  Vierecken ,  *  Fünfecken,  a«  s.  w.$  so  ist  offenbar 

y=-y  +  ö*  +  «  +  ...  und  2£  =  8y+4ö*  +  5e+.,. 

Hiermit  verwandelt  sich  die  Gleichung  2f=  k  +  i  In 


•)  Bei  einem  Systeme  Ton  e  Punkten  im  Räume  sind  3*— 6  Statte 
höchstens  Ton  einander  unabhängig,  und  Ton  ihnen  alle  übriges  nV- 
hängig.  Ob  aber  gleich ,  wie  eben  gezeigt  worden  ,  die  KanteanV 
gen  eines  Polyeders  zur  Bestimmung  aller  übrigen  binrekhcn,  saht 
dennoch  nicht  im  Allgemeinen  3t — 6  —  *.  Denn  hat  eis  PelysaY 
nicht  bloss  Dreiecke,  sondern  auch  Vierecke,  Fünfecke  etc.  an  GriasaV 
cheny  so  sind  noch  die  Bedingungen,  dass  die  4te  Ecke  jedes  Vir- 
eckt,  die  4te  and  5te  jedes  Fünfecks,  etc.  in  der  Kbene  der  lstes, 
2ten  und  3ten  Ecke  liegen,  als  gegebene  Stucke  zu  betrachten.  Jfc 
Gleichung  3*— 6  =  *,  also  auch  die  damit  identischen  Ä  «*  Sf  •** 
t$  =  f  -f»  4,  gelten  daher  imr  for  Polyeder»  welche  Mos*  tse  fcsV 
ecken  begriazt  sind. 


4 
\ 
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wir  sobliessen,  dass  bei  derselben  Forderung 
ttr  den  Flächen  des  Systems  wenigstens  zwei  Drei-' 
(#  sejrn  müssen,  and  zwar  dann  nicht  mehr  ab  zwei 
eieoke,  wenn  die  übrigen  Flächen  bloss  Viereeke 
d*  Dies  ist  *.  B.  der  Fall,  wenn  man  ans  6  Punk- 
i  Aj  B,...F  2  Dreiecke  ABC,  DEF  und  3  Vier- 
ce  ABDEy  BCJEF,  CAFD  eoustruirt,  wobei  *=6> 
es  9  und  /=»  5  ist  Zwei  Dreiecke  ABC  und  DEF 
einer  Ebene,  deren  Ecken  durch  drei  Gerade  AD% 
B  Und  CF  von  unveränderlicher  Länge  verbunden 
d>  haben  demnach  eine  unveränderliche  Lage  gegen 
ander;  oder  allgemeiner  noch  ausgedrückt: 

Werden  von  zwei  in  einer  Ebone  enthaltenen  und 
in  beweglichen  Figuren  3  Punkte  der  einen  mit  3 
nktea  der  andern  durch  3  Gerade  von  unverändert!« 
ht  Länge  verbunden,  so  ist  damit  ihre  gegenseitige 
wegKobkeit  aufgehoben«  —  Bei  zwei  Figuren  im 
uaie  geschah  dieses  erst  durch  6  Verbindungslinien 
,  330.  zu  Ende.), 

Ein  anderes  Beispiel  dieser  Art  ist  folgende*:  Yen 
Bi  Vierecken  ABCD  und  FGHI  (Fig.  64.)  in  einer 
ene  verbinde  man  die  Eoken  des  einen  mit  denen 
i  andern  durch  die  4  Geraden  AF>  BG,  CH,  DI. 
arduroh  entstehen  4  neue  Vierecke  AGy  BH>  CIf 
F9  welche  in  Verbindung  mit  den  2  anfänglichen 
ireeken  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  sämmt» 
Ml  12  Linien  von  unveränderlicher  Länge  sind,  ein 
lb  veränderliches  System  bilden,  weil  Dreiecke  feb« 
•  Fugt  man  aber  noch  eine  Diagonale  eines  dieser 
ireoke,  als  eine  Linie  von  oonstanter  Länge,  hinzu, 
BL  die  Diagonale  AC  des  Vierecks,  JLRCZ»,  so  vor* 
ntolt  sieh  dieses  Viereck  in  swei  Dreiecke  und  es 
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tritt  Unveränderlichkeit  ein.  Da  hierdurch  eohon  das 
System  der  4  P#uokte  A>  B9  C,  D  an  veränderlich  wird, 
dp  werden,  wenn  wir  dieses  System  unbeweglich  setzen, 
anch  die  4  Punkte  F,  G9  ü,  I  unbeweglich,  welches 
folgenden  Satz  giebt: 

Hat  man  in  einer  Ebene  ein  bewegliches  Viereck 
mit  constanten  Seitenlängen  und  verbindet  die  Tier 
Ecken  desselben  durch  vier  Linien  von  gleichfalls  oos» 
stanten  Lungen  mit  vier  unbeweglichen  Punkten  der 
Ebene,  so  wird  damit  das  Viereck  selbst  unbewefciiek. 

Dass  dieser.  Satz  auch  vom  Dreiecke  gilt,  fliesst 
unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden«  Er  gilt  aber, 
wie  man  sich  leicht  tiberzeugen  kann,  auch  von  jedes! 
mehrseitigen  Vielecke. 

f  247. 

Wenn,  wie  wir  in  dem.  letzten  Beispiele  setztet, 
das  zu  untersuchende  System  unbewegliche  Punkte  wk 
enthält,  und  zwar  wenigstens  zwei  oder  drei  solcher 
Punkte,  nachdem  das  System  in  einer  Ebene  begriff* 
ist,  oder  nioht,  so  wird  die  gegenseitige  Unbeweg- 
lichkeit  seiner  Theile  zu  einer  absoluten  Unbewegbck» 
keit. 

Bei  der  statischen  Untersuchung  der  absoluten  Us» 
beweglichkeit  fallen  die  6  Gleiohungen  für  das  Glwefc- 
gewicht  des  Systems,  als  eines  festen  Ganzen,  weg, 
und  man  hat  bloss  darauf  zu  achten,  ob  sich  ans  des 
Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  nicht  unmittel- 
bar unbeweglich  angenommenen  Theile  die  Pressunge* 
eliminiren  lassen,  oder  nicht.  Denn  im  ersten  Falle, 
wo  man,  nach  Elimination  der  Pressungen,  die  betsi 
Gleichgewichte  zu  erfüllenden  Bedingungen  erhält,  Boss 
noch  Beweglichkeit  statt  finden;  im  zweiten  Falle  da- 
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i,  also  wenn  die  Anzahl  der  Pressungen  eben  so 

oder  grosser,  als  die  der  Gleichungen,  ist,  ist  das 
m  unbeweglich. 

leriihren  sich  x.  B.  zwei  Körper  in  mehrern  Punk- 
nnd  ist  der  eine  Körper  unbeweglich,  so  hat  man 

die  6  Gleiehungen  des  Gleichgewichts  für  den 
•n,  und  so  viel  Pressungen,  als  es  Berührungen 
.    Bei  6  und   mebrern  Berührungen  wird  folglich 

der  andere  Körper  unbeweglich. 
Jder  hat  man,  wie  im  vor.  §.,  in  einer  Ehene  ein 
ek  ABC  .  •  •    mit    constanten    Seitenlängen    und 
iderliohen  Winkeln,  und  verbindet  jede  Ecke  duroh 
Linie  von  constanter  Länge  mit  einem  unbewegli- 

Punkte  der  Ebene,  A  mit  A%  B  mit  ZF,  u. s.w., 
ebt  es,  wenn  an  jeder  Ecke  eine  Kraft  angebracht 
,  für  das  Gleichgewicht  jeder  Ecke,  z.  B.  der  Ecke 
wei  Gleichungen  zwischen  der  angebrachten  Kraft 
den  Pressungen  auf  B  von  den  Linien  AB,  BC 
BB.  Damit  ferner  die  Seiten  ABy  BC9...  im 
ihgewiohte  sind,  mtisssn  die  zwei  Pressungen,  wel- 
jede  auf  die  an  ihren  Enden  befindlichen  Ecken 
bt,  einander  gleich  und  entgegengesetzt  seyo,  also 
Richtungen  der  Seiten  selbst  haben,  und  wegen 
Gleichgewichts  der  Linien  AAl^  BB,j...  müssen 
Pressungen  gleicher  Weise  in  sie  selbst  fallen, 
pebt  daher,  wenn  das  Vieleck  n  Ecken  bat,  in 
n  2»  Gleichungen,  und  eben  so  viel  unbekannte 
rangen,  nämlich  die  der  n  Seiten  und  die  der  n 
m  von  den  Ecken  nach  den  unbeweglichen  Punk- 

Das  System  ist  mithin  unbeweglich. 
Batte  es  noch  Beweglichkeit,   so  würden  sich  Af 
•  in  Kreisen  um  A?  ZF, ...  als  Mittelpunkte  bewe- 
Ein   Vieleck  in  einer  Ebene,  dessen  Seiten  von 
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eonstunter  Länge  sind,   ist  daher  unbeweglich,    wern^ 
seine    Ecken    in    unbeweglichen    Kreiset*    beweglich 
lieh  sind,  also  anqh  überhaupt  in  unbeweglichen  LA 
nien  der  Ebene,  da  die  Elemente  der  Linien,  in  den« 
sieh  die  Ecken  gerade  befinden,  immer  ab  Elemente 
von  Kreisen  angesehen  werden  können.     Auch  folgt 
dieses  unmittelbar  schon  daraas,  dass,  wenn  Punkte  il 
gegebenen  Linien  so  fortgerückt  werden,  dass  der  er» 
ste  von  dem  zweiten,  der  zweite  von  dem  dritten,  efa 
und    der  vorletzte   von   dem   letzten  in  ungeändertea 
Abstände  bleibt,  im  Allgemeinen  nicht  auch  der  Ab- 
stand des  letzten  von  dem  ersten  constant  bleiben  wiri 
Zusatz.    Aus  demselben  Grunde  fliestat  auch  & 
EJnbewegliohkeit  eines   ebenen   Vielecks   von    gerate 
Seitenzahl,  dessen  Seiten  von  unveränderlicher  Llagt 
sind,  und  von  denen  die  eine  um  die  andere,  also  etvi 
die  ffete,  Ste,  5te  etc.,  einen  unbeweglichen  Punkt  sc- 
halt,  so   dass  jede  dieser  Seiten  um  ihren  udbewsgff- 
chen  Punkt  in  der  Ebene  gedreht,  jedoch  nicht  aüt 
an  ihm  verschoben  werden  kann.    Denn  auch  hier  tbi 
die  Ecken  des  Vielecks  in   unbeweglichen  Linien  be- 
weglich, in  Kreisen,  welche  jene  unbeweglichen  Punkte 
zu  Mittelpunkten  haben. 

f    248. 

Auf  ähnliche  Weise  erhellet  die  DnbewegSokkeit 
eines  Vielecks  ABC.*.,  dessen  Ecken  in  unbewegli- 
chen Geraden  /,  m,  #»,...  einer  Ebene  beweglich,  tai 
dessen  Seiten  von  Veränderlicher  Länge  und  durch  ■•• 
bewegliche  Punkte  /",  G9 . . .  der  Ebene  zu  gehen  gt- 
aöthigt  sind.  Diese  (Jnbeweglichkeit  findet  auch  noch 
statt,  wenn  die  Figur  nicht  mehr  eben  ist,  sondern  dh 
Geraden  /,  *i,  #•,...  irgend  ein  Vieleck  im  Räume  Ml 
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,  and  jeder  der  Punkte  F,  G,  H>...  in  die  Ebene 

■wei  auf  einander  feigenden  Seiten  des  Vielecks 

...  fiLHt,  in  welchen  die  Ecken  der  durch  den  Punkt 

enden  Seite  des   Vielecks  ABC,   sich   bewegen 


Ab  ein  besonderer  Fall  hiervon  ist  der  m  betraeh- 

,   wenn  die  Geraden  /,  m,  *,..♦  einander  parallel 

L  Man  denke  sich  dieselben  vertioal  und  nehme  grdsse- 

Bmfaebheit  willen  die  Punkte  F,G,ffv.,  in  einer 

derselben  horizontalen  Ebene  p  enthalten  an,  so  dass 

■i  den  Dnrchschnitten  v  jn  p  uiit  den  verticalen  Ebe- 

lm>  m*>  etc.  liegen,  mit  weleben  Durchschnitten 

mg»  auch  die  Seiten  des  Vielecks  ABC;  eoiuoi- 

n  mftgeo.    Um  für  diesen  Fall  die  UnbewegHohkeit 

Figur  statisch  su  beweisen,  lasse  man  auf  die  Sei- 

ITieleoks  Kräfte    nach    gleichfalls  verticalen 

;en  wirken.     Alsdann  giebt  es  für  Jede  Seite 

Vielecks  2  Gleiobungen,  also  überhaupt  2*  Glei- 

igen,  und  eben  so  gross  ist  die  Zahl  der  verticalen 

•sangen,  nämlich  n  Pressungen,  welche  die  Seiten 

den  unbeweglichen  Punkten  erleiden,  und  eben  so 

Preesungen*an>  den  »Ecken,    Mithin  ist  die  Figur 

avcglieh. 

f.    240. 

In  den  verigen  zwei  ff.  liessen  wir  die  Ecken  ei- 

Vielecks  in  unbeweglichen  Geraden  beweglich  seyn, 

nahmen  iberdies  an,  das  einemal,  dass  die  Seiten 

Vielecks  von  eonrtanter  Länge  sejren,  das  ande- 

al,  dass  die  Seiten  durch  unbewegliche  Punkte  ge- 

,    Beseitigen  wir  jetzt  die  unbeweglichen  Geraden 

lassen  letztere   zwei   Bedingungen   zugleioh   statt 

es ,  so  dass  die  Seiten  eines  Vielecks  von  unver- 
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änderlioher  Länge  eifiA  und  unbeweglichen  Punkten  sa 
begegnen  genöthigt.  sind«  so  ist  das  Vieleck,  weat 
es.  au?  eine  Ebene  beschränkt  ist,  gleichfalls  unbe- 
weglich. 

Denn  für  das  Gleichgewicht  jeder  Seite  hat  nun 
zwischen  „den  Kräften,,  die  man  an  ihr  in  der  Ebene 
des  Vielecks  anbringt,  und  den  drei  Pressungen,  weicht 
sie  dann  von  dem  unbeweglichen  Punkte,  dem  sie  be- 
gegnen muss,  uud  an  ihren  beiden  Enden  von  den  as» 
stossqndcn  Seiten  erleidet ,  drei  Gleichungen.  Ersten, 
yon  dem  unbeweglichen  Punkte  bewirkte  Pressung  fat 
auf  der  Seite  normal  und  nur  ihrer  Intensität  nach  ss» 
bekannt.  Letztere  zwei  Pressungen  kennt  man  akr 
auch  ihrer  Richtung  nach  picht«  Pia  Gesarombtahi  ak 
ler  der  von  letztern  Pressungen  herrührenden  Stieb 
ist  daher  =  2ny  die  Zahl  der  von  erstem  Pressaage* 
herrührenden,  =  »,  die  Zahl  der  Gleichungen  abor&s 
3w. ,  Mithin  herrscht  Unbeweglicbkeit. 
t  Ist  ferner  das  Vieleck  nicht  in  einer  Ebene  est- 
halten,  so  ist  die  Anzahl  der  unbekannten  Stücke  ( In- 
tensitäten und  Winkel)  wegen  der  Pressungen  der  ss- 
beweglichen  Punkte  auf  die  an  ihnen  ly»wegliohen  Seh 
ten  ersichtlich  =  2ny  und  die  wegen  der  Pressung« 
an  den  Ecken,  =  3a;  die  Anzahl  der  Gleichungen  aber 
ist  =  5k,  nämlich  5  für  jede  Seite,  da,  wie  sich  leicht 
steigen  lässt,  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräftea  ns 
Räume,  welche  auf  Punkte  wirken,,  die  in  einer  (Je* 
raden  liegen ,  schon  durch  5  Gleichungen  bedingt  bt 
Das  Vieleck  ist  daher  auch  in  diesem  Falle  unbcwcgBek 
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Fünftes  Kapitel. 

Von  der  unendlich  kleinen  Beweglich- 
keit. 

f.    350. 

Wenn  bei  einem  Systeme  mit  einander  verbunde- 
jr  Körper,  oder  überhaupt  bei  einer  Figur,  deren 
heile  einxeln  gegen  einander  beweglieh  sind,  ans  den 
leiohungen  des  Gleichgewichts,  welche  für  die  ein- 
flnen  Theile  zwischen  an  ihnen  angebrachten  Kräften 
id  den  dadurch  entstehenden  Pressungen  sich  aufstel- 
n  lassen,  entweder  gar  keine  von  Pressungen  freie 
laichungen,  oder  nur  diejenigen  sechs  oder  dreiGIei- 
wngen  gefunden  werden  können,  welche  für  das 
leibhgewioht  der  Figur,  als  eines  fest  zusammenhän- 
mden  Ganzen,  erforderlich  sind,  so  ist,  wie  wir  im 
feigen  Kapitel  gesehen  haben,  die  Figur  entweder 
im  unbeweglich,  oder  doch  die  gegenseitige  Lage 
rar  Theile  unveränderlich.  Nichtsdestoweniger  lassen 
oh  in  jedem  solchen  Falle  specielle  Bedingungen  für 
is  Verhalten  der  Theile  zu  einander  ausfindig  machen, 
ifter  denen  die  Unbewegliohkeit  aufhört,  Bedingungen, 
S  nicht  selten  zu  noch  andern  sehr  bemerkenswerthen 
genfohaften  der  Figur  hinführen  uqd  daher  einer 
ihern  Erörterung  nicht  unwerth  seyn  möchten. 

Um  die  Untersuchung  nioht  zu  weit  auszudehnen, 
dien  wir  bloss  den  Fall  in  Betracht  ziehen ,  wo  die 
izabl  der  von  den  Pressungen  herrührenden  unbekann* 
s  Grössen  eben  so  gross  als  die  Zahl  der  Gleiehun- 
in  ist,  und  wo  daher,  damit  Unbeweglichkeit  herrsohe, 
le  der  Unbekannten  aus  de*  GUeiohungqn ,  sich  be- 
ll. 9 
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stimmen,  keine  aber  von  den  Unbekannten  ganz  freie 
Gleichung  sieh  finden  .läset. 

Ist  eine  Pressung  nicht  bloss  ihrer  Intensität,  son- 
dern auch  ihre*  Richtung  nach  unbekannt,   so  treten 
einer  oder  zwei  Winkel,  wodurch  die  Richtung  in  einer 
gegebenen  Ebene  oder  im  Räume  überhaupt  bestimmt 
wird,    als  Unbekannte   mit   auf.     Um   aber  grösserer 
Gleichförmigkeit  willen  es  bloss  mit   unbekannten  In- 
tensitäten zu  thun  zu  haben,  wollen  wir  statt  einer  Pres» 
sung,   deren   unbekannte  Riohtung  in   eine  gegebene 
Ebene  fällt,  zwei  setzen,  die,  an  demselben  Punkte, 
wie  die  erstere,  angebracht,  naeh  zwei  beliebig 
nommenen  Richtungen  in  der  Ebene  wirken  *  und 
aueh  keiue  Ebene  gegeben  ist,  in  welcher  die  Riohtsje; 
begriffen  ist,    so  wollen  wir  uns   die  Pressung  esel 
drei  willkubrliohen  Riehtungen  zerlogt  denken  und  Je- 
her statt  der  ?inen  Pressung  drei  setzen ,  welche  seel 
gegebenen  Richtungen   thätig   sind.     Die   Anzahl  der 
Unbekannten    bleibt   dabei  gehörigetmassen   ua?erls> 
dert. 

Seyen  demnach,  wie  wir  uns  dieser  Bemerkte; 
zufolge  ausdrucken  können,  eben  so  viel  Pressaoges 
ab  Gleichungen  vorhanden,'  und  aus  den  GleioboDgee 
alle  Pressungen  bis  auf  eine  eliminirbar.  Man  führe 
eine  solche  Elimination  aus.  Da  alle  anfänglichen  GW* 
ohungen  hinsichtlich  der  Pressungen  sowohl,  alt  4er 
unmittelbaren  Kräfte,  von  linearer  Form  sind,  so  «M 
es  auch  die  durch  die  Elimination  erhaltene  seyn.  Hu 
setze  in  dieser  Gleichung  den  CoefBoient  der  einziges 
darin  noch  vorkommenden  Pressung,  welcher  mit  s 
bezeichnet  werde,  =0,  so  bleiben  in  der  Gleiekneg 
nur  noch  Kräfte,  aber  keine  Pressungen  zarfiok.  Di 
also  jetzt  die  an  der  Figur  angebrachten  Kräfte  ner 
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dann  sioh  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  dieser  zwi- 
sehen  ihnen  allein  bestehenden  Gleichung  Geniige  ge- 
schieht, so  sohliessen  wir: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  zwischen  den  Thei- 
len  der  Figur  die  Gleichung  a  =  0  statt  findet,  ist  die 
ohnedies  unbewegliche  Figur  beweglich. 

f  251. 

Dm  die  Natur  der  Bedingungsgleichung  a  =  0  für 
die  Beweglichkeit  und  der  dann  nötbig  werdenden  Glei- 
chung für  das  Gleichgewicht  näher  zu  untersuchen, 
wollen  wir  annehmen,  dass  in  dem  Systeme  nur  drei 
Pressungen  p9  ?,  r  vorkommen.  Die  eben  so  vielen 
Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  .einzelnen  Theile 
der  Figur  sejen: 

IS  +  ap  +  ty  +  cr=Q, 
Sr+J'p+ty+iTr  =  0, 

wo  S,  ff,  S"  lineare  Functionen  der  auf  die  Figur 
wirkenden  Kräfte  vorstellen,  und  a,  6>...c"  gegebene 
Coeffioienten  der  Pressungen  sind.  Um  nun  zwei  der 
drei  Pressungen,  etwa  f  und  r,  zu  eliminiren,  molti- 
plicire  man  die  3  Gleichungen  resp.  mit  f>g>hy  addife 
sie  und  setze  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  zwischen 

(2)  tf+6'g  +  6"A=Q,   (3)  cf+c'g  +  cr'A  =  Q. 
Hiermit  wird 

(4)  v+srg+sr'A+w+Jg+erQp^o, 

worin  nnr  nooh  die  einzige  Pressung  p  enthalten  ist. 
Setzen  wir  den  Coeffioienten  derselben  =0,  so  kömmt: 

(5)  of+ag+a"A  =  0, 
und  damit  (6)  Sf+  &g  +  S"h = 0, 

9» 
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von  welchen  zwei  Gleichungen  die  entere  die  Bedin- 
gung a  =  0  für  die  Beweglichkeit  der  Figur,  die  lete- 
tere  aber  die  Bedingung  für  das  bei  dieser  Beweglich- 
keit stntt  finden  sollende  Gleichgewicht  ist  Die  Glei- 
chung a=0  kann  daher  anch  als  das  Resultat  der  Eli- 
mination von/;  o-,A  aus  (2),  (3)  und  (5)  angesehen  wer- 
den,  und  man  muss  folglich  immer  zu  der  nämliobeB 
Gleichung  a  =  0  gelangen ,  welches  auch  nach  Elimi- 
nation 4er  übrigen  Pressungen  die  noch  rückständige 
ist  Dasselbe  folgt  auch  noch  darans5  dass  man  a=0 
qls  die  Bedingung  betrachten  kann,  unter  welcher  sieh 
p,  y,  r  aus  den  3  Gleichungen  (1)  zugleich  elimisires 
lassen,  so  wie  auch  daraus,  dass,  weil  a  bloss,  aas  lies 
Coefficienten  a,  £,...e"  von  p9  y9  r  zusemmengeteM 
ist,  die  Gleichung  a  =  0  aus  den  3  Gleichungen  (1) 
hervorgeben  muss,  wenn  man  in  diesen  die  Kräfte, 
und  damit  Sy  &>  S"  null  setzt  und  hierauf  die  2  Ve* 
hältnisse  zwischen  den  3  Pressungen  ans  (1)  elimiiirt. 

Man  bemerke  noch,  dass  durch  Zerlegung  reo  (4) 
in  die  zwei  Gleichungen  (5)  und  (6) ,  also  durch  As- 
nahme  von  o  =  0,  der  aus  (4)  zu  folgernde  Werth  ves 
py  und  damit  auoh  dieWerthe  der  beiden  andern  Prei- 
sungen g  und  r  unbestimmt  werden. 

Dieselben  Schlüsse  lassen  sich  nun  offenbar  anek 
auf  jede  grössere  Anzahl  anfänglicher  Gleichunges, 
worin  eben  so  viele  Pressungen  vorkommen,  anweedes, 
und  man  gelangt  demnach  immer  zu  derselben  Refi* 
gungsgleiohung  für  die  Beweglichkeit  und  der  dam  u 
erfüllenden  Bedingungsgleichung  för's  Gleichgewicht, 
welches  auch  die  Pressung  ist,  bis  auf  welche  efls 
übrigen  Pressungen  aus  den  Gleichungen  eliminirt  wer- 
den. Beabsichtigt  man  bloss  die  Bedingung  für  die 
Beweglichkeit  zu  finden,  so  kann  man  die  Rechnusg 


Tos  der  saeadBoh  kleben  BewtgÜohkeit  §33 

dadurch  noch  vereinfachen,  dass  man  die  Glieder, 
welche  nicht  Pressungen ,  sondern  Kräfte  enthalten, 
gleich  änfangr  weglässt  und  ans  den  somit  abgekürzten 
Gleichungen  die  Pressungen,  oder  vielmehr  die  Ver- 
hältnisse zwischen  denselben ,  elipiioirt.  Die  Pressun- 
gen selbst  endlich  werden  beim  Gleichgewichte  der  be- 
weglich gewordenen  Figur  jederzeit  unbestimmt 

f  252. 

Die  Unbewegliohkeit,  welche  statt  findet,  wenn  die 
Anzahl  der  in  den  y Gleichungen  vorkommenden  Pres- 
saogen  eben  so  gross,  als  die  der  Gleichungen  selbst 
bt,  ist  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  sogleioh  auf- 
bärt,  wenn  nur  eines  der  unveränderlich  gesetzten 
Btficke  der  Figur,  es  beisse  a,  veränderlich  angenom- 
men wird«  Denkt  man  sich  nun  die  Figur  in  die  Be- 
wegung versetzt  j  die  durch  die  Annahme,  dass  a  ver- 
änderlich sejn  soll,  möglich  wird,  so  werden  dabei  je 
Kwei  zunächst  auf  einander  folgende  Werthe  von  a  im 
Allgemeinen  von  einander  verschieden,  und  nur  dann 
einander  gleich  seyn,  wenn  a  ein  Maximum  oder  Mi- 
simom  geworden  ist  Es  wird  folglich,  wenn  man  das 
e,  sobald  es  diesen  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth 
srveioht  bat,  wieder  unveränderlich  werden  lässt,  der 
Figur  eine,  obwohl  unendlich  kleine,  Beweglichkeit 
Ohrig  bleiben. 

Die  Bedingungsgleiebung  a  =  0,  bei  welcher  die 
shnodies  unbewegliche  Figur  Beweglichkeit  erhalten 
seil,  kjuin  daher,  im  Allgemeinen  wenigstens,  keine 
andere  Relation  zwischen  den  Theilen  der  Figur  aus- 
trinken, als  diejenige,  bei  welcher  a  seinen  grössten 
»der  kleinsten  Werth  hat,  und  wobei  die  Figur  noch 
im  ein  unendlich  Geringes  verrüekbar  ist. 
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Die  bei  a  =  0   Btatt  findende   Beweglichkeit  der 
.Figur  ist  daher  im  Allgemeinen  nnendlidh  klein  >  und 
Jedes  Ton  den  unveränderlich  gesetzten   Stucken   der 
Figur,  wie  a,  bat,  wenn  man  es  veränderlich  werden, 
die  übrigen  aber  constant  bleiben  lässt,  bei  der  Rela- 
tion a  =  0  seinen  grossten  oder  kleinsten  Werth.  Mas 
sieht  hieraus,  wie  die  Statik  nicht  selten  mit  Vortheä 
'  angewendet  werden  kann,  um  geometrisohe  Aufgabe« 
aber  Maxima   und    Minima  zu   lösen.     Vorausgesetzt, 
dass  je  zwei  veränderliehe  Stücke  der  Figur  von  eis- 
ander abhängig  sind,  dass  aho,  wejnn  irgend  ein  Werft 
eines  der  veränderlichen  gegeben  ist,  damit  die  glettt 
zeitigen  Werthe  der  übrigen  veränderlichen  bestimmt 
sind,  nehme  man  das  veränderliche  Stuck,  dessen  gros* 
ter  oder  kleinster  Werth  gesucht  wird,  als  mrreräBder- 
lich  an  und  lasse,  nachdem  die  Figur  in  einer  Ebese 
oder  im  Räume  überhaupt  enthalten  Ist,  zwei  öder  sVei 
Punkte  derselben  unbeweglich  werden,    wenn   anders 
nicht  schon  unbewegliche  Punkte  in  der  angegebese* 
oder  in  noch  grosserer  Zahl  darin  Vorkommen.    Dmk 
Ersteres  wird  die  Figur  selbst  unveränderlich  und  derdi 
Letzteres  unbeweglich.    Klan  bringe  nun  an  der  Figur 
Kräfte  an,  entwickele  die  Gleichungen  für  das  Gleich* 
gewioht  ihrer  einzelnen  Theile  und  eliminire  alle  dsris 
enthaltenen  Pressungen,  die  immer  mit  den  Gleisbo- 
gen selbst  in  gleicher  Zahl  vorhanden   seyn   werden, 
bis  auf  eine,  so  wird  der  Coeffioiont  dieser  noch  fibii 
gen  Pressung,  =  0  gesetzt,  die  Bedingung  anzeigte, 
unter  welcher  jenes  veränderliche  Stück  ein  Maximom 
oder  Minimum  wird. 

Nachfolgende  Beispiele  werden,  diese  Betracht!* 
gen  zu  erläutern,  dienen. 


Von  der  uüoidlfoh  klebet  Bewegtidtkeü. 


tzi 


f    253« 

Aufgabe.  Die  Bedingung  zu  finden,  nnter  frei- 
er ein  Winkel  C  eines  ebenen  Vierecks  ABCD 
ig.  65.) ,  dessen  Seiten  unveränderliche  Längen  ha- 
in,  teinen  grössten  oder  kleinsten  Werth  erreicht. 

Auflösung.  Man  nehme  den  Winkel  C  unver- 
deriioh  an,  lasse  die  Ecken  C  und  ÜJ,  und  somit 
eh  B%  unbeweglich  werden,  and  untersuche  nun,  in. 
iobem  speziellen  Falle  der  Ecke  A  Beweglichkeit 
oh  übrig  bleibt.  Zu  dem  Ende  bringe  man  an  A 
im  Kraft  P  nach  einer  beliebigen  Richtung  AE  in 
r  Ebene  des  Vierecks  an.  Die  Pressungen,  welche 
bei  die  Ecke  A  von  den  Seiten  AB  und  ys/Z)  er- 
krt,  seyen  k  und  d,  so  hat  man  für*s  Gleichgewicht 
a  A  die  zwei  Gleichungen: 

>mn  DAß  =  6  *in  BAD,  PsmEAB  =  dsiuBAD. 

Aus  diesen  können  aber  die  Pressungen  b  und.«/ 
r  dann  herausgehen,  wenn  %\uBAD  =  0  ist,  also 
an  A  mit  B  und  D  in  gerader .  Linie  liegt.  Dies 
demnach  die  Bedingung ,  unter  welöher  die  Ecke 
poch  eine,  wiewohl  unendlich  kleine,  Beweglichkeit 
t*  und  wo  folglich  der  Winkel  C}  wenn  er  veräu« 
rlieh  betrachtet  wird,  seinen  grüssten  oder  kleinsten 
erth  erreicht.  Man  gewahrt  übrigens  leicht,  dass  C 
t  Maximum  oder  Minimum  ist.  nachdem  A  in  der 
rraden   BD   zwischen    oder   ausserhalb    B  und   D 

Man  bemerke  noch,  dass,  wenn  sin  BAD  =  0, 
le  der  zwei  Gleichungen  des  Gleichgewichts  sich  auf 
=  0  reducirt;  d.  h.  ist  ein  beweglicher  Punkt  A  mit 
ei  unbeweglichen  B  und  D  durch  Linien  von  con- 
uten  Längen  verbunden,  und  liegt  A  mit  B  und  D 
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in  einer  Geraden,  so  reicht  schon  die  kleinste  Kraft 
hin,  um  A  aus  der  Geraden  BDy  jedooh  nur  um  eh 
unendlich  Weniges,  zu  entfernen. 

f  254.  4  . 

Aufgabe.  Die  Ecken  eines  ebenen  Vierecks 
ABCDy  (Fig.  66.),  welches  Seiten  von  oonstanter 
Länge,  Aber  ^veränderliche  Winkel  hat,  sind  in  unbe- 
weglichen in  der  Ebene  des  Vierecks  enthaltenen  Li- 
nien fygjh^i  beweglich,  und  daher  das  Viereck  selbst 
im  Allgemeinen  unbeweglich  (f.  247.).  Die  Bedingung, 
unter  welcher  es  beweglich  wird,  und  damit  die  Bedin- 
gung zu  finden,  unter  welcher,  wenn  eine  Seite  dei 
Vierecks  veränderlich  gesetzt  wird,  dieselbe  ihren  grau- 
ten oder  kleinsten  Werth  erhält. 

Auflösung.  Man  bringe  an  den  Ecken  A,  Ä, 
C,  D  resp.  die  Kräfte  Py  #,  A,  S  an  und  nesae 
p,  y,  r,  #  ihre  Richtungen.  Die  Pressungen,  welche 
dann  die  Ecken  von  den  Linien,  in  denen  sie  beweg» 
lieh  sind,  erleiden,  und  welohe  daher  auf  den  Lisies 
selbst  normal  sind,  heistfen  T9  Uy  Vy  W9  ihre  Rich- 
tungen ty  c#,  vy  w.  Werden  nun  die  Seiten  ABy  BCy 
CDy  DA  des  Vierecks  resp.  mit  a,  6,  ey  d  bezeiehBCt, 
so  hat  man  ($.  220.  zu  Ende)  für  das  GleiobgewieU 
zwischen  den  auf  die  Ecken  wirkenden  Kräften  osl 
Pressungen  die  Gleichungen: 

/*sin  dp  +  Tsmde QsinSf  +  Uein  tu 

sin  da  ,  sinai  * 

oder,  weil  *,  u,  tf,  w  auf  f9  g9  A,  •  normal  sind: 

/*sin  dp  +  TcQ*df_ Q  sin  bq  +  Uoontg 

wnda  sino6  ~        *  " 


% 

I 
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,    .  Qsmag  +  üoosag      R  s\u  er  +  V oos  ci 

d  eben  so  — — -^-^—t — --a  — •±r- * 

smaö  sm6c 

■  m 

Mmntr+  Vco*  6h      S  sinds  +  fToosdi 

sin  6c     '<        —  sin  cd  ' 

\  S  sin  es  +  Woosei /»sin  ap  +  Tops  af 

äin  cd  sin  da 

Setzt  man  nun  in  diesen  vier  Gleichungen,  der  in 
25L  gegebenen  Vorschrift  gemäss ,  die  Kräfte  P> 
9  Jt,   S  ==  0  und  eliminirt  hierauf  die  Pressungen 
;  Uy  P,  Wy  so  koimnt 

,  v    cos  af  cos  bst    oos  ch    cos  di»        . 

(a)      ~    • Ä  . T-  . TT3  =*    1» 

v  '    oos  ag   eosoA    oos  et      oos  df         ' 
i  die  gesuchte  Bedingung. 


f  255. 

Zusätze,  a.  Man  errichte  in  A9  By  C,  D  auf 
g>  Ay  i  die  4  Normalen  AK,  BL>  CM>  DN.  Be- 
tgne  die  tste  derselben  der  2ten  in  L9  die  2te  der 
so  in  Jlf,  die  3te  der  4ten  in  N  und  die  4te  der  lsteu 
Ky  so  ist  cos  af  =  sin  LAB,  oos  ng  =  sin  ABL, 
4  es  verhält  sich  daher     ' 

cos  «/":  cos  ag*  =  BL  :  -A£, 
d  eben  so   cos  6g :  cosM  =  Cüf :  ÄJf , 

s*  w.  Hiermit  wird  die  erhaltene  Bedingungsglei- 
ung: 

AK   BL     CM    DN      4 
ALBS'CN    DE=1> 

h.:  Beschreibt  man  um  das  Viereck  ABCD  ein 
rätes  KLMJVy  dessen  Seiten  auf  den  Linien,  in  de- 
n  die  Ecken  des  ersten  beweglich  sind,  normal  ste- 
il, so  moss  das  Produot  aus  den  Verhältnissen,  nach 
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denen  "die  Selten  des  sweiten  von  den  Ecken  t  des  «w 

sten  getheilt' werden,  der  Einheit  gleich  seyn. 

&  Die-4liehtigkeit  dieser  Gleichung  lJUst  sieh  anch 

leieht   auf  rein   geometrischem  Wege   darthun.     Maa 

nehme  \nf>  g>..  unendüeh  nahebei^,/?.,  die  Punkte 

A,B,Cr9B  dergestalt,  duss  I.  AB  =  AB,  \\.BC= 

BCj  III.   C$  ==  CD,*  so  muss,    wenn  das  Viereck 

ABCD  mit  constantco  Seitenlängen  unendlich    wenig 

im  Vierecke  fghi  verrückbar  seyn  soll,  auch  IV.  &A*t 

DA  seyn.    Da  also  A B '  =  AB9  und  weil,  wegen  der 

rechten  Winkel  AAL  und  BBLy  AT,  —  AL  oml 

BL  =  A&  ist,   so  ist  der   Winkel  ALB^ALB, 

folglich  der  Winkel  ALA  =  J?LB>  und  es  verhält 

sich  daher 

AA.BB  =  AL:BL. 

* 

Eben  so  fliessen  aus  41.,  III.  und  IV.  die  Propor- 
tionen : 

BB  xCC=BM.CM> 

CC.DB=CN.DN9 
DDTiAS'=DKiAK. 

Zur  Beweglichkeit  ist  aber  das  Zusammenbestehen  dir 
4  Gleichungen  I.,..IV.  erforderlich,  folglich  auch  dss 
Zusaminenbestehen  der  4  daraus  abgeleiteten  Propor- 
tionen; diese  aber,  mit  einander  verbunden,  fuhren 
zu  der   in  a.   erhaltenen  Gleichung. 

c.  Der  Winkel  ABC,  in  welchen  bei  Verruokaog 
des  Vierecks  der  Winkel  ABC  übergeht,  ist  =  ABL 
+  LBM  +  MBC9.  Nach  6.  sind  aber  die  Dreiecke 
ABL  und  MBC  den  Dreiecken  ABL  und  MBC 
gleich  und  ähnlich»  Hiermit  wird  der  Winkel  ABC 
=  ABL  +  LBM  +  MBC  =  ABC  +  LBM.  Der 
Winkel  ABC  erhält  daher  bei  der  VerrÜokuag  daa 
Inorement  LBMy  und  bleibt  folglich  nur  daan  nage- 
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lodert,  veno  M  mit  L  zusammenfällt.  Eben  so  wird 
bewiesen,  dass  der  Winkel  BCD  nur  dann  sieb  nicht 
ändert*  wenn  N  mit  M  zusammenfällt;  u.  s.  w.  Soli 
Mglioh  das  Viereck  ohne  Aenderung  seiner  Winkel 
Terrfiekbar  seyn ,  so  müssen  die  vier  auf  /,  g> ..  in 
A9  By . •  errichteten  Perpendikel  sioh  in  einem  Punkte, 
er  beisse  tf ,  schneiden.  Dass  umgekehrt,  wenn  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  jederzeit  auch  Beweglichkeit  statt 
findet,  erhellet  sogleich  aus  der  Formel  in  a.,  in  wei- 
ther fü*  diesen  Fall  AL=AK,  B1U=BL>  etc.  ist, 
aber  auch  schon  daraus,  dass,  wenn  das  Viereck  mit 
eonstant  bleibenden  Winkeln  um  den  Punkt  O  um  ein 
unendlich  Geringes  gedroht  wird,  die  Bcken  A,  B,.. 
Normalen  auf  OAy  OB,...  beschreiben  und  folglich  in 
f>  g>*.  fortrücken. 

d.  Analoge  Resultate,  wie  wir  jetzt  für  ein  Viereck 
gefunden  haben,  ergeben  sich  auch  für  jedes  andere 
Vieleck.  Soll  insbesondere  ein  Dreieck  ABC,  dessen 
Seitenlangen  eonstant  sind,  mit  seinen  Ecken  in  den 
8eiten  f,gyA  eines  unbeweglichen  Dreiecks  beweglich 
sejn,  so  müssen,  weil  mit  den  eonstant  gesetzten  Sei- 
tenlangen eines  Dreiecks  auch  die  Winkel  desselben 
unveränderlich  werden,  die  drei  in  A>  B,  C  auf  jf>g9A 
errichteten  Perpendikel  sich  in  einem  Punkte  O  schnei- 
den. Das  Dreieck  ABC  ist  alsdann  um  O  ein  unend- 
lich Weniges  drehbar. 

Aehnlieher  Weise  zeigt  sieh,  dass,  wenn  in  einer 
Ebene  zwei  Gurren  in  drei  Punkten  einander  berühren 
and  daher  unbeweglich  gegen  einander  sind  (§.  243.) 
eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit  in  dem  Falle  ein- 
tritt, wenn  die  Normalen  in  den  drei  Berührungspunk- 
ten in  einem  Punkte  zusammentreffen* 
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#.256. 
Auf  die  jetzt  behandelte  Aufgabe  reduoirt  rieb  auch 
der  in  f*  247.  gedachte  Fall,  wenn  die  Ecken  eines 
ebenen  Vielecks ,  dessen  Winkel  -sich  ändern,  können, 
dnrch  Linien  von  unveränderlicher  Länge  mit  unbeweg- 
lichen Punkten  in  seiner  Ebene  verbunden  sind,  s.  B. 
die  Ecken  ABCD  des  Vierecks  AC  (Fig.  64.)  mit 
den  Punkten  F9  G>  //,  /.  Denn  alsdann  sind  A9ß9... 
an' sich  in  Kreisen 'beweglich,  deren  Mittelpunkte  Fy 
Ö, ..  8i od,  und  die  unendlich  kleine  Beweglichkeit, 
.  wenn  sie  anders  möglich  ist,  besteht  darin,  .dass  Af 
B9 ..  in  Linien  fortrücken,  welche  auf  den  Verbindungs- 
linien AFj  BG9...  normal  sind.  Diese  Beweglichkeit 
findet  aber  nach  §.  255.  a.  dann  statt,  wenn  das  Pro- 
duct  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Seital 
des  von  den  Verbindungslinien  in  ihrer  Folge  gebilde- 
ten Vielecks  in  den  darin  liegenden  Ecken  des  beweg- 
lichen Vielecks  geschnitten  werden,  der  Einheit  gleich 

ist. 

Wenn  die  Verbindungslinien  verlängert  in  eines 
Punkte  O  zusammentreffen,  so  wird  das  Vieleok  um  ff 
um  ein  unendlich  Weniges  drehbar,  und  seine  Winkst 
-  bleiben  dabei  ungeändert.  Fallen  aber  die  unbewegli- 
chen Punkte  selbst  in  einem  einzigen  O  zusammen,  st 
kann  das  Vieleok  um  O  völlig  herumgedreht  werden, 
und  die  unendlich  kleine  Beweglichkeit  wird  eine  end- 
liche. 

Sind  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  drei  unbeweg- 
lichen Punkten  verbunden,  so  müssen  sieb,  wenn  dss 
Dreieck  nooh  um  ein  unendlich  Weniges  verrüokber 
seyn  soll,  die  drei  Verbindungslinien  in  einem  Punkts 
schneiden.  Hat  man  daher  überhaupt  zwei  in  einer 
Ebene  bewegliche  Figuren  und  verbindet  drei  bestimmte 
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Punkte  der  einen  mit  drei  bestimmten  Punkten  der  an- 
dern dnreh  drei  gerade  Linien,  von  an  veränderlieh  er 
Liage  (f.  246.) ,  so  bleibt  nur  in  dem  Falle  eine  un- 
endlieh  kleine  gegenseitige  Beweglichkeit  noch  übrig, 
wenn  die  drei  Linien  oder  ihre  Verlängerungen  sieh 
in  ebem  Punkte  begegnen« 

«.  257. 

Aufgabe.  Vier  gerade  Linien  a,  b9  c9  d  (Fig.  67.) 
ven  unbestimmter  Länge»  von  denen  jede  der  nächst- 
folgenden und  die  letzte  der  ersten  zu  begegnen  genö~ 
tbigt  ist,  liegen  in  einer  horizontalen  Ebene  und  sind' 
resp.  um  die  unbeweglichen  Punkte  F9  G9  H9  I  dieser 
Ebene  in  verticalen  Ebenen  drehbar.  Hau  soll  für  die- 
ses Sjstem,  welches  im  Allgemeinen  unbeweglich  ist 
(f.  2#8.)  |  die  Bedingung  der  Beweglichkeit  und  die 
dann  nöthige  Bedingung  des  Gleichgewichts  finden. 

Auflösung.  Sejen  resp.  A9  B9  C9  D  die  Be- 
gegnungtpunkte  von  a  und  b9  b  und  c9  eto.  Weil 
a9  t9 .  •  in  verticalen  Ebenen  beweglich  sind,  so  rücken 
diese  Punkte,  wenn  das  Sjstem  beweglich  ist,  in  ver- 
ticalen Linien  fort.  Auf  beliebige  Punkte  P,  Q,  R9  S 
der  Linien  a9  b9  c9  d  lasse  man  Kräfte  />,  q9  r,  $  naoh 
Terticalen  Richtungen  wirken.  Dabei  sejen  t,  t#,  v9  w 
die  Pressungen,  welche  in  A9  B9  C9  D  auf  die  Linien 
m9  b9  e9  d  von  den  Linien  b9  c9  dy  a  (nach  verticalen 
Richtungen)  ausgeübt  werden,  also  —  ?,..  —  w  die Pres- 
snngen  in  A9..D  von  a,  b9  c9  d  auf  b9  c,  d9  a.  Die 
Gleichungen  für'«  Gleichgewicht  der  um  F9..I  bewege 
liehen  Linien  a9..d  sind  alsdann: 

FP.p  —  FD.w  +  FA.t=H9 
GQ.q—GA.t  +GB.u  =  Oj 
nH.r  —  BB.u+BC.v  =  09 
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IS.  9  — IC  .  v  +  ID.w=*Q. 

EUiriinirt  man  hieraas  die  Pressungen  f,  t*,  »,  in- 
dem man  in  der  isten  Gleiohung  für  t  seinen  Werft 
9ns  der  2ten,  hierauf  in  der  resultirenden  Gleichung 
für  u  seinen  Werth  aus  der  3ten  substitnirt,  xu  s.  w. 
und  bezeichnet  man  noch  der  Kürze  willen  die  Momente 
FP.p,  GQ.  y,...  der  Kräfte  />,  ?,••  mit  pg$  f ,,  rM 
#i,flo  kommt: 

=  0, 
Hierin  den  Coeffieienten  der  noch  übrigen  Pressaag 
to,  =*  0  gesetzt,  ergiebt  sich  die  Bedingung  der  Be- 
weglichkeit: 

(jti     FA   OB  HC  ID 
w    "GABE*  IC'TU—1' 

und  die  rückständige  Gleichung: 


^FA 

Pl+GA 


Vl+Ss(ri+7^#1))  =C^  °** 


(B)  f.p.FP+g.q.GQ  +  h.r.HR  +  i.9.IS=% 

nof:g=GA :  FA,  g :Ä=  HBi  GB,  fni=ICHCi 

ist  die  alsdann  nöthige  Bedingung  fiir's  Gleichgewicht 


§.  258. 

Zusätze,  a.  Die  Bedingungsgleiehnng  für  db 
Beweglichkeit  des  Vierecks  ABCD  kann  man  asek 
einfacher ,  als  im  Vorigen,  auf  folgende  Weise  findsa 
Kommen  durch  Drehung  der  Linien  a,  6y  e  um  F,G,B 
die  Punkte  A>  B9  C,  D  in  den  vertioalen  Linien,  wem 
sie  beweglich  sind,  nach  A\  tf,  C>  !?>  so  vcrhilt 
sich  offenbar 
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DB .  AA' =  FD .  FA, 
AÄ  >  BB  =  GA.  GB, 
BB  x  CC  =  IIB,  HC. 

Damit  nun  such  die  um  /  drehbare  Linie  d  durob 
C  und  Dt  geben  könne,  muss  sieh  verhalten t 

CC.DD^IC.ID. 

Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  den  drei  vor- 
hergehenden Proportionen  die  obige  Bedingungsglei» 
ehung.  —  Man  bemerke  noch,  dass  die  aaobherigen 
Oerter  A\  IF,..  von  Ay  J?,,.  abwechselnd  über  und 
unter  die  horizontale  Ebene  fallen,  wenn,  wie  in  der 
Figur,  die  unbeweglichen  Punkte  F,  €r, ..  in  den  Li- 
nieo  a,  £,..  zwischen  den  Begegnungspunkten  A,  £,.. 
dieter  Linien,  nicht  ausserhalb  derselben,  liegen.  Uebri- 
gens  sieht  man  leicht,  dass  die  Beweglichkeit,  wenn 
eine  solche  statt  findet,  hier  nicht  eine  unendlioh  kleine 
-  ist.  sondern  dass  bei  der  vorausgesetzten  unbestimmten 
Länge  der  Linien  «,  £, . .  die  Punkte  A>  JP, . .  jeden 
beliebigen  Abstand  von  der  horizontalen  Ebene  errei- 
ch <ln  können. 

b.  Die  Bedingungsgleichung  fiir's  Gleichgewicht  lässt 
sieb  auch  duroh  das  Priuoip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten entwickeln.  Sind  nämlich  /*,  Q\..  die  Oer- 
ter, welche  die  Angriffspunkte  /*,  Q%..  der  Kräfte /»,^,.. 
Bach  einer  unendlioh  kleinen  Yerrückung  des  Systems 
einnehmen,   so  sind  /*/",  QQfy...  vertical,   fallen  da« 

mit  den  Richtungen  von  /»,  y,  ••  zusammen,  und 
ist  folglieh  beim  Gleichgewichte: 

PF.p+Q#  .9  +  Rtf  .r  +  SST.s  =  0. 

Nun  verhält  sich 

PFfiAA9=FPxFAy 
AA.QQ:  =  GAMQy 
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mithin  PFiQQ=GA.  FP :  FA .  GQ, 

u.  s.  w.  übereinstimmend  mit  dem  bereits  Gefundenen« 
e.  Zn  ganz  analogen  Resultaten  wird  man  geführt, 
wenn  statt  4  Linien,  3  oder  mehr  als  4  Linien  auf  die 
vorige  Weise  mit  einander  verbunden  sind  und  um  un- 
bewegliche Punkte  gedreht  werden  können*  Für  3  Li* 
nien  insbesondere,  BC,  CA,  AB,  welche  resp.  um  die 
Punkte  F,  G>  H  drehbar  sind,  ergiebt  sich  als  Bedin- 
gung der  Beweglichkeit: 

FB     GC    HA_A 

FC  •WZ'Wd-J1' 

Nur  also,  wenn  F9  G,  H  in  gerader  Linie  Hegte, 
(vergL  §.232.0.),  ist  das  Dreieck  ABC  beweglich.  Cad 
in-  der  That  lässt  es  sich  dann  um  die  Gerade  FQB, 
als  um  eine  Axe  drehen.  Die  virtuellen  Geschwindig- 
keiten PF*,  Q,Q,  RK  siud  alsdann  den  Abständen  der 
Punkte  Py  Qy  R  von  dieser  Axe  proportional,  und  die 
Gleichung  PP .p+  •  •=0,  d.  i.  die  Bedinguogsglei- 
ohung  fiir's  Gleichgewicht,  drückt,  wie  zu  erwarten  staad, 
aus,  dass  das  Moment  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die 
Gerade,  um  welche  das  Dreieck  drehbar  ist,  null  ieja 
muss. 

d.  Eben  so  wie  das  Dreieck  wird  auch  das  Vier 
eck  und  jedes  audere  Vieleck,  sobald  die  unbewegi- 
lichen  Punkte  ihrer  Seiten  in  einer  Geraden  lieget, 
um  diese  Gerade  drehbar.  Dasselbe  giebt  auch  dieBe* 
dingungsgleiohung  zu  erkennen,  da  immer  das  Prodset 
aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Seiten  eis* 
ebenen  Vielecks  von  einer  beliebigen  Geraden  geschnit- 
ten werden,  der  (negativen)  Einheit  gleich  ist.  ~  Inder 
sen  ist  diese  Beweglichkeit  bei  Vielecken  von  mehr  all 
drei  Seiten  nur  als  ein  specieller  Fall  zu  betrachtet, 
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4er  «oh  dadurch  noch  auszeichnet,  dass  das  anfänglich 
ebene  Vieleck  ein  solches  auch  während  der  Bewegung 
bleibt,  und  bei  einer  nur  unendlich  kleinen  Bewegung 
seine  Fora  nicht  ändert 

#»  Zwischen  der  jetzigen  Aufgabe  und -der  vorher- 
gellenden  findet  in  gewissem  Sinne  ein  duales  Verhält* 
nies  statt.  Denn  so  wie  dort  die  Ecken  eines  Vielecks 
in  unbeweglichen  Geraden  beweglich  waren,  so  sind 
k  hier  die  Seiten  eines  Vielecks  um  unbewegliche  Punkte 
drehbar.  Diese  Dualität  der  beiden  Aufgaben  giebt 
sich  auch  in  der  Aehnliohkeit  der  Bedingungsgleichun- 
gen (a)  und  (A)  zu  erkennen.  Denn  aus  der  letztern 
Gleichung  erhält  man  die  e rater e,  wenn  man  die 'gros- 
sen Buohstaben  in  die  entsprechenden  kleinen  verwan- 
delt und  von  den  durch  af>  agy...  ausgedrückten  Win- 
keln die  Cosinus  nimmt. 

Auf  gleiche  Art  lässt  sich  aus  der  Gleichung  (B) 
fur*s  Gleichgewicht  der  auf  beliebige  Punkte  P,  ö, . . 
der  Linien  0,6,..  und  rechtwinklig  auf  der  Ebene  der 
letztern  wirkenden  Kräfte  /*,  ?,..  die  Gleichung  fiir's 
Gleichgewicht  der  nach  beliebigen  Richtungen  p  7,.. 
auf  die  Punkte  Ay  /?,..  und  in  der  Ebene  der  letztern 
wirkenden  Kräfte  /*,#>••  herleiten.  Es  ist  uämlioh 
diese  Gleichung: 

(*)  F.  P  co*  fp+ G .  Q  cos  gy+If.  R  cos  Ar+I.  S  cos  #>=0, 

«o  Fsffs  cos  ga :  cos/h,  G  :  H  =  cos  hb  :  cosgö,  etc. 
Den  Beweis  dafür  wird  man  sich  leicht  selbst  ent- 
wickeln* 

Noch  eine  Betrachtung,  die  auf  beide  Aufgaben 
gleich  anwendbar  ist,  die  ich  aber  der  Kürze  wegen 
nor  in  Bezug  auf  die  letztere  anstellen  will,  enthält 
der  folgende  §. 

IT  iö 
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8,  R  mit  B  und  C,  C  and  Ay  A  und  Ifr  auf  einen 
Seite  Ton  Fy  Q9  H  liegend  annehmen,  so  dass/", 
M  positiv  werden,  EodJioh  wollen  wir  noch  die 
fte  py  f9  r  mit  einerlei  Reichen  behaftet,  sie  selbst 
nach  einerlei  Seite  gerichtet,  etwa  Ton  oben  nach 
n,  annehmen.  Zufolge  der  Gleichungen  (M)  wer- 
dann  anoh  die  Pressungen  f,  t#,  v  nach  unten  ge- 
bet seyn. 

In  der  Figur  sind  för  diesen  Fall  die  Linien  a,  6> 
i  Stäbe  gezeichnet  worden,  die  in  A,  B>  C  derge- 
fiber  einander  weggehen,  dass  sie  daselbst,  bei  den 
i  unten  geriohteten  Pressungen  t,  «#,  *,  gegen  ein- 
ir  drücken,  nicht  von  einander  sich  zu  trennen 
>en,  und  wir  somit  nicht  nöthig  haben,  sie  unzer- 
ilich  mit  einander  verbunden  anzunehmen  ($.189.). 

Sey  nun  zuerst  p  =  0>  r  =  0,  g'  =  ly  und  wirke 
r  nur  auf  den  Stab  6  im  Punkte  A  eine  Kraft 
.    Hiermit  werden  die  Gleichungen  (M): 

*>$;.  Diese  Verschiedenheit  der  Pressung.  *  von 
Kraft  7  scheint  einen  Widerspruch  zu  enthalten, 
l  man  sollte  meinen,  dass,  wenn  an  dem  Punkte 
es  Stabes  6,  und  sonst  nirgend  wo  anders  am 
sme,  eine  Kraft  q  wirkt,  die  dadurch  bei  A  von  6 
r  hervorgebrachte  Pressung,  sowie  die  von  c  auf 
okwärts  absgeübte  Pressung,  eben  so  gross  als  g 
it  seyn  mttssten.  Dieser  Scbluss  wäre  nun  aller- 
i  richtig,  sobald  die  Stäbe  b  und  c  bloss  in  A  mit 
ider  verbunden  wären.  Allein  sie  sind  es  noch 
i  den  Stab  a,  welcher  6  und  c  in  C  und  B  be- 
:,  und  hierdurch  geschieht  es,  dass  die  in  A  von 
f  e  zunächst  erzeugte  und  daher  =  y  zu  setzende 

10* 
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denen  "die  Betten  des  zweiten  von  den  Ecken  t  des  ob- 
sten geth eilt  werden,  der  Einheit  gleich  seyn. 

A.  Die-4lifehtigkeit  dieser  Gleichung  l&sst  sioh  anoh 
leicht  auf  rein  geometrischem  Wege  dartbnn.  Mta 
nehme  \nfy.gy.  unendlich  nahebei^,/?..  die  Paukt« 
A,ff,  CT,  IT  dergestalt,  dass  l.  A'B=*  AB,  IL  BC= 
HC,  111.  Cjy  =  CDy*so  inuss,  wenn  das  Viereok 
ABCD  mit  oonstanten  Seitenlängen  unendlich  wenig 
im  Vierecke  fghi  verriiokbar  seyn  soll,  auch  IV.  &Azx 
DA  seyn.  Da  also  A*B*=  AB,  und  weil,  wegen  der 
rechten  Winkel  AlAL  uud  RBLy  A'L  =  AL  and 
HL  =  BL  ist,  so  ist  der  Winkel  ÄLB^ALB, 
folglich  der  Winkel  ALA'  —  JfLBy   und  es  verhalt 

sich  daher 

AA*iBB  =  AL.BL. 

Eben  so  fliessen  aus  41. ,  III.  und  IV.  die  Propor- 
tionen : 

BBiCV=BM.CMy 

CC xD&=CNiDNy 
DOxAS!=DKxAK. 

Zur  Beweglichkeit  ist  aber  das  Zusammenbestehen  dir 
4  Gleichungen  I. , . .  IV.  erforderlich ,  folglich  auch  dai 
Zusammenbestehen  der  4  daraus  abgeleiteten  Propor- 
tionen; diese  aber,  mit  einander  verbunden,  führe* 
zu  der   rn  a.   erhaltenen  Gleichung. 

c.  Der  Winkel  ABCy  in  welchen  bei  Verrücfamg 
des  Vierecks  der  Winkel  ABC  übergebt,  ist  =  ABL 
+  LBM  +  MBC.  Nach  b.  sind  aber  die  Dreiecke 
ABL  und  MBC  den  Dreiecken  ABL  und  MBC 
gleich  und  ähnlich.  Hiermit  wird  der  Winkel  ABC 
=  ABL  +  LBM  +  MBC  =  ABC  +  LBM.  Du 
Winkel  ABC  erhält  daher  bei  der  Verrüokuag  das 
Increment  LBfMy  und  bleibt  folglieh  nur  dann  nag» 
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ledert,  wenn  M  mit  I*  zusammenfällt.  Eben  so  wird 
bewiesen,  dass  der  Winkel  BCD  nur  dann  sieb  niobt 
ändert*  wenn  N  mit  M  zusammenfällt;  n.  s.  w.  Soll 
felglioh  das  Viereck  ohne  Aenderung  seiner  Winkel 
Tcrrtiokbar  seyn ,  so  müssen  die  vier  auf  /",  g> ..  in 
A9  By . .  errichteten  Perpendikel  sioh  in  einem  Punkte, 
er  heisse  09  schneiden.  Dass  umgekehrt,  wenn  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  jederzeit  auch  Beweglichkeit  statt 
findet,  erhellet  sogleich  aus  der  Formel  in  a.,  in  wel- 
ker ffi*  diesen  Fall  AL=AK9  BJtt=BL,  eto.  ist, 
aber  auch  schon  daraus,  dass,  wenn  das  Viereck  mit 
ooMtant  bleibenden  Winkeln  um  den  Punkt  O  um  ein 
eaendlich  Geringes  gedroht  wird ,  die  Ecken  Ay  By.. 
Normalen  auf  OA>  OB9...  beschreiben  und  folglich  in 
f9  g)  • .  fortrücken« 

d.  Analoge  Resultate,  wie  wir  jetzt  für  ein  Viereck 
gefunden  haben,  ergeben  sich  auch  für  jedes  andere 
Vieleck.  Soll  insbesondere  ein  Dreieck  ABCy  dessen 
Seitenlängen  constant  sind,  mit  seinen  Ecken  in  den 
Betten  f,g>h  eines  unbeweglichen  Dreiecks  beweglich 
segra,  w>  müssen,  weil  mit  den  constant  gesetzten  Sei- 
tenlangen eines  Dreiecks  auch  die  Winkel  desselben 

werden,  die  drei  in  A,  B,  C  auf  jTygjA 
Perpendikel  sich  in  einem  Punkte  O  schnei- 
ten. Das  Dreieck  ABC  ist  alsdann  um  O  ein  unend- 
lich Weniges  drehbar« 

Aehulicher  Weise  zeigt  sieb,  dass,  wenn  in  einer 
Ebene  zwei  Corven  in  drei  Punkten  einander  berühren 
ttd  daher  unbeweglich  gegen  einander  sind  (§.  243.) 
äse  unendlich  kleine  Beweglichkeit  in  dem  Falle  ein- 
rift,  wenn  die  Normalen  in  den  drei  Berührungspunk« 
es  in  einem  Punkte  zusammentreffen. 
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f.:  258. 

Auf  die  jetzt  bebandelte  Aufgabe  rednoirt  sich  auoh 
der  in  f.  247.  gedachte  Fall,  wenn  die  Ecken  einet 
ebenen  Vieleoks,  dessen  Winkel  «ich  ändern,  können, 
durch  Linien  von  unveränderlicher  Länge  mit  uubeweg- 
Hohen  Punkten  in  seiner  Ebene  verbunden  sind,  s.  B. 
die  Ecken  ABCD   des  Vierecks  AC  (Fig.  64.)  mit 
den  Punkten  jF,  G>  Hy  /.  Denn  alsdann  sind  A>  J?,,.. 
an' sich  in  Kreisen  beweglich,   deren  Mittelpunkte  F9 
G,..  sind,    und   die  unendliob    kleine   Beweglichkeit, 
,  wenn  sie  anders  möglich  ist,   besteht  darin,  dass  J9 
B, ..  in  Linien  fortrücken,  welche  auf  den  Verbindungs- 
linien AF9  BGy...  normal  sind.    Diese  Beweglichkeit 
findet  aber  nach  §•  255.  a.  dann  statt,  wenn  das  Pure- 
duct aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Settal 
des  von  den  Verbindungslinien  in  ihrer  Folge  gebilde- 
ten Vielecks  in  den  darin  liegenden  Ecken  des  beweg- 
lichen Vieleoks  geschnitten  werden,  der  Einheit  gleich 
ist. 

Wenn  die  Verbindungslinien  verlängert  in  eine» 
Punkte  O  zusammentreffen,  so  wird  das  Vieleck  um  0 
um  ein  unendliob  Weniges  drehbar,  und  seine  Winkel 
-  bleiben  dabei  ungeändert.  Fallen  aber  die  unbewegli- 
chen Punkte  selbst  in  einem  einzigen  O  zusammen,  so 
kann  das  Vieleck  um  O  völlig  herumgedreht  werden, 
und  die  unendlich  kleine  Beweglichkeit  wird  eine  end- 
liche. 

Sind  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  drei  unbeweg- 
lichen Punkten  verbunden,  so  müssen  sich,  wenn  dnt 
Dreieck  noch  um  ein  unendliob  Weniges  verraekber 
seyn  soll,  die  drei  Verbindungslinien  in  einem  Punkte 
Schneiden.  Hat  man  daher  überhaupt  zwei  in  einer 
Ebene  bewegliche  Figuren  und  verbindet  drei  bestimmte 
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Punkte  der  einen  mit  drei  bestimmten  Punkten  der  an- 
derb  doroh  drei  gerade  Linien,  von  unveränderlicher 
Länge  (§.  246.),  so  bleibt  nur  in  dem  Falle  eine  un- 
endlioh  kleine  gegenseitige  Beweglichkeit  noch  übrig, 
wenn  die  drei  Linien  oder  ihre  Verlängerungen  sich 
in  einem  Punkte  begegnen. 

§.  257. 

Aufgabe.  Vier  gerade  Linien  aybycyd  (Fig.  67.) 
?en  unbestimmter  Länge»  von  denen  jede  der  nächst- 
folgenden und  die  letzte  der  ersten  zu  begegnen  genö- 
thigt  ist,  liegen  in  einer  horizontalen  Ebene  und  sind' 
resp.  um  die  unbeweglichen  Punkte  F>  G>  H,  I  dieser 
Ebene  in  verticalen  Ebenen  drehbar.  Man  soll  für  die* 
ses  Sjstem,  welches  im  Allgemeinen  unbeweglich  ist 
(f.  218.)  9  die  Bedingung  der  Beweglichkeit  und  die 
dann  nöthige  Bedingung  des  Gleichgewichts  finden. 

Auflösung.  Seyen  resp.  A9  B,  C>  D  die  Be- 
gegnungspunkte von  a  und  6,  6  und  e,  etc.  Weil 
«i,  t3 .  •  in  verticalen  Ebenen  beweglich  sind,  so  rücken 
diese  Punkte,  wenn  das  Sjstem  beweglioh  ist,  in  ver- 
ticalen Linien  fort.  Auf  beliebige  Punkte  P,  Q}  Ä,  S 
der  Linien  a,  £,  c,  d  lasse  man  Kräfte  /?,  y,  r,  s  naoh 
verticalen  Richtungen  wirken.  Dabei  seyen  t,  t#,  vy  w 
die  Pressungen ,  welche  in  Ay  J?,  C>  D  auf  die  Linien 
«,  6,  c,  d  von  den  Linien  Ay  cy  d>  a  (nach  verticalen 
Richtungen)  ausgeübt  werden,  also  —  *,. .  —  w  die  Pres- 
sungen in  Aj..D  von  ay  6,  c9  d  auf  6,  c9  dy  a.  Die 
Gleichungen  für'«  Gleichgewicht  der  um  /*,../  beweg«. 
liehen  Linien  ay..d  sind  alsdann: 

FP.p  —  FD.w  +  FA.t  =  0, 
GQ.g—GA.t  +GB.u  =  0, 
n/t.r  —  l/B.v+HC.v  =  Oy 
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IS  .  *  —  /C  .  v  +  MD  .w=0. 

Eliinlnirt  man  hieraus  die  Pressungen  t9  t#,  •>,  in» 
dem  man  in  der  lsten  Gleichung  für  t  seinen.  Werth 
qus  der  2ten,  hierauf  in  der  resultirenden  Gleichung 
für  u  seinen  Werth  ans  der  3ten  substitnirt,  xu  s.  w. 
und  bezeichnet  man  noch  der  Kürze  willen  die  Momente 
FP.p,  GQ.  ?,...  der  Kräfte  p,  7, .♦  mit  pl$  yl9  rn 
#4,  so  kommt: 

'.-™-+^+S('-+(f('+^)))  ; 

=  0. 
Hierin  den  Coefficienten  der  noch  übrigen  Pressing 
tp,  =3  0  gesetzt,  ergiebt  sich  die  Bedingung  der  Be- 
weglichkeit: 

(jtk     FA   OB  HC  ID  _4 
w     ~WAHBmIC*Tn—ly 

and  die  rückständige  Gleichung: 

_^FA/     _^GB  /         HC     \\      A      • 

(B)  f.p.FP+g.g.GQ  +  h.r.HR  +  i.*.IS=z% 

wof.g  =  GA :  FA,  g  :Ä=  HB:  GB,  h  :t  =  IC:HCy 

ist  die  alsdann  nöthige  Bedingung  fdr's  GleichgewiohL 

§.  258. 

Zusätze,  a.  Die  Bedingungsgleichnng  für  die 
Beweglichkeit  des  Vierecks  ABCD  kann  man  noeh 
einfacher,  als  im  Vorigen,  auf  folgende  Weise  finden. 
Kommen  durch  Drehung  der  Linien  0,  6y  e  um  F9GyB 
die  Punkte  A>  B,  C,  D  in  den  verticalen  Linien,  worin 
sie  beweglich  sind,  nach  A\  By  C,  ZP,  so  verfallt 
sich  offenbar 
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DB .  AA' =  FD .  FA, 
AA'  xBB  =  GAx  OB, 
BB.CC  =r  HB*  HC. 

Damit  nun  auch  die  um  /  drehbare  Linie  d  durch 
C  und  D  gehen  könne,  niiiss  sieh  verhalten : 

CCxDMM  =  ICiID. 

Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  den  drei  vor- 
hergehenden Proportionen  die  obige  Bediugungsglei» 
ehnng.  —  Man  bemerke  nooh,  dass  die  aaohherigen 
Oerter  A'9  IF,..  von  A9  Ä,,.  abwechselnd  über  und 
unter  die  horizontale  Ebene  fallen,  wenn,  wie  in  der 
Figur ^  die  unbeweglichen  Punkte  Fy  G>*.  in  den  Li- 
nien  a,  £,..  zwischen  den  Begegnungspunkten  A,  JBy.m 
dieser  Linien,  nicht  ausserhalb  derselben,  liegen.  Uebri- 
gens  sieht  man  leicht,  dass  die  Beweglichkeit,  wenn 
eine  solche  statt  findet,  hier  nicht  eine  unendlioh  kleine 
ist,  sondern  dass  bei  der  vorausgesetzten  unbestimmten 
Länge  der  Linien  «,  £, . .  die  Punkte  Ay  B, . .  jeden 
beliebigen  Abstand  von  der  horizontalen  Ebene  errei» 
t\*n  können. 

t.  Die  Bedingungsgleichung  fiir's  Gleichgewicht  lässt 
sieh  auch  durch  das  Priucip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten entwickeln.  Sind  nämlich  /*,  Q*,.«  die  Oer- 
ter, welche  die  Angriffspunkte  /*,  Q%..  der  Kräfte/», 7,.. 
aaoh  einer  unendlich  kleinen  Yerrüekung  des  Systems 
einnehmen,  so  sind  FFy  Q&y...  vertioal,  fallen  da- 
her  mit  den  Richtungen  von  /»,  y,  ..  zusammen,  und 
•s  ist  folglieh  beim  Gleichgewichte: 

PF.p+Q#  .j  +  Rtf  .r  +  SST.s  =  0. 

Nun  verhält  sich 

PJP ijL?  =*  FF  1 FJ, 
Ajr.QQ'=*GA;GQ> 
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mithin  PP.ad—GA.  FP  i  FA .  GQ, 

u.  s.  w.  übereinstimmend  mit  dem  bereits  Gefundene«« 

c.  Zn  ganz  analogen  Resultaten  wird  man  geführt, 
wenn  statt  4  Linien,  3  oder  mehr  als  4  Linien  auf  die 
vorige  Weise  mit  einander  verbunden  sind  und  um  un- 
bewegliche Punkte  gedreht  werden  können»    Für  3  Li* 

.  nien  insbesondere,  BCy  CA,  AB,  welche  resp.  um  die 
Punkte  Fy  G>  H  drehbar  sind,  ergiebt  sich  als  Bedin- 
gung der  Beweglichkeit: 

FB     GC    HA  _4 
FC  'WZ* HB~7lm 

Nur  also,  wenn  F9  G,  H  in  gerader  Linie  lieges, 
(vcrgl.  $.  232. 0.),  ist  das  Dreieck  ABC  beweglich.  Osd 
in-  der  That.lässt  es  sich  dann  um  die  Gerade  FGB} 
als  um  eine  Axe  drehen«  Die  virtuellen  Geschwindig- 
keiten PF)  4MP,  RR  siud  alsdann  den  Abständen  der 
Punkte  P>  Qy  R  von  dieser  Axe  proportional,  und  die 
Gleichung  /*/*./*+..  =  0,  d.  i.  die  Bedingungsglet* 
ohung  fiir's  Gleichgewicht,  drückt,  wie  zu  erwarten  staad, 
aus,  dass  das  Moment  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die 
Gerade,  um  welche  das  Dreieck  drehbar  ist,  null  tfejs 
muss. 

d.  Eben  so  wie  das  Dreieck  wird  auch  das  Vier- 
eck und  jedes  audere  Vieleck,  sobald  die  unbewegK- 
licben  Punkte  ihrer  Seiten  in  einer  Geraden  liegen, 
um  diese  Gerade  drehbar.  Dasselbe  giebt  auch  dieBe- 
dingungsgleichuug  zu  erkennen,  da  immer  das  Prostat 
aus  den  Verhältnissen,  nach  welohen  die  Seiten  etaes 
ebenen  Vielecks  von  einer  beliebigen  Geraden  geschnit- 
ten werden,  der  (negativen)  Einheit  gleich  ist.  '  Indes* 
sen  ist  diese  Beweglichkeit  bei  Vielecken  von  mehr  als 
drei  Seiten  nur  als  ein  specieller  Fall  zu  betrachten, 
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der  sich  dadurch  noch  aaszeichnet,  dass  das  anfänglich 
ebene  Vieleck  ein  solches  auch  während  der  Bewegung 
bleibt,  und  bei  einer  nur  unendlich  kleinen  Bewegung 
•eine  Form  nioht  ändert 

#»  Zwischen  der  jetzigen  Aufgabe  und  der  vorher- 
gehenden findet  in  gewissem  Sinne  ein  duales  Verhält* 
nies  statt.  Denn  so  wie  dort  die  Ecken  eines  Vielecks 
in  unbeweglichen  Geraden  beweglich  waren,  so  sind 
hier  die  Seiten  eines  Vielecks  um  unbewegliche  Punkte 
drehbar.  Diese  Dualität  der  beiden  Aufgaben  giebt 
sich  auoh  in  der  Aehnliohkeit  der  Bedingungsgleiohun- 
gen  (a)  und  (A)  zu  erkennen.  Denn  aus  der  letztern 
Gleichung  erhält  man  die  e rater e,  wenn  man  die 'gros- 
sen Buchstaben  in  die  entsprechenden  kleinen  verwan- 
delt und  von  den  durch  afy  ag>*..  ausgedrückten  Win- 
keln die  Cosinus  nimmt. 

Auf  gleiche  Art  lässt  sich  aus  der  Gleichung  (B) 
fbVs  Gleichgewicht  der  auf  beliebige  Punkte  P,  ö, .  • 
der  Linien  ö,  6y .  •  und  rechtwinklig  auf  der  Ebene  der 
letztem  wirkenden  Kräfte  p>  ?,..  die  Gleichung  für's 
Gleichgewicht  der  nach  beliebigen  Richtungen  p  7,.. 
auf  die  Punkte  A^  B>..  und  in  der  Ebene  der  letztern 
wirkenden  Kräfte  P>  Q,..  herleiten.  Es  ist  uämlioh 
diese  Gleichung: 

(*)  F.  P  00s  fp+ 6 .  Q  cos gy+If.  A  cos  Ar+I.  S  cos  #>=0, 

wo  F:ff  =  oosga :  cos/h,  G  :  H  =  cos  hb :  oosgö,  etc. 
Den  Beweis  dafür  wird  man  sich  leicht  selbst  ent- 
wickeln* 

Noch  eine  Betrachtung,  die  auf  beide  Aufgaben 
gleich  anwendbar  ist,  die  ich  aber  der  Kürze  wegen 
nur  in  Bezug  auf  die  letztere  anstellen  will,  enthält 
der  folgende  §. 


tt 
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f.    259. 

Sey  ABC  (Fig.  68.)  das  vorhin  betrachtete,  tob 
den  Linien  a,  6,  c  gebildete  Dreieok  mit  dennnbeweg- 
liehen  Punkten  F>  Gy  H  in  ay  5y  c.  Diese  Punkte  sol- 
len nicht  in  einer  Geraden  liegen,  und  daher  das  Drei- 
eck,  welches  man  sich  horizontal  denke,  unbeweglich 
seyn.  Sind  nun  /?,  gy  r  die  an  den  Punkten  P9  Q>  M 
der  a,  by  e  angebrachten  Kräfte ;  t9  t#,  v  die  dadurch 
iu  Ay  By  C  erzeugten  Pressungen  von  by  cy  a  auf  c} 
u,  6,  und  setzt  man  noch 

FB       -GC  HA       . 

TC^f*  GA  Bsr*2»—  *> 

FP_„   Gg__.  BR_U 

n  FC— J  '  GA  —g>  HB  —  *' 

so  hat  man,  wie  in  $.  257.,  die  Gleiehnngeo : 
/>-«+>  =  a,*V  —  *+gv  =  0,  Kr— u+JU=t 
Hieraus  folgt:  gff—t+g(fp+f(A'r+At))=*% 

d-  i-  S/>+*V +/**>=  (i-«»R 
wo  0»  =fgA)  und  eben  so  f  ßß 

>^V+AV +#£/>  =  (i  —  *»)  «f,    '    l    ' 

Wir  wollen  und  nun  über  die  Art  und  Weise,  wit 
sich  nach  diesen  Formeln  die  von  den  Kräften  py  f ,  t 
entstehenden  Pressungen  ty  uy  v  in  Ay  By  Cvertheihfl, 
näher  zu  belehren  suchen.  Um  unsere  Aufmerksamkeit 
auf  einen  bestimmten  Fall  zu  richten,  wollen  wir  ai- 
nehmen,  dass,  wie  in  der  Figur,  die  Punkte  Fy  €r9B 
ausserhalb  B  und  Cy  C  und  Ay  A  und  B  auf  der  Seilt 
von  By  Cy  A  liegen.  Alsdann  sind  fy  gy  hy  folgfiA 
auch  tny  zwischen  0  und  1  enthalten,  und  daher f9%% 
h  und  1  —  m  positiv.     Wir  wollen  ferner  die  Punkte 


i 
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4,  B  mit  B  und  C,  C  und  A,  A  und  B  auf  einer- 
Seite  toh  Fy  G>  H  liegend  annehmen,  so  dass/", 
K  positiv  werden«  EodJioh  wollen  wir  noch  die 
&*  P>  f>  r  nui  einerlei  Reichen  behaftet,  sie  selbst 
>  nach  einerlei  Seite  gerichtet,  etwa  von  oben  nach 
»,  annehmen.  Zufolge  der  Gleichungen  (M)  wer- 
daan  auch  die  Pressungen  t^  •*,  *  nach  unten  ge- 
tet  seyn. 

In  der  Figur  sind  fÖr  diesen  Fall  die  Linien  a,  *, 
s  Stäbe  gezeichnet  worden ,  die  in  A9  B>  C  derge- 
\  Ober  einander  weggehen,  dass  sie  daselbst,  bei  den 
1  unten  gerichteten  Pressungen  t,  «#,  vy  gegen  ein- 
sr  drücken,  nicht  von  einander  sich  zu  trennen 
ben,  und  wir  somit  nicht  nöthig  haben,  sie  unzer- 
nlich  miteinander  verbunden  anzunehmen  (§.189.). 

Sej  nun  zuerst  /*  =  0,  r  =  0,  g-'  =  l,  und  wirke 
ir  nur  auf  den  Stab  b  im  Punkte  A  eine  Kraft 
•    Hiermit  werden  die  Gleichungen  (M): 

*>f.  Diese  Verschiedenheit  der  Pressung,  t  von 
Kraft  7  soheint  einen  Widerspruch  zu  enthalten, 
n  man  sollte  meinen,  dass,  wenn  an  dem  Punkte 
las  Stabes  6y  und  sonst  nirgend  wo  anders  am 
eme,  eine  Kraft  q  wirkt,  die  dadurch  bei  A  von  b 
c  hervorgebrachte  Pressung,  sowie  die  von  c  auf 
lokwärts  absgeübte  Pressung,  eben  so  gross  als  f 
it  seyn  müssten.  Dieser  Scbluss  wäre  nun  aller- 
s  richtig,  sobald  die  Stäbe  b  und  c  bloss  in  A  mit 
oder  verbunden  wären.  Allein  sie  sind  es  noch 
b  den  Stab  a,  welcher  b  und  c  in  C  und  B  be- 
t,  und  hierdurch  geschieht  es,  dass  die  in  A  von 
f  e  zunächst  erzeugte  und  daher  =  q  zu  setzende 

10* 
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r 

*  * 

Pressung  f  in  B  eine  Pressung  u  von  e  auf  a,  diese 
in  C  eine  Pressung  v  von  ö  auf  b9  diese  in  A  eine 
neue  Pressung  *"  Ton  £  auf  e  hervorbringt,  und  so  fort 
im  Kreise  herum  ohne  Ende.    Die  wirkliehen  Pressu» 
gen  t,  u,  v  m  A9  By  C  werden  alsdann  die  Summes 
jener  partiellen  Pressungen  in  denselben' Punkten  seja 
Die   Richtigkeit  dieser  Vorstellung    bewährt  sM 
durch  die  Uebereinstimmung  der  hiernach  sich  ergebe* 
den  Xotalwert^e  für  ty  t#,  v  mit  ifan  vorhin  gefundenem 
In  der'That,hat  man» 

*       U.  8.  W.  .     * 

folglioh  ' 

lT=fgM  =  mf,  IT'  =  **'  =  ***?>  <""=«•»«',  efr. 

M=*«'+u"+u"'+. . . s h  (€  + 1"  +  f"  +  . ..)  =M,    : 
v  =  t,'+t^+t>'"+ ...  =/(„'+„"  +  „'"  + . .-.)  =/U 

und  wenn  wir  nach  dem  vorhin  Bemerkten  noch  <*=f 
setzen: 

welches  die  bereits  oben  erhaltenen  Werthe  der  Pre* 
sungen^sind. 

Lassen  wir  z.  B.  J,  B,  C  die  Mittelpunl^e  m, 
#»,  /V,  ÖL4  seyn  und  drücken  auf  b  in  ^  mit  eis«' 
Kraft  =  1,  so  ist  auch  der  Druck  von  b  auf  e  zun&dtft 
=  i>  der  dadurch  erzeugte  Druck  von  e  auf  as{^ 
von  a  auf  6  =  j;  der  somit  entstehende  neue  Dtsjk 
von  b  auf  c,  =  £;  von  e  auf  0,  =  TV,  u.  s.  w.;  sbt 
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tor  vollständige  Druck  von  b  auf  c,  =1  +  4  .f.^T-|-... 
«=t>  mithin  um  \  grösser,  tfls  der  unmittelbare  Drnok 
auf  a\  der  Tollständige  Druck  von  c  auf  a  halb  so 
gross,  als  der  vorhergehende,  folglich  =  4,  und  der 
vea  a  auf  6  abermals  die  Hälfte  des  von  c  anf  n,  also 

Ist  die  Kraft  q  nicht  in  A  selbst,  sondern  in  ir- 
gend einem  andern  Punkte  Q  des  Stabes  b  angebracht, 

so  ist  sie  gleichwirkend  mit  einer  Kraft  jJZ  g  =g'ft 

deren  Angriffspunkt  A  ist,   und  die  Pressungen  sind 

sdadann  die  vorigen  r-^ —  ,  eto. ,  nachdem  sie  vorher 

noch  mit  g  multiplioirt  worden.  Auf  ähnliche  Art  or- 
geben eich  die  Pressungen  in  A>  B>  C>  wenn  auf  einen 
Punkt  P  des  Stabes  a  eine  Kraft  p9  oder  auf  eiuen 
Punkt  H  des  Stabes  c  eine  Kraft  r  wirkt  Wenn  folg- 
fioh  anf  alle  drei  Stäbe  zugleich  Kräfte  wirken,  so  hat 
nsan  nur  für  jeden  der  Punkte  A,  By  C  die  von  joder 
Kraft  besonders  herrührenden  Pressungen  zu  addiren, 
vm  die  daselbst  statt  findende  Totalpressung  zu  erhal- 
ten, und  man  kommt  somit  zu  den  Gleiohungen  (M) 
zurück. 

Wie  sich  ähnliche  Betrachtungen  bei  Vierecken, 
Fünfecken,  etc.  anstellen  lassen,  sieht  jeder  von  selbst. 

§.260. 

Aufgabe.  Drei  Gerade  a,  6,  e  von  unbestimm- 
ter Länge  sind  in  einer  Ebene  an  drei  unbeweglichen 
Punkten  F,  G>  H  (Fig.  62.)  verschiebbar,  ihre  gegen- 
•eltigen  Durchschnitte  Af  ß,  C  aber  können  nur  in 
den  Seiten  /,  et,  n  des  unbeweglichen  Dreiecks  LMN 
•ich  bewegen.  Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher 
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dieses  im  Allgemeinen  unbewegliche  System  (4-  248.) 
eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit  erlangt 

Auflösung.  Die  gesuchte  Bedingung  ist  offenbar 
einerlei  mit  derjenigen,  unter  welcher  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  sich  um  die  Punkte  F>  0,  B  drehte, 
und  die  Ecken  desselben  in  Curven  fortgehen,  derss 
Tangenten  /,  m,  n  sind.  Letztere  Bedingung  aber,  uri 
folglich  auch  die  erster«,  besteht  nach  $•  232.  &  ■ 
der  Erfüllung  der  Gleichung  t 

BF   CO    AB      MA    NB    LC 

füga~ee—jn*tie-vb% 

§.  261. 

Aufgabe.  Man  hat  ein  in  einer  Ebene  beweg!- 
ohes  Viereck  ABCD  (Fig.  69.)  mit  oonstanten  SeHss- 
längen  und  veränderlichen  Winkeln.  Zwei  Punkte  f 
und  //in  zwei  einander  gegenüberliegenden  Sehen  AB 
'  und  CD  sind  unbeweglich,  und  damit  das  Viereck  sdM 
im  Allgemeinen  unbeweglich  (§.  247.  Zus.).  Die  Lsg« 
der  Punkte  F  und  B  so  zu  -  bestimmen,  daars  dem  Vier* 
eoke  noch  eine  unendlich  kleine  Bewegliokkeit  übrig 
bleibt. 

Auflösung.  Man  lasse  auf  beliebige  Punkte  im 
AB  Kräfte  wirken,  deren  Moment  in  Bezug  auf  F, 
—Pi  8ey;  desgleichen  bringe  man  irgendwo  an  CD 
Kräfte  an,  deren  Moment  in  Bezug  auf  By  r,  heisa* 
.  Die  Pressungen ,  welohe  deshalb  die  Seite  DA  in  D 
und  A  auf  die  Seiten  CD  und  AB  ausübt,  und  wekk 
in  der  Richtung  von  DA  einander  gleich  und  eatgs» 
gengesetzt  sind,  nenne  man  t  und  —  t;  die  Pressung« 
von  BC  auf  die  Enden  B  und  C  von  AB  und  CD 
seyen  eben  so  =  v  und  —  v.  Alsdann  hat  man  ßr  • 
Gleichgewicht 
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der  AB....  pi~FA.tz\nA  +  FB.vfunB  =  Q, 
der  CD,...  rl  —  HC.vainC+HD.tsinD  =  0. 

Ans  diesen  zwei  Gleichungen,,  durah  welche  das 
Gleiohg^wioht  des  ganzen  Systems  ausgedrückt  ist,  eli- 
«inire  man  die  eine  der  beiden  Pressungen  t  und  f, 
und  setze  den  Coeffioienten  der  andern  =  0$  oder  setze 
px  und  rt  null  und  eliminire  hierauf  das  Verhältnis* 
$:  r,  so  kommt: 

FA.  HC  smA  sin  C  =  FB .  HD  sin  B  sin  Z>, 

als  die  gesuchte  Bedingung  der  Beweglichkeit« 

f   262. 

Zusttse.  a.  Die  gefundene  Bedingung  lässt  sich 
noch  ungleich  einfacher  darstellen.  Wird  nämlich  FH 
?on  DA  in  K  und  von  BC  in  £  geschnitten ,  so  ist 

FAmüA  =  FK*inß[,  FB*mß  =  FLsinL, 
HC  umC=z HL  sin Ly  HDBinD=HKs\aK. 

Hiermit  wird  die  Bedingungsgleiohung: 

FK.  HL  =  FIj  >.  HKy 
mithin    FK.HK=FLiHL; 

die  Punkte  Ä"  und  ü  müssen  folglich  identisch  seyn, 
iL  h.  die  zwei  Seiten  Z)^  BC  und  die  Gerade  F// 
durch  die  zwei  unbeweglichen  Punkte  müssen  sich  in 
einem  Punkte  K  schneiden. 

6.  Dass  nur  unter  dieser  Bedingung  das  Viereck 
mm  ein  unendlich  Weniges  beweglich  wird,  kann  auch 
ans  dem  in  §.  228.  6.  bewiesenen  Satze  gefolgert  wer- 
den ,  wonach ,  wenn  C  und  D  statt  F  und  H  unbe- 
weglich angenommen  werden,  bei  einer  unendlich  klei- 
nen Verrückung  des  Vierecks  jeder  Punkt  F  der  Seite 
£B  ein  Linienelement  beschreibt,  welches  auf  der  von 
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F  nach  dem  Durchschnitte  K  der  beiden  andern  Sei- 
ten geführten  Geraden  normal  ist.   Denn  soll  das  Vier- 
eck nm  F  und  H  bewegt  werden  können ,  so  mtass  es 
auch,  wenn,/1  frei  gelasssen  wird,  nm  C  und  D,  ab 
unbewegliche   Punkte,    so   beweglieh    seyn,    daas  die 
Länge  von  HF  unverändert  bleibt,  dass  folglich  F  m 
auf  HF  normales  Element  besehreibt;  und  da  dies« 
Element  zufolge  des  angeführten  Satzes  auch  auf  FK 
normal  ist,  so  müssen  H,  F  und  K  in  einer  Gerades 
liegen. 

c.  Das  Viereck  ABCD  mit  den  zwei  Punkten  F} 
H  in  den  Seiten  AB,  CD  ist  vollkommen  bestimmt 
und  kann  eonstrnirt  werden ,  wenn  die  Längen  der  7 
Linien  AB,  BC,  CD,  DA,  AF,  DH,  FH  gegebct 
sind.  Lässt  man  nur  sechs  dieser  Längen  gegeta 
seyn  und  eonstrnirt  mit  ihnen  das  Viereck  so,  dassskk 
DA,  BC,  FH  in  einem  Punkte  schneiden,  so  hat  d* 
bei  die  siebente  unbestimmt  gelassene  Läng«  ihm 
grössten  oder  kleinsten  Werth  (§.  252.).  Diess  ffibit 
uns  zu  folgenden  zwei  Sätzen: 

1.  Bei  einem  Vierecke  FBCH  mit  Constanten  Sei- 
tenlangen und  veränderlichen  Winkeln  ist  der  gegen- 
seitige Abstand  AD  zweier  gegebenen  Punkte  A  mi 
D  in  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  FB  und  CB 
ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  die  Gerade  AD 
den  Durchschnitt  K  des  andern  Paares  gegenüber- 
liegender Seiten  BC  und  HF  trifft 

2.  Hat  man  ein  Viereok  FBCH  mit  oonstantes 
Seitenlangen  und  veränderlichen  Winkeln,  und  be- 
wegt sich  bei  Veränderung  der  Winkel  ein  Punkt  D 
in  der  Seite  CH  äo,  dass  sein  Abstand  AD  von  ei* 
nem  bestimmten  Punkte  A  in  der  gegenüberlieget» 
den  Seite  FB  unveränderlich  bleibt,  so  ist  HD,  so 
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wie  auch  CD,  ein  Maximain  oder  Minimum,  wenn 
AD$  BC  und  ÄF  sich  in  einem  Punkte  begegnen. 

.      ,  §.  263. 

'  Bei  dem  nm  Fund  H  beweglichen  Vierecke  ABCD 
vollen  -wir  jetzt  noch  die  Bedingung  des  Gleichgewichts 
untersuchen. 

1)  Wirken  auf  AB  und  CD  Kräfte,  und  sind 
ihre  Momente  rücksichtlich  der  Punkte  Fund  IT,  =pt 
imd  rt  9  so  ist  naoh  §•  261.  bei  statt  findender  Beweg- 
lichkeit zum  Gleichgewichte  nüthig,  dass 

px  •  UD  sio  D  +  r  j  •  /L4  sin^f  =  0, 
oder  kürzer,  dass  px  .  HK+rl  .  FK=0. 

Es  folgt  hieraus  zunächst,  dass,  wenn  von  den  zwei 
Momenten  pt  und  rt  das  eine  null  ist,  aneb  das  an-' 
lere  null  seyn  muss.  Wirkt  daher  auf  die  eine  der 
beiden  Linien  AB  und  C7>,  etwa  auf  CZ>,  gar  keine 
Kraft,  so  muss  das  Moment  der  an  AB  angebrachten 
Krlfte  in  Bezug  auf  den  unbeweglichen  Punkt  F  von 
AB  null  seyn.  Dasselbe  erhellet  auch  schon  daraus, 
iaas  die  unendlich  kleine  Bewegung  von  AB  um  F 
dereh  den  übrigen  Tbeil  des  Systems  nicht  gehindert 
wird,  und  dass  folglich,  wenn  bloss  auf  AB  Kräfte 
wirken,  diese  unter  denselben  Bedingungen  im  Gleich- 
gewichte sind,  als  wenn  die  übrigen  Seiten  des  Vier- 
ecks gar  nicht  vorhanden  wären. 

Umgekehrt  lässt  sich  mittelst  dieser  einfachen  Be- 
merkung sehr  leicht  die  Bedingung  für  die  Beweglich- 
keit des  Vierecks  herleiten.  Denn  ist  es  bewegliob, 
und  bringt  man  an  AB  in  A  und  B  nach  den  Rich- 
tsngen  AD  und  BC  zwei  Kräfte  p  und  p  an,  welche 
im  Gleiöhgewiohte  sind,  so  müssen  sie  sich  wie  die  von 
F  auf  BC  und  AD  gefällten  Perpendikel,    also  wie 
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FB  sin  B  zu  FA  sin  A  verhalten.  Die  Krifte  p  und 
//  werden  aber  noeh  im  Gleichgewichte  seyn,  wenn 
man  sie  nach  denselben  Richtungen  AD  und  BC  in  D 
und,  C  anbringt.  Da  sie  nun  alsdann  ans  demselben 
Grunde.,  wie  vorhin,  in  dein  Verhältnisse  vonHCmC 
zu  HD  sin D  stehen  müssen,  so  muss  sich  verhalte! 
FB*mB  :  FA  a\uA  =  HC  sin  (7  :  HD  sinD,  weichet 
die  zu  Ende  des  §•  261.  gefundene  Gleichung  gtebt. 

2)  Ist  an  einer  der  beiden  Seiten  DA  und  BC 
des  Vierecks,  z.  B.  an  BC,  in  einem  beliebigen  Poskte 
Q  nach  der  Richtung  QT  eine  Krtfcft  q  angebracht,  to 
zerlege  man  dieselbe,  um  ihre  Wirkung  zu  schätz«, 
in  zwei  andere  <f  und  <f  nach  •  den  Richtungen  BC 
Und  QO>  wo  0  der  Durchschnitt  von  ^fÄ  mit  CD  ist 
Die  Kraft  y"  nach  der  Richtung  00  läset  sidi  fenir 
in  zwei  andere  auf  B  und  C  nach  BO  und  £0  wir- 
kende zerlegen,  und  ist  daher  von  gar  keiner  Wir- 
kung, weil  in  2*0  und  CC  die  unbeweglichen  Pasktt 
F  und  H  liegen.  Die  nach  QT  gerichtete  Kraft  f 
ist  folglioh  gleichwirkend  mit  der  nach  BC  gerichtetes 

r    ft    ,         sin  T«0 

Kraft  /  =  y  --yi/wj« 

7        '  sin  C#0 

3)  In  dem  besondern  Falle,  wenn  AB  and  CD 
parallel  sind,  wird  es  auch  QO  mit  AB,  und  daher/ 
=  y  sin  (AB%q)  :  sin  Ä  Alsdann  ist  folglioh  die  lates- 
sität  von  (f  bloss  von  der  Intensität  von  q  und  von  im 
Winkel  AB*q  abhängig,  d.  h.  die  Wirkung  einer  an 
BC  im  Punkte  Q  angebrachten  Kraft  q  bleibt  ungels- 
dert,  wenn  die  Kraft  parallel  mit  ihrer  Richtung  ai 
irgend  einen  andern  Punkt  von  BC  verlegt  wird. 

Dasselbe  folgt  auch  unmittelbar  ans  der  Thteti* 
der  Kräftepaare.  Denn  wirken  auf  zwei  Punkte  dt? 
Seite   BCj  oder  überhaupt  auf  zwei   Punkte  m  dir 
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iraa  de«  Viereck»,  die  mit  dieser  Seite  in  fester 
nrbindung  stehen,  zwei  Kräfte  q  und  ?,,  welche  ein 
uur  ausmachen,  so  kann  man  statt  desselben  ein  zwei- 
i  Paar  setzen,  dessen  Moment  dem  des  ersten  gleich 
,  und  dessen  Kräfte,  in  B  und  C  angebracht,  in  die 
urallelen  AB  und  CD  fallen.  Letzteres  Paar  aber 
;  Ten  keiner  Wirkung,  weil  AB  und  CD  die  unbe- 
glichen Punkte  F  und  H  enthalten.  Mithin  kann 
ifih  das  erstere  Paar  keine  Bewegung  hervorbringen, 
4  es  ist  folglich  g  mit  — ?,  gleichwirkend. 

Eben  so  wird  bewiesen,  dass  zwei  parallele  Kräfte, 
m  Angriffspunkte  mit  AD  fest  verbunden  sind,  ein- 
her gleiche  Wirkungen  haben.  —  Zum  Gleichgewichte 
Ziehen  Kräften,  deren  Angriffspunkte  zum  Theil  mit 
C  und  zum  Theil  mit  AD  fest  verbunden  sind,  wird 
ifcer  nur  erfordert,  dass,  nachdem  man  sie  parallel 
it  ihren  Richtungen,  die  einen  an  By  die  andern  an 
,  verlegt  hat,  ihrer  aller  Moment  in   Bezug  auf  F 

iliist 

4)  Wenn  nicht  allein  AB  mit  CZJ,  sondern  auch 
C  mit  DA  parallel  ist,  so  geht  das  Viereck  in  ein 
irallelogramm  über,  und  wird  beweglich,  wenn  die 
inie  durch  die  unbeweglichen  Punkte  gleichfalls  mit 
C  und  DA  parallel  ist  Diese  Beweglichkeit  ist  aber 
oht  taehr  unendlich  klein,  sondern  endlich,  weil  nach 
•er  unendlich  kleinen  Drehung  um  F  und  //  die 
iereeke  AC>  AH  und  FC  noch  Parallelogramme 
nd ,  und  daher  die  Bedingung  der  Beweglichkeit  durch 
e  Drehung  nicht  verloren  goht. 

Zwei  auf  A  und  B  nach'  AD  und  BC  wirkende 
rftfte,  also  auch  zwei  Kräfte,  die  parallel  mit  Jenen 
if  zwei  fest  mit  AD  und  BC  verbundene  Punkte 
rken,  sind  hierbei  im  Gleichgewichte,  wenn  sie  sich 
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wie  ÄF  zu  FA  verhalten.    Bringt  üben  daher  FH  und 
damit  auch  die  Seiten  DA  und  BC  in  vertioale  Lage, 
befestigt  an  diese  Seiten  irgendwo,  in  S  und  ö,  »wei 
horizontale  Aerme  und  hängt  an  dieselben  zwei  resp. 
mit  BF  und   FA   proportionale   Gewichte,   so   halten 
sieh  letztere  das1  Gleichgewicht  und  können  ohne  Stö- 
rung desselben  an  den  Aermen    hin  und  «her  ^esobo* 
ben  werden«  Siehe  Fig.  70.     Man  nennt  diese  Einrich- 
tung die  RobervaVsche  Waage,  naoh  ihrem  Erfin- 
der Roberval,  einem  französischen  Mathematiker  des 
17.  Jahrhunderts.    Da  an  ihr  zwei  Gewichte,  wenn  M 
einmal  im  Gleichgewichte  sind,  in  jeden  beliebigen  Ent- 
fernungen von  den  unbeweglichen  Punkten  darin  t» 
harren,  während  bei  der  gewöhnlichen  Waage  Gleich- 
gewicht nur  4aon  statt  findet,  wenn  sich  die  Gewichts 
umgekehrt ,    wie    ihre    Entfernungen    vom   Drebtmgs- 
pnnkte  verhalten,  so  hat  man  diese  Maschine  als  tk 
statisches  Paradoxon  aufgestellt. 

Am  einfachsten  lässt  sich  das  Gesetz  des  Gleich- 
gewichts an  derselben  mit  Hülfe  des  Principe  der  vir. 
tuellen  Geschwindigkeiten  erklären.  Denn  jeder  mit 
der  Seite  AD  oder  BC  fest  verbundene  Punkt  be- 
schreibt bei  der  Drehung  des  Parallelogramms  AC  oa 
F  und  H  einen  Weg,  der  dem  Wege  von  resp.  A 
oder  B  gleich  und  parallel  ist.  Wird  daher  für  zwei 
an  A  nnd  B  angebrachte  Kräfte,  die  Gleiohnng  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  erfüllt,  so  geschieht  ihr 
auch  Genüge,  wenn  man  die  Kräfte  parallel  mit  ihres 
anfänglichen  Richtungen,  an  beliebige  andere  Punkte 
verlegt,  die  gegen  AD  und  BC  eine  unveränderliche 

Lage  haben. 

f  264. 

Aufgabe«    Die  Bedingung  für  die  unendlich  kleioe 


p 
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iweglichkeit  eines  ebenen  Sechsecks  mit  constanten 
litealängen  und  veränderlichen  Winkeln  tu  finden, 
i  wejphenf  eine  Seite  um  die  andere  einen  unbeweg- 
ten Punkt  enthält 

Auflösung.  Sey  AßCDEF  (Fig.  71.)  das  Sechs- 
k.  Die  Punkte  G,  U,  I  der  Seiten  AB,  CD,  EF 
mo  unbeweglich,  und  damit  das  Sechseck  selbst  im 
Igemeinen  unbeweglich  (§.  247.  Zus.)  An  willkührli- 
eh  au.!ern  Punkten  derselben  drei  Seiten  bringe  man 
rftfte  in'  dAr  Ebene  an.  Die  Momente  derselben  in 
nag. auf  G,  H,  I  seyen  piy  gk,  r , ;  nämlich  px  das 
sment  der  auf  AB  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
,  u«  s.  w.  Die  Pressungen,  welohe  die  Zwisohensei- 
a  BC,  DE>  FA  in  ihren  Endpunkten  auf  jene  er- 
urü  Seiten  ausüben,  seyen  t,  u,  v  in  B,  D,  F9  un& 
iher  — t,  — u,  — f  in  C,  E,  A.  Die  Gleichungen 
r*s  Gleichgewicht  der  Seiten  AB,  CD,  EF  sind  als- 


p%  — v .  OA  z\nA  +  t.  GB  sinl?  =  0, 
fx  —  t .  HC  sin  C  +  u.  HDsinD=0, 

r.—u.IEsinE  +  v.  IF  s\nF=0',   „ 

td  hieraus  ergiebt  sich  sogleioh  die  gesuchte  Bedin- 
iBg  der  Beweglichkeit,  .wenn  man  pl9  <jv,  rx  null 
Ixt  und  sodann  die  zwei  Verhältnisse  zwischen  tyu,v 
iminirt,  nämlich: 

G4  HC^  IE     smB  biuD   sinF 
GB'  tlD%  IF~ %\aA*  sin C  'miE* 

§.  265. 

Zusätze,    a.  Nimmt  man  die  Seite  FA  hinweg, 
wird  die  Figur  vollkommen  beweglich,  und  die  er« 
Ateno  Gleichung  ist  nunmehr  die  Bedingung,  unter  wei- 
ter der  gegenseitige  Abstand  der  Punkte  F  und  A 
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am  grössten  oder  kleinsten  wird.  Fügt  man  die  Linie 
FA  von  oonstanter  Länge  wieder  hinzu,  läset  aber  ih- 
ren Endpunkt  A  nicht  mehr  mit  der  Linie  BG  in  A 
fest  verbunden,  sondern  darin  beweglioh  seyn,  so  er* 
hält  die  Figur  gleichfalls  Beweglichkeit,  und  die  Linie 
AG,  so  ,wie  AB,  wird  'unter  derselben  Bedingnage* 
gleichung  ein  Maximum  oder  Minimum.  ' 

6.  Sind  Ky  L,  M  die  gegenseitigen  Durchschnitte 
von  AB,  CD,  EF,  so  ist: 

sin  F      AK     BtnBCL     sin/1  _  EM 
sinA~ FK'   siuC-  BL'   slt7E~  B3P  ' 

und  man  kann  damit  die  Bediugungsgleiohung  auf  fol- 
gende Weise  darstellten: 

KA  GB  LC  HD  ME  IF  _4 
AG'BL'CirDMEI'FR—1* 

Bestimmt  man  daher  in  AB,  CD,  EF  drei  Punk* 
Gn  Hy,  Iy,  von  denen  Gx  mit  K,  A,  G,  B,  L\  Bt 
mit  //,  C,  H,  D,  M ;  It  mit  31,  E>  I,  F,  Ktm 

sogenaunte  geometrische  Involution  bildet,  d.h.  wejebe 
so  liegen,  dass 

KA  GB  Z,GX  LC  HD  MHX  _     f 

AGBLG.K—     l>  CHmDWUxL—       ' 

ME  /F    Kf^  _ 

EI*FKlxM—~l> 

so  zieht  sich  die  Bediugungsgleiohung  zusammen  in: 

kGL  LH±  MI, 

GxL~HxMlxR~       ' 

und  giebt  somit  zu  erkennen ,  dass  Gx ,  Hx ,  ft  in  *■ 

ner  Geraden  liegen  müssen  *).  |f 

Je- 

*)  Die  drei  Paukte  G, ,    Ht,   Jx  können  durch  folgende  Cot-    I) 


ttruetion  gefunden  werden.     Seyen  N  und  0  die  Dttrchiohiuttt  i* 


«♦ 


Ton  der  unendlich  kleinen  Beweglichkeit,  ifö 

§.  266. 

Aufgabe.  ABCD  (Fig.  72.)  ist  ein  in  einer 
bene  bewegliche»  Viereck  mit  constanten  Seitenlän- 
in  und  veränderlichen  Winkeln.  F>  G>  H>  /sind  vier 
bewegliche  Punkte  in  der  Ebene,  detaen  resp.  die 
rften  AB,  BCy...  zu  begegnen  genöthigt  sind,  so 
iss  jede  Seite  um  den  ihr  zugehörigen  Punkt  sowohl 
»dreht,  als  an  ihm  verschoben  werden  kann.  Hiermit 
:  das  Yiereck  selbst  im  Allgemeinen  unbeweglich 
••  249.).  Die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  es 
aer  unendlich  kleinen  Bewegung  fähig  wird. 

Auflösung.  Heissen  a,  /?,  y\  6  die  Winkel,  wei- 
te die  Seiten  AB,  BC>  CD>  DA  nach  den  damit  zugleioh 
«gedrückten  Richtungen  mit  einer  willköhrlich  in  der 
>cne  gezogenen  festen  Axe  machen.  Auf  die  vier 
>ken  A>..jD  lasse  man  in  der  Ebene  resp,  die  Kräfte 
f,  r,  s  wirken.  Hierdurch  erleiden  die  Seiten  AB, 
£7, ••••in  Fy  Gj  Hy  I  von  den  daselbst  befindlichen 
beweglichen  Punkten  Pressungen,  welche  auf  den 
uten   selbst  normal  sind  und   daher  mit  der  festen 


7  mk  FÄ  and  FG>  und  P  der  Durchschnitt  tob  BF  mit  LO ,  to 
liebt  sich  Ot  nb  der  Durchschnitt  ton  AB  mit  NP.  Denn  die  Sei- 
i  des  Dreieck*  OPF  lohneiden  AB  in  £,  Oä  Lt  and  die  drei  Gera- 
n  ten  JV  nach  den  drei  Ecken  0,  P,  F  desselben  treffen  AB  in  B, 
it  A*  (Barre.  CalcnL  $.  291.).  Aehnlicher  Weise  lassen  sich  auch 
OQ  Ht  and  It  finden. 

Umgekehrt  kann  man,  wenn  G%  gegeben  ist,  den  Punkt  O  durch 
tang  der  Geraden  O^P,  POL  und  OGF  bestimmen.  Sind  da- 
?  Ton  den  drei  unbeweglichen  Punkten  G,  Jüf,  /  irgend  zwei,  etwa 
und  /,  gegeben,  und  soll  der  dritte  so  bestimmt  werden,  dass  das 
chseek  beweglich  wird ,  so  bestimme  man  mit  H  and  /  die  Punkte 
i  and  Ilf  Terbinde  letztere  durch  eine  Gerade,  welche  AB  in  G% 
beide,  und  suche  mit  0*  den  Punkt  G. 
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Axe  die  Winkel  90° +a,  90° +/?,.••  maohen.  Mm 
bezeichne,  diese  Pressungen  resp.  mit  2ty  2*,  2v>  2», 
so  dass  die  Pressung  2t  positiv  zu  nehmen  bt,  wen 
iure  Richtung  in  derThat  durch  90° +  a  bestimmt  wH, 
negativ ,  wenn  sie  die  entgegengesetzte  ist,  u.  s.  w. 

Das  Gleichgewicht  dauert  nun  fort,  wenn  wir  £• 
unbeweglichen  Punkte  /*,  6r, . .  weglassen  und  dafir 
den  Pressungen  2t,  2t#,...  gleiche  Kräfte  nach  da 
Richtungen  90°  +  a>  90°  +/?,...  an  denselben  Steiles  " 
Fy  G, ...  der  Seiten  anbringen $  es  dauert  00dl  fort, 
wenn  wir  jede  dieser  Kräfte  in  zwei  mit  ihr  paraUeli 
zerlegen,  welohe  auf  die  Endpunkte  der  jedesmalig« 
Seite  wirken.  Wir  zerlegen  daher  2t  in  die  zwei  fr 
mit  parallelen  Kräfte  an  A  und  B\ 

™.2t={l  +  a)t  und  ^.2t  =  (l-a)t, 

wenn  -^g  =  *  (i+  a),  folglich  -^  =  |  (i  —  a)  geiett 

wird,  und  wo  daher 

FB  —  AF 
AB 

ist.    Setzen  wir  eben  so 

OO^zBG_g     HD—CI1  IA—DI     . 

/W       ~ V~     C7/I       —c>       1)A~=* 

so  ist  die  Kraft  2u  gleichwirkcnd  mit  den  zwei  ihr 
parallelen  Kräften  (l  +  6)u  und  {\  —  b)u  an  B  ui 
C,  u.  s.  w. 

Hiernach  haben  wir  es  jetzt  mit  einem  Viereck! 
zu  thun,  dessen  Ecken  allein  der  Wirkung  von  Kräf- 
ten ausgesetzt  sind;  nüuilich  auf  A  wirken  die  Krifti 
p>  (i— d)wy  (i+a)t-9  auf  B  die  Kräfte  f,  (i— •)', 
{i  +  0)uy  u.  s.  w.,  und  es  sind  nunmehr  die  Gleiota* 


=  a 
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gm  fiir  das  Gleichgewicht  dieses  Systems  zu  entwickeln. 
Da  wir  aber  nur  die  Bedingung  der  unendlich  kleinen 
Beweglichkeit  suchen  wollen,  so  können  wir  in  diesen 
Gleichungen  die  ursprünglichen  Kräfte  /*,..#  auch  eg- 
laasen  und  somit  auf  A  bloss  die  Kräfte  (1 — d)w  und 
(i+o)t  nach  den  Riohtuugen  90°  +  9  und  90°  +  a5 
an  B  bloss  die  Kräfte  {l—a)t  und  {1  +  6)  u  nach 
den  Riohtuugen  90°  +  a  und  90°  +  /?j  u.  s.  w.  wirkend 
annehmen.  Die  Elimination  von  f ,  ti,  f,  t?  aus  den 
Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  dieser  Kräfte  wird 
was  hierauf  zu  der  gesuchten  Bedingung  hinfuhren. 
Die  Gleichungen  selbst  sind  nach  $•  220.  zu  Ende; 

{(l~</)«T8in(90°+d— <J)+(1^ 

{(i— «)ftui(90o-H»-/J)+(i+*)«8in(900+|*— jj))sin(a«*), 

d.  i.  » 

( i)   tl*in(ß— 2a  + 1)+  asb  (/J— t)] 
=  (i  +  t)u  sin  («— J) _  —  (i— d)w  sin  (0-^a), 

t 

und  eben  so  noch  drei  andere  Gleichungen ,  die  sich 
schon  aus  (1)  durch  gehörige  Yertauschung  der  Buch- 
etaben ergeben,  nämlich; 

(2)  t#[(siuy— 2ß+a).+6  sin(y— o)J 
=  (1  +  c)  t>sin(/?— o)  —  (1  —  a)  *sin  (y— ß), 

m»  8.  w.  Statt  der  dritten  und  vierten  Gleichung  aber 
wollen  wir  diejenigen  zwei  bei  weitem  einfacheren  Glei- 
chungen gebrauchen,  welohe  ausdrücken,  dass  die  8 
Kräfte   (l+a)ty  (1  +  6)t#,  etc.,  wenn  sie  parallel  mit 

ihren  Richtungen  90°  +  a,  90°+/?,  etc.  an  einen  und 
denselben  Punkt  getragen  werden,    einander,  —   ob- 
wohl eigentlich  den  Kräften  />,  jr,  r,  #,  —  das  Gleich» 
II.  11 
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gewicht  halten*  Diese  zwei  Gleichungen , ,  die  aus  jenes 
Tier  Gleichungen  durch  gehörige  Verbindung  derselben 
ebenfalls  hervorgehen  müssen,  sind: 

"  ^rina+«sin/?  +  «/siny  +  tt>sin£=0, 
ttOBa+ucosß+veosy  +  wooBi=09 

wofür  wir,  das  einemal  w,  das  anderemal  v  eliminirend, 
auch  setzen  können: 

i 

(3)   trsin(<}— y)=£sin(a — S)/+usin(ß — i)f 
•     j(4)  Pf  ein  (d — y)s=*sm(y— ■«)-}- wsin(y — ß)9 

Es  ist  nun  noeh  übrig«  aas  (i),  (2),  (3),  (4)  die 
drei  Verhältnisse  zwisehen  •  t>  u,  v,  w  wegzuschaSss« 
Die  Substitution  der  Werthe,  von  w  und  v  aus  (4)  uri 
(S)  ift^ifj^ftnd  (3)  verwandelt  letztere  zwei  Gleichung« 
in: 

(ü  Tt+  Uu=  0,  (6)  Tt+  Uu  =  Q, 

wo  7*=[sinGö?— 2a+S)+aBin(ß— *)]sin(J—  y) 
+(i  —  rf)sin(y— a)sin(fl— a) 

«7=— (i-MO  sin(a— t)  8?n(  j-y)+(i— </)  sinO^-flsinO*-«) 
T^-tf+^sinCa-^sid^-ftJ+Cl— a)sin(y— /J)sio(J-y) 
0*=*  [sia  (y-  *»+  *»)+*•!*  (y-  m)}  sin  (*  -  y) 
— {i +«)  sin  0*— J)  sia  (/*-«). 

Zufolge  der  bekannten  Formel   , 

(•)sin/sto(^^^)+srii^sin(A--/)==sinAsM  (g- f) 
ist  aber 

•iff(y—  <*)»i»0$— «)+*in(/J— Ja+J)tin(J— y)=sin(<T— «)»üiOJ-«+<r-f), 
•ia(y— /J)»"»tf— c)+*in(y— <r)sin(a— <f)=sin  («  -«f+y-^sm^-  rf), 

•i»(«f^)tiii(>^2^)4«ill^^ 

Setaen  wir  daher  zur  Abkürzung: 
sin(a-/S>=^,  s»(/S— y)=Ä,  sin(y-<>)=£7,  ain(J— a)=J>, 
sinta-y)«/;  sin(/i-J>=^,  siafa^/J+y^d)«^ 


Von  4er  oaeadlkh  kleiM  Beweglichkeit.  163 

* 

so  wird:  T=~MD—aCG—dAF, 

U=    MQ-bCD  —  dAB, 
T=    MF  —  aBC—cAD> 

ü'=    MB+bCF+cAG. 

Aus  (5)  und  (6)  folgt  nun  nach  Elimination  des  Ver- 
hältnisses #:u 

(7)     T'U—TU'  =  0.      . 

Vermöge  der  eben  aufgestellten  Werthe  von  T,..IT 
aber  ergiebt  siob 

TU-  TU'=  (M*  +  ab  ;  C*+cd.  A2)  (FG  +  BD) 
+  (ac.G*  +  ad.B2+be.D2+bd.F2)AC\ 

■nd  da,  wie  man  mit  Hülfe  der  Formel  (*)  leicht  findet, 

FG  +  BD=Cd 
ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (7)  auf: 

0=  Jf  *  +ed.A2  +ad.B2^b.C*+bc.D2+bd.F2+ac,G*. 

Dfridirt  man  noch  mit  abcd  und  setzt  für  My  A> 
By...  die  damit  bezeichneten  Sinus,  so  erhält  man  fol- 
gende durch  ihre  Form  in  der  That  merkwürdige  Glei* 
shung: 

»    »in(q-/?+y-J)*  ,  sinfo-fl»  ,  wJn(ß-yY  ,  «iofr-*)» 
"=  dfcd  +       5Z        +       bi       +       id~ 

.  sin(J-»)2  ,  sin(«— y)2  ,  sinQ?— i)2 
+       Ta       +       ac       +       bd       > 

als  die  Bedingung,  unter  welcher  das  Viereck  um  ein 
taendlioh  Weniges  beweglich  wird. 

*•  267. 
Zusätze,    a.  Ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm, 
■o  hat  man  y  =±=  180°  +o,  <*  =  180°  +ß,  und  die  Glei- 
ohang  wird 

-A         sin2(a— ß)2  J/illIili\./       *., 

11  • 
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d.  i  0=?4cos(a— /?)*  +  (*+*)  (*+<*)• 
Ist  das  Parallelogramm  ein  Rechteck,  so  ist  noch 
a— /?  =  90°,  also 

0  =  (a  +  c)  {6  +  d) 
die  Bedingung  der  Beweglichkeit,   uod  es  muss  folg. 
lieh  entweder  a+c  =  0,  oder  6  +  d=0  seyn. 

z  m  ..        FB—AF     AB-HAF     . 

*■  Weila=— -^ ^y—  und 

2HD  —  CD       .  .       ,         2#Z>     fc/IJF    «.„„t 

I?  =  gg; SO  ist  "  +  C=-JT0 JTW    WimlBl 


man  nun  die  Linien  AB  nnd  CD  nach  den  eben  io 
ausgedrückten  Richtungen  mit  einerlei  Zeichen,  so  sin« 
beim  Reohteoke  (so  wie  beim  Parallelogramme)  JBuvi 
CD  einander  gleich,  auch  dem  Zeichen  nach.  Die 
Gleichung  für  die  Beweglichkeit:  a  +  c  =  0,  wird  hier- 
nach identisch  mit:  HD  =  AFy  und  zeigt  dadurch  an» 
dass  die  Gerade  FH  mit  den  Seiten  BC  nnd  DA 
parallel  seyn  muss  (Fig.  72*).  Dass  unter  dieser  Be- 
dingung das  Reohteck  sich  um  ein  unendlich  Weniges 
verrücken  läset,  ist  leicht  einzusehen.  Dreht  man  Däm- 
lich die  Seite  AB  um  einen  unendlioh  kleinen  Winkel 
um  den  Punkt  Fy  so  verschieben  sich  BC  und  DA 
an  G  und  V,  ohne  sich  zu  drehen,  rücken  also  in  sich 
selbst  fort,  und  die  Seite  CD  dreht  sich  um  B  nm 
denselben  Winkel  und  nach  derselbeo  Richtung,  wie  JB. 

Eben  so  wird  durch  die  Gleichung  b  -+-  d=  0  der 
Parallelismus  von.  Gl  mit  AB  und  CD  ausgedruckt. 
In  diesem  Falle  besteht  die  Verrückung  des  Vierecke 
darin,  dass  sich  BC  und  DA  um  G  und  /  drehee, 
während  sich  AB  und  CD  an  F  und   G  verschieben. 

e.  Sind  F,  G,  H,  I  die  Mittelpunkte  der  Seiten 
AB,  BC,...,  so  sind  a,  69  cy  d=0.  In  diesem  Falle 
reduoirt  sich  die  allgemeine  Gleichung  auf 
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rin  (a  —  ß  +y— J)  =  0, 
und  giebt  damit  zu  erkennen,  dass  die  Summe  zweier  ge- 
genüberliegender Winkel  des  Vierecks  2  oder  4  rechten 
Winkeln  gleich  seyn  muss,  dass  also  um  das  Viereck 
ein  Kreis  beschrieben  werden  können  muss.  Und  in  der 
That,  ist  ABCD  ein  in  einem  Kreise  beschriebenes 
Viereck ,  und  nimmt  man  in  dem  Kreise  nach  einerlei 
Seite  zu  die  Bögen  AA\  BBy  CC,  DB  einander 
gleich  und  unendlich  klein,  so  sind  die  Geraden  AB 
und  AB)  BC  und  B'C>  etc.  paarweise  einander  gleioh 
und  halbiren  sich  gegenseitig. 


Sechstes  Kapitel. 

Yom    Gleichgewichte    an  Ketten  und  an 
vollkommen  biegsamen  F&deö.. 

f    368. 

Die  einfachste  Art,  auf  welohe  mehrere  'Körper 
mit  einander  verbunden  seyn  können,  besteht  darin, 
dass  «von  ihnen,  in  einer  gewissen  Ordnung  genommen, 
jeder  mit  dem  nächstvorhergehenden  und  dem  nächst- 
folgenden, keiner  also  mit  mehr  als  zweien  der  übri- 
gen, verbunden  ist.  Ein  solches  System,  bei  welchem 
übrigens  noch  vorauszusetzen  ist,  dass  je  zwei  mit  ein- 
ander verbundene  Körper  noch  gegenseitige  Beweglich- 
keit haben,  indem  sie  sonst  als  ein  einziger  Körper  zu 
betrachten  wären,  nennt  man  eine  Kette,  die  einzel- 
icn  Körper  selbst:  die  Glieder  der  Kette.    Ist  der 
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letzte  Körper  noch  mit  dem  ersten  verbunden,  so  heisst 
die  Kette  geschlossen. 

In  dem  Vorhergehenden  sind  dergleichen  Sjsteae 
sohon  oft  in  Betracht  gezogen  worden.  Denn  jedes  Vieleck, 
als  ein  System  in  gewisser  Folge  paarweise  mit  eins» 
der  Verbundener  gerader  Linien,  ist  eine  solche  Kette. 
Von  diesen  Betrachtungen  werden  sich  die  nun  fol- 
genden hauptsächlich  dadurch  unterscheiden,  dass  wir 
jetat  die  Glieder  einer  Kette  nach  allen  Dimensionen 
unendlich  klein  und  in  unendlicher  Zahl  annehmen,  ood 
somit  die  Kette  in  einen  unendlich  dünnen  und  voll- 
kommen biegsamen  Faden  übergehen  lassen. 

§.  26$. 

Aufgabe.  Man  hat  eine  Reihe  frei  beweglicher 
Körper,  von  denen  jeder  mit  dem  nächstvorhergeheo- 
den  und  dem  nächstfolgenden  in  einem  Punkte  verbin- 
den ist.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  fis- 
den,  wenn  auf  den  ersten  Körper  der  Reihe  eine  Kraft 
P  und  auf  den  letzten  eine  Kraft  Q,  wirkt 

Auflösung.  Seyen  m,y  w,  iw',  *»",...  (Fig.  71.) 
unmittelbar  auf  einander  folgende  Körper  der  Reihe; 
Ay  JTj  A",-..  die  Berührungspunkte  von  m,  mit  a, 
von  m  mit  «•',  etc.  Man  setze  in  A  an  m,  und  m  ü% 
Pressungen  oder  Gegenkräfte  T  und  —  T,  in  Jl  es 
m  und  m  die  Gegenkräfte  T'  und  —  T\  in  JP  ss 
m  und  m"  die  Gegenkräfte  T*  und  —  T",  u.  s.  w. 
Da  nun  auf  m  ausser  den  Pressungen  —  T  und  T 
keine  weitere  Kraft  wirkt,  so  müssen  sich  •—  T  und 
y  allein  dr.s  Gleichgewicht  halten  und  daher  einander 
gleich  und  direot  entgegengesetzt  seyn.  Dasselbe  gut 
auch  von  den  Pressungen  —  7"  und  T",  welche  m 
erleidet,  desgleichen  von  den  auf  m"  wirkenden  Pres-1 
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mgen,  u.  s.  w.  Sämmtliche  Pressungen  T,  T'>  T",— 
ad  daher  einander  gleich)  und  ihre  Richtungen  fallen 
»bat  den  Berührungspunkten  A9  A'y  jf'y ...  in  ein« 
sd  dieselbe  Gerade.  Ist  nnn  etwa  mf  der  erste  und 
t"  der  letzte  Körper  der  Reihe ,  so  mnss  an  m,  die 
ressung  T  mit  der  Kraft  P,  and  an  m"  die  Pressung 
•  T"  mit  der  Kraft  Q,  im  Gleichgewichte  seyn.  Dies 
ihrt.su  folgenden  zwei  Bedingungen  für  das  Gleiobge* 
lobt  des  ganzen  Systems: 

1)  Die  Berührungspunkte  der  Körper  müssen  in 
aer  Geraden  liegen. 

2)  Die  zwei  Kräfte  P  und  Q  müssen  in  dieser  Gn» 
den  nach  entgegengesetzten  Riehtungen  wirken  und 
aander  gleich  seyn. 

f  270. 

Das  Gleichgewicht  jedes  einzelnen  Gliedes  der  eben 
»trachteten  Kette,  und  mithin  das  Gleichgewicht  der 
maen  Kette  selbst,  ist  sicher,  oder  unsicher,  jenaoh* 
an  die  zwei  Kräfte  am  Anfang  und  Ende  derselben 
e  Glieder  von  einander  zu  entfernen  streben,  oder 
s  gegen  einander  drücken.  Im  letzter^  Falle  wächst 
e  Unsicherheit  des  Gleichgewichte  mit  der  Anzahl 
rr  Glieder,  so  dass  bei  physischen  Korpern,  obsohon 
oh  diese  nicht  in  mathematischen  Punkten,  sondern 
kleinen  Flächen  berühren,  anch  gegenseitigen  Reu 
ragen  unterworfen  sind,  ein  solches  Gleichgewicht 
ir  dann  noch  erbalten  werden  kann,  wenn  die  Anzahl 
»rselben  sehr  gering  ist.  Bei  einer  Reibe  unendlich 
der  und  unendlich  kleiner  Körper,  d.  i.  bei  einem 
rllkoinmen  biegsamen  Faden,  kann  daher  von  einem 
»sichern  Gleichgewichte  nicht  mehr  die  Rede  seyn» 
Die  Bedingungen  für  das   Gleichgewicht  einte 
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vollkommen  biegsamen  und  frei  beweglichen  Faden*) 
auf  dessen  Enden  zwei  Kräfte  wirken ,    sind 
nach 

1)  dass  der  Faden  eine  gerade  IAnie  bildet, 

2)  dass  die  Kräfte  einander  gleich  [sind  unm\ 
nach  entgegengesetzten  in  die  Fadenlinie  fallendem 
Richtungen  wirkend,  die  Finden  der  Linie  van  ein- 
ander xu  entfernen  streben. 

Die  Pressungen  oder  die  Kräfte,  mit  denen  bei 
diesem  Gleichgewichte  je  zwei  nächstfolgende  Elemente 
des  Fadens  auf  einander  wirken,  sind  zufolge  des  Ter« 
$.  den  Kräften  an  den  Enden  des  Fadens  gleich  und 
so  gerichtet,  dass  die  Elemente  nicht  gegen  einander 
drücken ,  sondern  in  der  Richtung  der  Fadenlinie  sidi 
von  einander  zu  trennen  suchen;  es  sind  daher  keiw 
eigentlichen  Pressungen,  sondern  Spannungen  ($•  2011) 
—  so  wie  auch  bei  jedem  andern  Systeme  von  Kräften, 
welche  an  einem  Faden  im  Gleichgewichte  sind,  die 
Elemente  des  Fadens,  wegen  der  Unmöglichkeit  eiset 
nnsiohern  Gleichgewichts,  nur  spannend  auf  einander 
wirken  können. 

Beim  Oleichgewichte  zwischen  zwei  Kräfte*, 
welche  an  den  Ende?*  eines  freien  und  voükomwu* 
biegsamen  Fadens  angebracht  sind,  herrscht  also  m 
federn  Punkte  des  Fadens  eine  Spannung,  deren  Rieh* 
tung  in  die  Fadenlinie  fällt,  und  deren  Intensität 
der  gemeimchqf dicken  Intensität  der  beulen  KrafU 
gleich  ist. 

f  271. 

Wir  wollen  jetzt  die  in  §.  269.  untersuchte  Kette 
nicht  mehr  vollkommen  frei  beweglich,  sondern  der  Be- 
dingung unterworfen  seyn  lassen,  dass  ihre  Glieder  eise 
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unbewegliche  Fläche  berühren«  Mit  Beibehifctang  der 
obigen  Bezeichnungen  seyen  noch  B9  &> . .  (Fig.  74.) 
die  Berührungspunkte  der  Glieder  my  m',...  mit  der 
Fläche,  nnd  /£,  ZF, ...  die  daselbst  von  letzterer  auf  er- 
stere  ausgeübten  Pressungen.  Halten  sich  nun  zwei  auf 
das  erste  und  letzte  Glied  wirkende  Kräfte  das  Gleichge- 
wicht, so  müssen  an  jedem  Mittelgliede  besonders  die 
Spannungen,  welche  es  von  dem  vorhergehenden  und 
folgenden  Gliede  erleidet,  und  die  von  der  Fläche  auf 
dasselbe  erzeugte  Pressung  itn  Gleichgewichte  mit  ein- 
ander seyn.  Die  drei  auf  der  Oberfläche  von  m  in  Ay 
jf  and  B  zu  errichtenden  Normalen,  als  die  Richtun- 
gen der  auf  m  wirkenden  Kräfte  T,  T  und  71,  müs- 
•en  sioh  folglich  in  einem  Punkte  C  schneiden  und  in 
einer  Ebene  liegen,  und  es  muss  sioh  verhalten 

T:  T :  R  =  sin  BCA'  t  um  JOB :  sin  ACA. 

Auf  gleiche  Art  treffen  wegen  des  Gleichgewichts  von 
m  die  drei  in  A\  A"  und  B  auf  tri  zu  errichtenden 
Normalen  in  einem  Punkte  C  zusammen  und  liegen  in 
einfer  Ebene,  und  man  hat 

Ti  T9 :  R  =  sin  IT  CA' :  sia  ACB :  sin  A'CA", 

folglich  in  Verbindung  mit  dem  Verhältnisse  zwischen 

T  und  T': 

T  _  siaBCA*  sin  BCA9 

T'  —  sin^CÄ-  sin  ACJf 
nnd  ähnlicher  Weise: 

T  _  sin  BCA     s\nBCA[    sin  B' CA" 
T"'  ~  sin  ACB  "  am  ÄC  BT  '  sin  AC^W  ; 

und  eben  so  ergiebt  sich  das  Verbältniss  auch  zwischen 
irgend  zwei  andern  Spannungen,  folglich  auch  das  Ver- 
bältniss zwischen  P  und  Ö,  indem  die  Spannung  des 
ersten  Gliedes   der  Kette    durch   ein    vorhergehendes 


•  • 


I 
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Glied  die%  Kraft  P>  und  die  Spannung  des  totsten  Glie- 
des durch  ein  folgendes  die  Kraft  Q  vertritt.  Ist  folg- 
lich wdas  erste  Glied  und  *»(">    das   letzte,    CA  die 

Richtung  von  P  und  tfW  ^(n+1)  die  Richtung  vong, 
so  hat  man: 

P     BinBCji'    sin  ITC JT       sinÄ<n)  C(»)  uf(B+1) 
Q- sm  JCß  #  sin  ÄCIT"  ^W  e«  £M 

-   Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  bestehen  da* 
her  gegenwärtig  darin: 

1)  dass  die  Normalen  in  der  Berührung  des  er» 
eten  (letzten)  Gliedes  mit  der  unbeweglichen  Fläche 
und  mit  dem  zweiten  (vorletzten)  Gliede  und  die  Rich- 
tung der  Kraft  P  (Ö)  in  einer  Ebene  liegen  und  rieh 
in  einem  Punkte  schneiden  5 

2)  dass  eben  so  die  Normalen  in  der  Berührung 
jedes  Mittelgliedes  mit  dem  vorhergehenden  und  folge» 
den  Gliede  und  mit  der  Fläche  in  einer  Ebene  lieg« 
und  in  einem  Punkte  zusammentreffen,  und 

3)  dass  zwischen  den  Intensitäten  von  P  und»  Q 
das  eben  gefundene  Verhältniss  zwischen  den  Sinns» 
sen  der  von  den  Normalen  und  den  Riohtungen  vos 
P  und  Q,  gebildeten  Winkel  statt  findet. 

§.    272. 

Um  jetzt  von  der  cbeu  betrachteten  Kette  xm  ei- 
nem über  eine  unbewegliche  Flache  gelegten  und  es 
seinen  Enden  durch  Kräfte  gespannten  Faden  über- 
zugehen, wird  es  am  einfachsten  seyn,  uns  die  Glieder 
der  Kette  als  unendlich  kleine  einander  gleiche  Kugeh 
zu  denken.  Denn  sind  die  Glieder  kugelförmig,  ff 
braucht  die  Bedingung,  dass  bei  jedem  Gliede  die  Nor- 
malen in  den  drei  Berührungen  mit  der  Fläche  und  des. 
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»    * 
* 

m  angrenzenden  Gliedern  sieh  in  einem  Punkte  ■ehnei- 
my  nicht  ausdrücklich  erwähnt  zu  werden,  da  sämmt- 
ihe  Normalen  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  in  ih- 
m  Mittelpunkte  zusammentreffen.  Rücksicht  lieh  der 
tgenseitigen  Lage  der  Kugeln  bleibt  daher  bloss  die 
»dingung  übrig,  duss  bei  jeder  die  gedachten  drei 
>r malen  in  einer  Ebene  liegen,  oder,  was  auf  das- 
lbe  hinauskommt,  dass  die  Mittelpunkte  C9  C,  C" 
n  je  drei  auf  einander  folgenden  Kugeln  m,  m\  m" 
it  dem  Punkte  /F,  in  welchem  die  mittlere  Kugel  tri 
n  Fläche  berührt,  in  einer  Ebene  enthalten  sind* 

Indem  wir  nun  die  Kugeln  unendlich  klein  und  ein- 
her gleich  annehmen ,  lassen  sich  CCy  CC\  . .  • 
■  Elemente  einer  von  der  Fläche  überall  um  den 
•Jbmesser  der  Kugeln  abstehenden  Curve,  d.  i.  eines 
»er  die  Fläche  gelegten  Fadens,  ansehen,  und  die 
tstere  Bedingung  drückt  dann  aus,  dass  je  zwei  nächst- 
Igende  Elemente  des  Fadens,  und  die  Normale  der 
l&ohe  an  derselben  Stelle  in  einer  Ebene  liegen,  d.  h. 
ies  in  jedem  Punkte  der  von  dem  Faden  gebildeten 
■rve  die  Krümmungsebene  derselben  auf  der  Flüche 
fthtwinklig  steht.  Bekanntlich  ist  dieses  die  charak- 
ristisebe  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie,  welche  auf 
Der  gegebenen  Fläche  zwischen  zwei  gegebenen  Punk- 
ts derselben  sich  ziehen  lüsst  *)•    Mithin  mint  der 

*)  Dies  gilt  Wenigstens  im  Allgemeinen.  In  jedem  Falle  aber 
fd  man  eine  Curve,  die  jene  charakteristische  Eigenschaft  besitzt, 
Theile  zerlegen  können ,  deren  jeder  ein  Minimum  zwischen  seinen 
tdpunkten  ist,  sollte  auch  nicht  die  ganze  Curve  die  jnfpglich  kleinste 
ritchen  ihren  Endpunkten  seyn.  Zerlegt  man  z.  B.  den  Bogen  ei- 
■  grÖssten  Kreises  auf  einer  Kugel,  der  grösser  als  ein  Halbkreis 
9  in  Theile,  deren  jeder  kleiner  als  ein  Halbkreis  ist,  so  ist 
ler  dieser  Theile  die  kürzeste  Linie  auf  der  Kugel  zwischen 
rea    Endpunkten.      Dagegen    ist    der    ganze    Bogen   unter  allen 


f72  Zweiter  TheM,     Sechstes  Kaufet 

Faden  zwischen  seinen  beiden  Endpunkten  so  liegen, 
das*  er  die  kürzeste  Linie  ist,  die  auf  der  Flache  vem 
dem  einen  Endpunkte  desselben  zum  andern  gex/egen 
werden  kann,  oder  doch  so,  dass  genugsam  klemm 
Theile  desselben  die  kürzesten  Linie?*  zwischen  ihren 


einfach  gekrümmten  Linien ,   die  sich  auf  der  Kugel  zwischen 
Enden  ziehen  lassen,  die  längste,  und  die  Ergänzung  dieses  Boftss 
zu  einem  ganzen  Kreise  die  kürzeste  auf  der  KugeL 

Dass  bei  der  kürzesten  Curve,  die  sich  auf  einer  gegeben««  FS- 
che  zwischen  zwei  Punkten  der  letztern  ziehen  lässt,  die  Krümmaip- 
ebene  der  Curve  überall  rechtwinklig  auf  der  Flache  steht,  Übst  rieh 
folgendergestalt  geometrisch  darthun.  Seyen  AB%  BC  (Fig.  75.)  iwel 
nächstfolgende  Kiemente  der  Curve,  und  M 0,  MP  die  Elements  scr 
Flache,  in  denen  entere  Elemente  enthalten  sind.  Die  Elenente  *>r 
Curve  wollen  wir  uns  geradlinig  und  die  der  Flache  eben  denke** 
und  MN  sey  die  Gerade»  in  welcher  sich  die  letztem  schneiden.  Da 
nun  die  ganze  Curve  die  kürzeste  Linie  seyn  soll,  welche 
ihren  Endpunkten  auf  der  Fläche  gezogen  werden  kann,  so  muss 
der  Theil  ABC  derselben  die  kürzeste  Linie  unter  allen  seyn, 
von  A  geradlinig  nach  einem  Punkte  der  MN  und  von  da 
nach  C  sich  ziehen  lassen.  Da  ferner  die  Lange  dieser  gebrocassci 
Linie  sich  nicht  ändert»  wenn  das  eine  der  beiden  Flächenetemesti 
MO  und  MP,  oder  beide  zugleich,  mit  den  Linienelementen  AB  aal 
BC,  welche  sie  enthalten,  um  MN  als  Axe  gedreht  werden,  so  wirf 
diejenige  Linie  ABC  die  kürzeste  seyn ,  welche  nach  einer  Drehest, 
wodurch  MP  in  die  erweiterte  Ebene  von  MO  fallt,  zu  einer  ■■*> 
brochenen  Geraden,  als  der  kürzesten  Linie  zwischen  zwei  Punkte! 
in  einer  Ebene,  wird.  Kommt  daher  C  nach  dieser  Drehung  mich  C, 
so  muss  B  in  die  Gerade  AC  fallen.  Nun  beschreibt  bei  dieser  Dre- 
hung die  Gerade  BC  die  Fläche  eines  geraden  Kegels,  von  welchen 
MN  die  Axe  ist.  Ein  Element  dieser  Kcgelüäche  ist  der  Wiakel 
CBC  \  die  durch  die  Axe  gehenden  Ebenen  MHC  und  MBC  mustei 
folglich  mit  der  Ebene  des  Winkels  CRC  unendlich  nahe  rechte  Wia- 
kel  machen,  d.  h.,  weil  BC  die  geradlinige  Verlängerung  von  AB 
ist:  die  Berührungsebenen  MO  und  MP  der  Fläche  müssen  softe 
Krümmungsebene  ABC  der  Curve  rechtwinklig  seyn. 
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ndpuniten  sind.    Dies  ist  die  erste  Bedingung  des 
Mehgewiohts. 

Sedann  sind  wegen  der  Gleiebheit  und  unendlichen 
leinhcit  der  Kngeln  die  Winkel  ACB,  BCAT,  JTCB, 
e.  unendlich  «wenig  von  reehten  Winkeln,  mithin  ihre 
ms  um  unendlich  kleine  Grössen  der  zweiten  Ord- 
mg  von  der  Einheit  verschieden.  Zufolge  der  Pro- 
vtion:  T:  T"  =  sin  BCA' :  sin  ACB,  ist  daher  der  Un- 
raohied  je  zweier  nächstfolgenden  Spannungen  nur  ein 
lendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung,  also  erst  der 
nterschied  zweier  Spannungen,  zwischen  welche  eine 
lendliche  Menge  anderer  fallen,  d.  i.  der  Spannungen 
1  zwei  um  einen  endlichen  Theil  des  Fadens  von 
■ander  entfernten  Stellen,  von  der  ersten  Ordnung, 
h.  die  Spannung  des  Fadens  ist  überall  von  glei- 
iar  Grösse;  ihre  Richtung  aber  ist  die  der  Tan- 
mte  der  Fadencurve. 

Da  nun  am  ersten  (letzten)  Elemente  die  Kraft  P 
2)  mit  der  vom  zweiten  (vorletzten)  Elemente  auf  das- 
dbe  hervorgebrachten  Spaunung  das  Gleichgewicht  hal- 
n  muss,  und  dieses  Element,  gleich  den  übrigen,  an 
ir  unbeweglichen  Flüche  beweglich  ist,  so  ergiebt 
oh  als  zweite  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des 
adens,  dass  jede  der  beiden  Kräfte,  welche  auf  den 
\nfang  und  das  Ende  des  Fadens  wirken,  mit  der 
rormale  der  Fläche  und  der  Tangente  des  Fadens 
iselbst  in  einer  Ebene  liegt,  und  dass,  wenn  man 
\e  Kräfte  nach  diesen  Richtungen  zerlegt,  die  tan- 
mtialen  Kräfte  einander  (und  der  Spannung  des 
'adens)  gleich  sind  und  den  Faden  nach  entgegen- 
wetzten  Seiten  zu  ziehen  suchen. 
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§.  273- 

Noch  verdient  die  vom  Faden  auf  die  Fläche  un- 
geübte. Pressung  näher  betrachtet  zu  werden.  Die  Pres- 
sung, welche  die  Fläche  von  einem  der  unendlich  klei- 
nen einander  gleichen  Kügelcben  erleidet,  aus  denet 
wir   uns  den   Faden   zusammengesetzt  vorstellten,  bt 

Dach  $.  271:  R  =  Tf£^r=T*iuACJ',(Fiz.7*.), 

weil  BCA  unendlich  nahe  — 90°.  Es  ist  abersinJICjf 
=  sin  C,CKCC\,  und  der  Sinus  des  Winkels,  den  zwei 
einander  gleiche  Elemente  CtC  und  CC  der  Curve  mit 
einander  machen,  ist  gleich  dem  einenjder  Elemente, 
dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser  der  Com. 
Mithin  ist  R  =  Tk  :  r,  wenn  r  den  Krümmungshalb- 
messer und  k  die  Länge  eines  der  Elemente,  oder,  vtt 
dasselbe  ist,  den  Durchmesser  einer  der  Kugeln  bfr  , 
zeichnet 

v  Von  n  auf  einander  folgenden  Kugeln,  die  etaea 
so  kleinen  Tbeil  =  nk  des  Fadens  einnehmen,  dass  to 
Krümmungshalbmesser  von  einem  Punkte  des  Theib 
zum  andern  unveränderlich  angesehen  werden  kann,  vai 
dass  die  Pressungen,  welche  die  Kugeln  einzeln  er- 
zeugen, sowohl  ihrer  Grösse,  als  ihrer  Richtung  nach, 
nicht  merklich  von  einander  verschieden  sind,  von  * 
solchen  Kugeln  ist  daher  nach  demPrincip  der  Zusam- 
mensetzung paralleler  Kräfte,    die   Gesammtpressong 

~       r» 

wenn  wir  die  Länge  des  Fadentheils  =  dt  setzen.  Di» 
ses  Resultat  ist  um  so  richtiger,  je  kleiner  wir  tb  an- 
nehmen, und  hängt  nur  noch  insofern  von  k  ab,  ab  dt 
ein  gewisses  Vielfache  von  k  ist  Da  uns  aber  nichts  hin- 
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rt,  k  noch  unendlich  kleiner  als  ds,  also  von  der 
eiten  Ordnung  zu  nehmen ,  während  wir  ds  als  eine 
endlich  kleine  Liuie  der  ersten  Ordnung  betrachten, 

kann  ds9  als  solche,  jede  beliebige  Länge  haben. 

Die  von  einem  Elemente  des  Faden*  hervorgebrachte 
ressung  steht  demnach  xn  der  Spannung  des  Fa- 
rne in  demselben  Verhältnisse ,  wie  die  Länge  des 
fementt  xu  seinem  Krummungsludbmesser. 

*•    274. 

;  Zusätze,  a.  Zu  dem  eben  erhaltenen  Resultate 
am  man  auch  durch  folgende  einfache  Betrachtung 
langen«  Auf  jedes  Element  AB  (Fig.  76.)  des  über 
10  Fläche;  gespannten  Fadens  wirken  an  seinen  En- 
al »ach  den  tangentialen  Richtungen  AC  und  BD 
»einander  gleichen  Spannungen  T,  und  die  Resul» 
ite  derselben  muss  mit  den  Pressungen  im  Gleich- 
mehte  sejn,  welche  das  Element  von  der  Fläche  er- 
tke/L  Betrachten  wir  nun  AB  als  einen  unendlich 
rinen  Bogen  eines  Kreises,  und  ist  M  der  Mittelpuukt 
•  letztem  und  N  der  Durchschnitt  der  Tangenten, 
Jhalbirt  die  Gerade  NM  den  Winkel  CND,  ist  folg- 
k  die  RtehtuBg  jener  Resultante,  und  die  Intensität 
rselben  ist 

T.  tSSS,  =  Ts\nAMB=T*!-, 

IIA  ClYM  T 

;nn  wiederum  ds  die  Länge  des  Elements  AB,  und 
seinen  Krümmungshalbmesser  MA  bezeichnet.  Eben 
gross,  nur  von  entgegengesetzter  Richtung,  ist  also 
«h  die  Resultante  der  auf  das  Element  ausgeübten 
•essungeu. 

t.  Der  Coeflicient  von  ds  in  dem  Ausdrucke  für 
s  Pressung  dieses  Elements  ist  nichts  anderes,  als  die 
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4-  273.       jeinheit  gleichen  U 
Noch  verdient  die  vom  r'      Jerselben  nach  paral- 
geübte  Pressung  näher  betr  Pressungen,  nnd  xwar 

sung,  welche  die  Fläche  "  gleiche  Linienelement 
nen  einander  gleichen  ,  -*»  Fadenelement,  erfahren, 
wir   uns  den  Faden   ''  *  die  Pressung  für  einen,  dem 

nach  4   27i-  Ä-    '  rfeD>   Pankt  de8  FadcD8   ***** 
y.  */a.  ji-/  Mm    Punkte   des  Fadens  zum  an- 

weil  BCJt  une  j,  und  das  Produot  aus  derselben  is 
=  sin  CfiACfjt  mit  begreifendes  Fadenelement  giebt 
einander  gl  .rfeses  letztern,  —  eben  eo,  wie  man  bei 
einander  /^kförmig  dichten  Körper  durch  Multiplio* 
dividitf  .£  jfcMigkeit  an  einer  gewissen  Stelle  in  ein  **■ 
BBthf1  ^^dliches  Raumelement  die  Masse  dieses  He- 
rne   jr  fitr  bei   einem  mit  veränderlicher  Gessehvis- 


i'    ^J*  eich  bewegenden   Punkte    durch   Multiplicatioa 
^jt  einem  gewissen  Zeitpunkte  statt  findenden  Ge- 
ijfrdifKrit  in  ein  diesen  Zeitpunkt  mit  enthaltendes 
rasent  das  während    dessen   beschriebene  Rauh 


cjrment  erhält 

e.  Da  die  Spannung   des  Fadens  überall  von  glei- 
cher Grösse  ist,  so  verhalten  sich   die  Pressungen  für 
verschiedene  Punkte  des  Fadens  umgekehrt,    wie  tit 
Krümmungshalbmesser,  also  direet   wie  die  Krümmen- 
gen    selbst,   so  dass,   wenn   der  Faden  sich  geradlinig 
über  die  Fläche  fortzieht,   er  eine  Pressung  weder  er- 
leidet»  noch  ausübt. 

dm  Ist  die  Krümmung  des  Fadens  überall  gleich 
gross  ,  so  ist  auch  seine  Pressuug  von  einer  Stelle  znr 
andern  dieselbe.  Dies  ereignet  sich  z.  li.  bei  einen 
Faden,  welcher  über  eine  Kugel,  oder  über  einen  ge- 
raden "Cylinder  mit  kreisförmiger  Basis  gespannt  ist 
Denn    im  erstem  Falle  ist  die  Curve  ein  grösster  Kreb 
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'ztern  im  Allgemeinen  eine  cyliodrisoÜe 

I,  '»nie).     Da,   wie   sieh  leicht  zeigen 

4(4  Halbmesser  einer  solchen  Spirale 

.  man  den  Halbmesser  des  Cylin- 

v  V  .aadrat  des  Sinus  des  Winkels  divi- 

<£  .icmente  der  Spirale  mit  der  Are   des 

is*  achen,   so   ist  bei   gleicher  Spannnng  die 

des  spiralförmigen  Fadens  diesem  Quadrate 
uonal,  mithin  desto  stärker,  je  mehr  sieh,  der 
•Jikftl  der  Spirale  mit  der  Axe  einem  rechten  nähert; 
asn  stärksten,  wenn  dieser  Winkel  ein  rechter  ist,  und 
damit  die  Spirale  in  einen  auf  der  Axe  normalen  Kreis 
tbsjrgeht;  am  schwächsten  dagegen,  oder  vielmehr  null, 
wann  der  Faden  parallel  mit  der  Axe  nnd  daher  ge- 
radlinig ist 

'-':  *  Die  iwei  Kräfte  am  Anfange  und  Ende  desFa- 
4mm  aussen  dergestalt  gerichtet  seyn,  dass  sie  den 
■IMen  spannen,  d.  h.  die  Elemente  desselben  von  ein- 
m  trennen,  nicht  sie  gegen  einander  au  drücken 
,  indem  sonst  wegen  der  Unsicherheit  des  Gleiob- 
its  jedes  Elements  das  Gleichgewicht  des  Ganzen 
im  Bestand  haben  könnte.  Da  ferner  in  der  Wirk- 
Btttcit  der-  Faden  über  die  Fläche  nur  gelegt,  nicht 
^IlMitreaBliofa  mit  ihr  ▼erkunden  ist*  so  muss  die  Pres- 
sung, welche  Faden  nnd  Fläche  auf  einander  ausübte, 
^%ia -gegenseitiger  Druck  seynj  und  der  Faden  mussda- 
der  Fläche  •  seine  hohle  Seite  zukehren.  —  Wäre 
Faden  gegen  die  Fläche  erhaben  und  würde  er 
den  Kräften*  gespannt,  so  würde  er  sich  von  der 
Fttohe  trennen,  sein  Gleichgewicht  aber  würde  ein  siehe- 
:*tt  seyn,  wenn  die  Trennung  auf  irgend  eine  Weise  ver- 
Idndert  werden  könnte.  —  Wenn  dagegen  der  gegen 
Fläche  erhabene  Faden  von  den  Kräften  an  beiden 

n.  12 
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Gesammtpressung  einer  der  Längeneinheit  gleichen  Li- 
nie, wenn  je  zwei  gleiche  Theile  derselben  nach  paral- 
lelen Richtungen  gleieh  grosse  Pressungen ,  and  zwar 
jedes   dem    Fadenelemente   ds    gleiche    Linienelemeot 
dieselbe  Pressung,    wie  das   Fadenelement,    erfahren. 
Dieser  Coefficient,  den  wir  die  Pressung  für  einen,  den 
Elemente  ds  zugehörigen,   Punkt  des  Fadens   nennea 
können,    ist  von  einem    Punkte   des  Fadens   zum  an. 
dern  veränderlich,  und  das  Product  ans  derselben  ■ 
ein   den   Punkt    mit  begreifendes   Fadenelemeut  giebt 
die  Pressung  dieses  letztern,  —  eben  so,  wie  man  bei 
einem  ungleichförmig  dichten  Körper  durch  MoltipBoa- 
tion  der  Dichtigkeit  an  einer  gewissen  Stelle  in  ein  ds> 
selbst  befindliches  Raumelement  die  Masse  dieses  Hr 
ments,   oder  bei   einem  mit  veränderlicher  Gessehwisv 
digkeit  sich  bewegenden   Punkte    durch   Multiplieatka 
der  in  einem  gewissen  Zeitpunkte  statt  findenden  fl» 
8chwindigkeit  in  ein  diesen  Zeitpunkt  mit  enthaltend* 
Zeitelement  das  während   dessen  beschriebene  Rasa» 
element  erhält* 

c.  Da  die  Spannung  des  Fadens  überall  von  glei- 
cher Grösse  ist,  so  verhalten  sich  die  Pressungen  fir 
verschiedene  Punkte  des  Fadens  umgekehrt,  wie  <• 
Krümmungshalbmesser,  also  dircot  wie  die  Krümm* 
gen  selbst,  so  dass,  wenn  der  Faden  sich  geradlisig 
über  die  Fläche  fortzieht,  er  eine  Pressung  weder  er* 
leidet,  noch  ausübt 

d.  Ist  die  Krümmung  des  Fadens  überall  gleist 
gross,  so  ist  auch  seine  Pressuug  von  einer  Stelle  ist 
andern  dieselbe.  Dies  ereignet  sich  z.  B.  bei  eine« 
Faden,  welcher  über  eine  Kugel,  oder  über  einen  gt* 
raden  "Cylinder  mit  kreisförmiger  Basis  gespannt  ist 
Denn  im  erstem  Falle  ist  die  Curve  ein  grössterKrä 
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der  Kugel,  im  letztem  im  Allgemeinen  eine  oylindriscHe 
8pirale  (Schraubenlinie).  Da,  wie  sieh  leicht  zeigen 
liest,  der  Krümmungshalbmesser  einer  solchen  Spirale 
gefunden  wird,  wenn  man  den  Halbmesser  des  Cjlin- 
ders  durch  das  Quadrat  des  Sinns  dei  Winkels  divi- 
do*, den  die  Elemente  der  Spirale  mit  der  Axe  des 
Cylinders  machen,  so  ist  bei  gleicher  Spannung  die 
Pressung  des  spiralförmigen  Fadens  diesem  Quadrate 
proportional,  mithin  desto  stärker,  je  mehr  sieh,  der 
Winkel  der  Spirale  mit  der  Axe  einem  rechten  nähert; 
am  stärksten,  wenn  dieser  Winkel  ein  rechter  ist,  und 
damit  die  Spirale  in  einen  auf  der  Axe  normalen  Kreis 
übergeht;  am  schwächsten  dagegen,  oder  vielmehr  null, 
wenn  der  Faden  parallel  mit  der  Axe  und  daher  ge- 
radlinig ist. 

«•  Die  swei  Kräfte  am  Anfange  und  Ende  des  Fa- 
dem müssen  dergestalt  gerichtet  sejn,  dass  aie  den 
Faden  spannen,  d.  h.  die  Elemente  desselben  von  ein- 
ander in  trennen,  nicht  sie  gegen  einander  xu  drücken 
streben,  indem  sonst  wegen  der  Unsicherheit  des  Gleich- 
gewichts jedes  Elements  das  Gleichgewicht  des  Gänsen 
keinen  Bestand  haben  könnte.  Da  ferner  in  der  Wirk- 
Bcbkeit  der  Faden  über  die  Fläche  nur  gelegt,  nicht 
treimliob  mit  ihr  verbunden  ist*  so  muss  die  Pres- 
ig,  welche  Faden  und  Fläche  auf  einander  ausübte, 
*ia  gegenseitiger  Druok  seyn;  und  der  Faden  muss  da- 
her der  Fläche  seine  hohle  Seite  zukehren.  —  Wäre 
der  Faden  gegon  die  Fläche  erhaben  und  würde  er 
*ea  den  Kräften*  gespannt,  so  würde  er  sich  von  der 
Fläche  trennen,  sein  Gleichgewicht  aber  würde  ein  siche- 
res seyn,  wenn  die  Trennung  auf  irgend  ehie  Weise  ver- 
bindert werden  könnte.  —  Wenn  dagegen  der  gegen 
sie  Fläche  erhabene  Faden  von  den  Kräften  an  beiden 

11.  12 
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Enden  gedrückt  würde,  so  würde  er  damit  auch  gegei 
die  Fläche  angedrückt,  das  Gleichgewicht  aber  wegen 
der  Unsicherheit  nicht  bestehen  können.  —  Wäre  eei- 

-Hoh  der  Faden  gegen  die  Fläche  hohl,  nnd  drucktet 
ihn  die  Kräfte  an  beiden  Enden,  so  würde  Trennosg 
von  der  Fläche  und  Unsicherheit  des  Gleichgewichte 
zugleich  die  Folge  seyn.  —  Es  giebt  daher  hinsiehdicfl 
der  Richtungen  der  Kräfte  und  der  Lage  des  Faden 
gegen  die  Fläche  in  Allem  vier  denkbare  Fälle,  im 

•denen  aber  der  ersterwähnte  allein  in  der  Wirklichkeit 
vorkommen  kann. 

f.  275. 
Sollen  zwei  auf  die  Enden  C  nnd  D  (Fig.  76.)  ei- 
nes Fadens  CA  BD  wirkende  Kräfte  P  Und  Q  tiofa 
das  Gleichgewicht  halten,  und  ist  nur  der  ThcÜ  AB 
dos  Fadens  über  eine  Fläche  gelegt,  sind  aber  die 
Theile  CA  und  BD  frei,  so  muss  nach  dem  aUgesjsi- 
nen  Gesetze,  dass  die  einzelnen  Theile  für  weh  to 
Gleichgewichte  sind ,  der  Theil  AB  die  kürzeste  Um 
bilden,  welohe  auf  der  Fläche  von  A  bis  B  gsügfj 
werden  kann;  die  Theile  CA  nnd  BD  aber  mfisies 
geradlinig  seyn,  und  die  in  C,  D  angebrachten  KriAe 
jP,  Q  müssen  die  Riehtungen  AC3  BD  haben«  Es  mi- 
sen  ferner  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Flies* 
bloss  vermöge  ihrer  Undurohdringliohkeit  auf  den  Fades 
wirkt,  CA,  BD  Tangenten  der  Curve  AB  in  A%  B 
seyn,  und  die  Kräfte  P,  Q  müssen  einander  gleist 
seyn.  —  Denn  heisst  T  die  Spannnog  desTheiles^J* 
und  wäre  AC  nicht  die  Fortsetzung  der  Tangente  IfJ 
von  AB,  so  mü8ste  doch,  wegen  des  Gleichgewichts 
der  nach  AC  nnd  AN  gerichteten  Spannungen  P  osi 
T  am  Endpunkte  A  von  AB,  die  Richtung  AC  Bit 
der  Tangente  AN  und  der  Normale  AM  der  Fliehe 
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i  einer  Ebene  liegen,  und  es  miisste,  wenn  man  die 
pannung  P  in  A  nach  tangentialer  und  normaler  Rich- 
ng  zerlegte ,  die  tangentiale  Kraft  der  Spannung  T 
ieich  und  entgegengesetzt  seyn  (§•  272.).  Weil  aber 
e  Richtung  AC  nicht  in  das  Innere  des  von  der  Flä- 
le  begränzten  Körpers  gehen  kann,  so  würde  auch 
e  normale  Kraft  nach  aussen  zu  gerichtet  seyn,  folg' 
)h  den  Punkt  A  vom  Körper  abwärts  treiben  und  da- 
it  das  Gleichgewicht  aufheben.  Die  normale  Kraft 
nss  folglich  null,  und  daher  die  Spannung  P  der 
pannung  T  in  A  gleich  und  entgegengesetzt  seyn. 
ähnliches  wird  rüoksiohtlioh  der  Spannungen  T  und 
!  des  Punktes  B  bewiesen.    Mithin  sind  CA  und  BD 

•  Tangenten  an  AB  in  A  und  B,  und  P=T=Q. 

« 

f.  276. 

Wir  haben  bisher  die  Fläche,  über  welche  ein  Fa- 
nt gespannt  ist,  als  unbeweglich  betrachtet»  Ist  sie 
aces  nieht,  sondern  entweder  zum  Theil,  oder  voli- 
nunen  frei  beweglich,  so  muss  man  noch  das  Gleich« 
»wicht  berücksichtigen,  welches  am  Körper,  dem  die 
liehe  zur  Grenze  dient,  die  vom  Faden  auf  ihn  aus- 
Äbte Pressung  mit  den  übrigen  auf  ihn  wirkenden 
riften  hält  Da  aber  am  Faden  die  Pressung,  welche 
>  Ton  der  Fläche  erleidet,  mit  den  Spannungen  der 
rei  Pndkte  des  Fadens  im  Gleichgewichte  ist,  in  de- 
in er  nach  tangentialer  Richtung  von  der  Fläche  ab- 
afct,  so  kann  man  statt  der  Pressung  des  Fadens  ge- 
rn die  Fläche  auch  diese  zwei  Spannungen,  d.h.  zwei 
■ander  und  der  Spannung  gleiche  Kräfte,  ietzen, 
siehe  |n  .den  besagten  zwei  Punkten  nach  den  gerad- 
üg  fortgehenden  Richtungen  des  Fadens  wirken.  Auch 

"hellet  dieses  sogleich  daraus,  dass  man,  unbeschadet 

12a 
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tdee  Gleichgewichts  des  Ganzen,  den  auf  der  Fläche 
liegenden  Theil  des  Fadens  sich  mit  der  Fläche  fest 
Yerainigen  lassen  kann.  Denn  alsdann  ist  von  Pres? 
sang  nicht  mehr  die  Rede,  sondern  es  kommen  nardis 
zwei  erwähnten  Spannungen  in  Betracht  Zn  mehrerer 
Erläuterung  mag  folgende  Aufgabe  dienen. 

f.  277. 

Aufgabe.  Ein  in  sieh  zurücklaufender  Fades 
ABCDEF  (Fig.  77.)  ist  um  drei  frei  bewegliche  Kor- 
per  /,  m,  n  gelegt  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts zwischen  drei  auf  diese  Körper  wirkenden  Krlt 
ten  Pj  ö,'  R  zn  finden. 

Auflösung.  Seyen  BC,  DE,  FA  die  freien  unl 
daher  geradlinigen  Theile  des  Fadens,  welche  zwischen 
den  Körpern  /  lind  m,  m  und  #»,  n  und  /  Begea  noJ 
sie  resp.  berühren }  T  die  oonstanto  Spannung  des  IW 
den*;  /*,  fr  r  die  Richtungen  der  Kräfte  />,  6,  A» 
Hiernach  sind  *in  Körper  /  zwei  Kräfte ,  fede  =  T, 
nach  den  Richtungen  AF9  BC  wirkend,  im  Gleichge- 
wichte mit  der  nach  p  gerichteten  Kraft  P\  mithii 
müssen  die  drei  Geraden  AF,  BC,  p  in  einer  Ebca* 
liegen  und  sich  in  einem  Punkte  schneidet ,  und  dsr 
Ton  den  zwei  erstem  gebildete  Winkel  muss  von  dsr 
dritten  halbirt  werden.  Gleiches  findet  statt  in  Besag 
auf  die  zwei  übrigen  Körper  m  und  n.  Sämmtliohe 
geradlinige  Theile  des  Fadens  müssen  daher  in 
Ebene  liegen,  also  ein  Dreieck  OH/  bilden,  und  dtf 
Richtungen  der  Kräfte  müssen  durch  die  Ecken  dieses 
Dreiecks  gehen  und  die  Winkel  daselbst  halbirea.  Ois 
Verhältnisse  aber,  in  welchen  die  Kräfte  zu  der  Span- 
nung des  Fadens  und  zu  einander  stehen  müsset,  riedi 
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«:  T=2oos£  J7:l,  Ri  T=2oos4/:i. 
Damit  übrigens  der  Faden  durch  die  Kräfte  wirk- 
rii  gespannt  werde,  müssen  sie  von  dem  Innern  des 
reiecks  OHJ  nach  aussen  gerichtet  seyn. 


f.  278. 

Zusätse,  o.  Da  das  Gleichgewicht  noch  fortbe- 
eht,  wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Tbeilc  des  Sy- 
st** oaver&nderlioh  angenommen  wird,  so  müssen  siob 
fy  r  in  einem  Punkte  schneiden ,  welches  sn  dem 
»kaastca  Satze  der  Elementargeometrie  führt,  dass 
e  drei  Geraden,  welche  die  Winkel  eines  Dreiecks 
tlbiren ,-  in  einem  Punkte  susammentreffen, 

i.  Ilnteranohen  wir  ähnlicher  Weise  das  Gleiobge- 
iefct  iwischen  vier  Kräften,  welche  auf  vier  frei  be- 
»gliche  mit  einem  Faden  umschlungene  Körper  wir- 
m,  so  messen  von  den  vier  freien  und  daher  gerad- 
ligen  Theilen  des  Fadens  je  swei  auf  einander  fol- 
mde  in  einer  Ebene  liegen,  und  der  von  ihnen  gebil- 
te  Winkel  muss  von  der  Richtung  der  Kraft,  welche 
f  den  dazwischen  begriffenen  Körper  wirkt,  balbirt 
■den.  Da  hiernach  diese  vier  Theile  des  Fadens,  in 
rer  Aufeinanderfolge  und  genugsam  verlängert ,  ein 
i  Allgemeinen  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenes  Vier- 
tk  bilden,  dessen  Winkel  von  den  Richtungen  der 
rafte  halbirt  werden,  und  da  vier  Kräfte,  die  sich  an 
sem  freien  Körper  das  Gleicbgewicbt  halten,  falls  sie 
oht  in  einer  Ebene  sind,  eine  hyperboloidisehe  Lage 
iben  (f.  90.  a.),  so  gewinnen  wir  folgenden  Satz: 

Die  vier  Geraden,  welche  die  Winkel  eines  nicht 
in  einer  Ebene  enthaltenen  Vierecks  balbiren,  haben 
eine  solche  Lage  gegen  einander,  dass  jede  Gerade, 
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welche  dreien  derselben  begegnet,  auoh  die  vierte 
trifft« 

f.  279. 

Das  Gleichgewicht  eines  über  eine  iFl&ohe  gespann- 
ten Fadens  wird  nicbt  unterbrochen,  wenn  man  die 
Fläche  wegnimmt  und  statt  der  Pressungen,  welche  sie 
anf  den  Faden  ausübte,  Kräfte  nach  denselben  Rieb* 
fangen  und  von  denselben  Intensitäten  auf  ihn  wirken 
läast,  Kräfte  also,  deren  Riehtungen  überall  normal 
anf  dem  Faden  sind,  in  seiner  Krümmungsebene  En- 
gen und  von  seiner  hohlen  Seite  naoh  der  erhabenen 
zu  gehen,  deren  Intensität  aber  für  jeden  einsehen 
Punkt  des  Fadens  als  verschwindend  zu  betrachten  ist, 
indem  die  Resultante  aller  der  auf  einen  unendEeh 
kleinen  Theil  ds  des  Fadens  wirkenden  Kräfte  eben- 
falls unendlich  klein ,  =  Pds  ist,  wo  P  dier  Spannung, 
dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser,  bedeutet 
(f.  2730- 

Soll  umgekehrt  ein  frei  beweglicher  Faden  im 
Gleichgewichte  seyn,  wenn  dessen  Anfangs-  und  End- 
punkt unbeweglich  sind,  und  wenn  normal  auf  jedes 
seiner  Elemente  ds  eine  Kraft  Pd*  wirkt,  wo  P 
von  einem  Punkte  des  Fadens  zum  andern  nach 
noch  zu  bestimmenden  Gesetze  veränderliche  Gross» 
ist,  so  muss  die  Richtung  der  Kraft  in  der  Krümmung!* 
ebene  des  Elements  liegen,  und  P  dem  Krümmuags- 
balbmesser  umgekehrt  proportional  seyn..  Denn  im 
Elemente  dt  oder  AB  (Fig.  76.)  halten  sich  die  Kraft 
Pds  und  die  zwei  Spannungen  an  den  Endpunkten  J 
und  B  des  Elements  das  Gleichgewicht  Die  Kraft 
Pds  muss  daher  mit  den  an  die  Fadenourve  in  A  uad 
B  gelegten  Tangenten  AC  und  BD,  als  den  Rieht» 
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•  der  Spannungen,  in  einer  Ebene,  also  in  derKrüm« 
ingsebene  des  Elements,  liegen.  Sie  mnss  ferner 
veh  den  Dnrehsehnitt  N  dieser  Tangenten ,  nnd  weil 
I  zugleich  anf  dem  Elemente  normal  seyn  soll,  dareh 
o  Mittelpunkt  M  seiner  Krömmnng  geben.  Da  hier- 
*h  die  Riebtnng  von  Pds  den  Winkel  CND  halbirt, 

sind  die  Spannungen  in  A  nnd  B>  nnd  eben  so  in 
awei  andern  nnendliob  nabe  anf  einander  folgenden 
mkten  gleich  gross,  also  die  Spannung  in  allen  Ponk- 
i  des  Fadens  von  oonstanter  Grösse.  Diese  Span- 
■g  aber  verhält  sieb  zur  Kraft  Pds  wie  sin  ANM  sa 
vAMB  (§•  274.  a.),  d.  i.  wie  AM  oder  der  Krüm- 
ingsbalbmes8er  xu  AB,  =  ds9  woraus  das  Uebrige 

•  selbst  folgt 

f.  280. 

Die  so  eben  angestellte  Betrachtung  über  das 
leiebgewioht  eines  Fadens,  auf  welehen  überall  nor- 
de Kräfte  wirken,  wollen  wir  jetzt  ganz  verallgemei» 
m  nnd  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  be- 
samen suchen,  wenn  auf  jedes  Element  ds  eines,  voll- 
amen  biegsamen  und  bis  auf  seine  zwei  befestigten 
idpunkte  frei  beweglichen  Fadens  eine  der  Länge  des 
ements  proportionale,  übrigens  aber  ihrer  Intensität 
d  Richtung  nach  beliebig  gegebene,  Kraft  Pds  wirkt. 

Sey  demnach  in  Bezug  auf  ein  reohtwinkliohes 
»ordinatensystem  die  Kraft  P  aus  den  drei  mit  den 
tordioatenaxen  parallelen  Kräften  X,  Y,  Z  «usA«a- 
»gesetzt,  und  diese  Kräfte  irgend  welche  Fn*<*tio- 
n  xder  Coordioaten  xy  y,  x,  welche  einem  Punkt*  des 
ements  ds  zugehören.  Den  Faden  wollen  yr  uns, 
s  im  Obigen,  aus  einander  sich  berührenden»  einaa- 
r  gleichen  Kugeln  gebildet  vorstellen,  deton  jede 
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einen  Durchmesser  a  ds  bat.  Sey  m  (Fig.  78.) 
dieser  Kugeln ,  welche  die  vorhergehende  m,  in  A 
uad  die  folgende  »'  in  A'  berühre.  Die  Mittelpunkt 
von  tft„  2»,  mr',  seyen  C,,  C*  C,  se  ist  AA  =  Cfi=* 
CO  t=*  ds,  und  wenn  jr,  y,  *  die  Coordinaten  ven  0 
hetisibbben,  io  Bind  x  +  dx,  y  +  dy,  x  +  dx  die  Coor- 
dinaten vbn  C  .  Die  auf  den  Fadentheil  AA  =**  <b, 
abo  bei  der  gegenwärtigen  Vorstellung,  auf  die  Kugel 
m,  wirkende  Kraft  Pds  haben  wir  uns  am  Mittelpunkte 
C  der  Kugel  angebracht  zu  denken.  Sie  mnaa  m 
Gleichgewichte  seyn  mit  den  Spannungen ,  welche  die 
Kugel  m  von  den  anliegenden  mt  und  m'  in  A  und  A 
erleidet.  Man  setze  deshalb  die  von  m  auf  mt  in  A 
nach  der  Richtung  C4C  ausgeübte  Spannung  =i  T,  und 
die  von  m  auf  #•  in  Ä  nach  der  Richtung  CC 
ausgeübte  =  T".  Diese  Spannungen  werden  bei  der 
Allgeineinheit  der  jetzigen  Untersuchung  nicht  mehr, 
wie  im  Vorigen,  einander  gleich,  sondern  als  FaMÜt» 
nen  der  Coordinaten  von  A  und  A  anzusehen  eeyn^  se 
dass,  weil  AA'  =  ds  ist,  T' >  eben  so  von  x  +  dErf 
y  +dy ,  %  +  dxy  wie  T  von  x>  y,  *,  abhängt,  und  dfr 
her  T'**T+dT  ist  Die  Spannung  7,  nach  dea 
Coordinatenaxen  zerlegt,  gebe  die  Kräfte  %U9  V>  W% 
sie  sind,  weil  T  die  Richtung  des  Elements  CjC  hat« 

(1)17=  t£,  r=rg,  W=T% 

"ind 'also  gleichfalls  Functionen  von  x9  y,  x.  Die Spao- 
nung  ^  öaoh  denselben  Axen  zerlegt,  wird  daher  die 
Kräfte  ü+  du,  V+dV,  W +d  W  geben. 

Die  an  der  Kugel  m  sich  das  Gleichgewicht  hiJ- 
tenden  RrfUfc  sind  demnach:  erstens  die  Kraft  P* 
oder -(24s  *ä,,  Zds)^  zweitens  die  von  m'  ausgeübte, 
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Dioh  CO  gerichtete  Spaomiiig  T'  oder  ( U  +  du, 
V+dV,  W+dW)>  und  drittens  die  von  m§  nach  der 
Rtahtuag  CC,  ausgeübte  und  durch  (—  U>  —  V9  —W) 
auszudrückende  Spannung,  da  sie  der  Spannung.,  T 
oder  (U,  F9  JV)  gleich  und  entgegengesetzt  ist  S&iqmt* 
Bebe  drei  Kräfte  schneiden  sich,  wie  gehörig,  in  *inem 
Punkte  Cy  upd  wir  haben  somit  nach  §.  67.  Zus.  die 
drei  Bedingungsgleiohungen:  Xds  +  U  +  dU  — *  U 
=*©,  etc.  d.  i. 

(2)  Xd*  +  dU*=0,  Yds  +  dF=0>  Z<ü  +  dfT=QJ 
oder  Xds  +  d(Td£)  =  0,    FÄ+rf(r^)=0, 


z*+rf(r5)=°- 


Aus  den  Gleichungen  (2)  und  den  vorigen  (1)  sind 
nun,  wie  bei  jedem  andern  Problem  der  Statik,  welches 
ein  System  mit  einander  verbundener  Körper  betrifft, 
noch  die  Spannungen  zu  eliminiren;  dies  aber  kann 
hier  nur  durch  Infinitesimalrechnung  geschehen«  In 
der  That  folgt  aus  (2)  durch  Integration: 

(3)  fXds+U=0,  /Yds  +  F=0,  fZds  +  #T=0. 

we  die  noch  hinzuzufugenden  Constanten  unter  dem 
Zeichen  mit  begriffen  sind.  Hieraus  aber  (Hessen  in 
Verbindung  mit  (1)  die  zwei  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts: 

Wdx  dy     .    dz 

7xsr_7Tsr— yz3*m 

f.  281. 

Zusfttxe.    a.  Die  gemachte  Voraussetzung«  'dass 
di*  Elemente  d$  von   gleicher  Länge  seyen,   braucht 
■  den  erhaltenen  Gleichungen  nicht  mehr  beachtet  su 


186  Zweiter  Theil.    Sechstes 

werden ,  da  in  ihnen  nnr  Differentiale  der  ersten  Ord- 
nung vorkommen.  Es  kann  daher,  statt  ds>  auoh  Ten 
einer  der  übrigen  veränderliehen  Grossen  das  erste  WS* 
ferential  eonstant  gesetzt  werden,  so  dass  je  zwei  nächst- 
folgende ds  um  ein  unendlich  Kleines  der  xweiten  Ord- 
nung1 von  einander  verschieden  sind«  Auch  sieht  man 
leicht,  dasB  die  zu  Anfange '  des  vor.  §.  gemachten 
Schlüsse  an  Richtigkeit  nicht  verlieren,  wenn  man  die 
Durchmesser  je  zweier  an  einander  liegenden  Küget 
ohen  um  die  zweite  Ordnung  von  einander  verschieden 
seyn  l&est 

b.  Den  Gleichungen  (4)  kann  man  nach  Wegseht/- 
fnng  der  Bruchform,  und  wenn  man  von  neuem  integrirt, 
auoh  die  Gestalt  der  drei  Integralgleichungen  geben: 

IfdxfY<h—fdyfZds  =  0, 
fdxfZds-fdxfXds  =  0, 
fdy/Xds-fdxfYds=  0, 

von  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  übrigen  ist,  wd 
wo  die  neu  hinzuzufugenden  Constanten  anter  den  neues 
Integrationszeichen  mit  begriffen  sind. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  noch  unter  einer  be- 
sondern Bedeutung  auffassen.  Man  kann  nämlich,  mit 
Anwendung  der  bekannten  Reductionsformel  Judv=wi 
— Jvdu,  statt  der  dritten  Gleichung  z.  B.,  —  die, 
wenn  die  Kräfte,  und  mithin  auoh  die  Fadencurve,  ia 
einer  einzigen  Ebene  (der  x9  y)  enthalten  sind,  die 
alleinige  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist,  —  aoeh 
schreiben : 

(a)    yfXds  —  fyXd*  —  xfYds  +  fxYds  =  0. 

Hierin  gehören  die  Coordinaten  x>  y9  welche  aus- 
serhalb des  Zeichens  j  stehen,  dem  Punkte  der  Fa- 
dencurve an,   bis  zu  welchen  man  integrirt,  wahrest1 
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»  unter  dem  Zeichen  befindliehen  x>  y  sieh  anf  alle 
■  Anfangspunkte  bis  dahin  liegenden  Zwiseheapnnkte 
t  Gurre  beziehen.  Bezeichnet  man  daher  erstere 
lordinaten,  nm  sie  von  den  letztern  zu  unterscheiden, 
oreh  jt,  y,  so  kann  man  für  (o)  auch  setzen : 

/[{*-*?)  Yd*-(y-sf)  Xd,)=0. 

Da  nnn  x9  y  die  Coordinaten  des  Elements  ds  sind, 
id  daher  das  in  Klammern  Eingeschlossene  nichts  an- 
dres, als  das  Moment  der  auf  ds  wirkenden  Kraft 
D&,  Tds)  in  Bezug  auf  den  Punkt  (V,  y)  ist,  so 
tickt  die  Gleichung  unter  dieser  Form  aus,  dass  das 
oment  aller  auf  den  Faden  von  seinem  Anfange  bis 
im  Punkte  (•**',  yO  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
m  letztern  Punkt  null  ist 

Ist  die  Gurre  nicht  in  einer  Ebene,  oder  dooh  nicht 
der  Ebene  der  x9  y,  begriffen,  so  zeigt  dieselbe 
leiohung  an,  dass  das  Moment  der  Kräfte,  wel- 
le auf  den  Faden  von  seinem  Anfange  bis  zum 
linkte  (x'y  y\  * ),  bis  zu  welchen  man  die  Integration 
■streckt,  wirken,  in  Bezug  auf  eine  durch  den  letz- 
irn  Punkt  parallel  mit  der  Aze  der  %  gelegte  Aze 
dl  ist.  Analoge  Bedeutung  [haben  die  zwei  ersten 
leiohungen  in  (49)  rüoksichtlich  der  Azen  der  x  und 
»  y. 

Der  unmittelbare  Grund  dieses  Ergebnisses  liegt 
Venbar  darin,  dass,  wenn  der  Faden  im  Gleiohge- 
iehte  ist,  an  jedem  Theile  desselben  die  auf  die  Ele- 
lente  des  Theils  wirkenden  Kräfte  und  die  Spannun- 
en  am  Anfange  und  Ende  des  Theils  eben  so,  wie  an 
inem  frei  beweglichen  festen  Korper,'  im  Gleichgewiehte 
iit  einander  soyn  müssen.  Zugleich  folgt  hieraus,  dass 
inn  zu  den  drei  Integralen  fXds9fYds9fZds  die  nach 
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dib  drei  Coordinatenaxen  zerlegte  Spannung  hi  des 
Pufckte,  von  welchem  man  die  Integrale  anfangen  läset, 
als  Constanten  hinzuzufügen  hat 

e»  Umgekehrt  kann  man  mit  Hülfe  des  Principe, 
dass  bei  jedem  vom  Anfange  des  Fadens  an  gerechne- 
ten Theile  desselbeu  die  Kräfte  an  den  Elementen  mit 
den  Spannungen  am  Anfange  und  Ende  des  Theilsdai 
Gleichgewicht  halten,  ganz  leieht  die  Bedingungsglei- 
ohungen  (4*)  herleiten.  Denn,  um  dieses  nur  für  dei 
Fall  zu  zeigen,  wenn  die  Kräfte  in  einer  und  dersel- 
ben Ebene  wirken,  so  wird  das  gedachte  Gleichgewicht 
nach  §.  38.  durch  die  drei  Gleichungen  bedingt: 

fXd*  +  u=o,  frd*+r=o, 

fxYds  +  xF—  fyXds-yU  =  0, 

wo  (17,  V)  die  Spannung  am  unbestimmten  Ende  (x,y) 
des  Theils  ist,  die  Spannung  am  bestimmten  Anfange 
aber  unter  dem  Zeichen  mit  begriffen  ist.  Werta 
nun  hieraus  U  und  V  eliminirt,  so  kommt  nach  geht- 
riger  Reduotion  die  bereits  erhaltene  Gleichung: 

fdy/Xds  -  fdx/Yds  =  0. 

Dass  die  Spannung  (U>  V)  im  Punkte  (jr,  y)  m 

tangentialer  Richtung  wirkt,  ist  eine  unmittelbare  Folge 

aus  diesen  Gleichungen.     Denn  es   verhält   sich  nact 

ihnen: 

dx :  dy  =  fXdxx  fYds=  üi  V. 

d.  Jedes  der  drei  Integrale  fXd$9  /Yds^  fZd$  ent- 
hält eine  willkührliche  Constante.  Die  Gleichung  für 
die  Fadencurve  in  einer  Ebene  enthält  daher  drei  will- 
kührliche Constanten,  nnd  die  zwei  von  eiuander  unsb* 
hängigen  Gleichungen  für  die  Curve  im  Räume  begrei- 
fen fünf  Constanten  in  sich. 

Jene    drei  Constanten   bei  einer  Curve   in  ci 
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ine,  so  wie  diese  fünf  bei  einer  Curve  im  Rauirie, 
ten  sich  unter  andern  dadaroh  bestimmen,  dass  man 
>i  Punkte,  durch  welche  die  Carve  gehen  soll,  and 

Länge  des  dazwischen  begriffenen  Stückes  der 
ve  gegeben  seyn  lässt.  Denn  soll  ebb  Gurre  einen 
;ebeuen  Punkt  enthalten  f  so  müssen,  nachdem  die 
rve  eben  ist,  oder  nicht,  zwischen  den  Coordiuaten 

Punktes  und  den  Constanten  in  der  einen  oder  den 
ti  Gleichungen  der  Carve  eine  oder  zwei  Bedingungs- 
icbnngen  erfüllt  seyn;  und  die  Forderung,  dass  der 
leben  zwei  gegebenen  Punkten  der  Curre  enthaltene 
ril  derselben  von  gegebener  Länge  sey,  fuhrt,  die 
▼e  mag  eben  seyn,  oder  nicht,  zu  ein«  einzigen 
tchung  zwischen  der  gegebenen  Länge  and  d^n 
istanten  der  Curve.  Man  hat  daher  in  jedem  der 
len  Fälle  eben  so  viel  Gleichungen,  ab  zu  bestim- 
ide  Constanten. 

f    282. 

• « 

Die  Gleiohungen  für  das  Gleichgewicht  am  Faden 
4en  in  f.  280.  aus  den  Gleiohungen  (1)  and  (2) 
eh  Elimination  der  Spannung  hergeleitet  Diese 
ninaüott  kann  aber  nicht  allein,  wie  dort  geschah, 
oh  Integration,  sondern  auch  durch  Diffetfentjatioa 
rerkstelligt  werden.  Setzt  man  zu  diesem  Ende  die 
ferentialquotienten 

(5)    -£=*%>  T*~n>  lf$  =  }>>  wo  daher 
(6*     )52+^+C2  =  l>  uud 

w    m  +  vh+VC^o, 

folgt  aus  (1)  durch  Differentiation :  du  =  7V£  + 
H,  ete«,  und  wem^man  diese  Werthe  von  dUy  dV, 
^  in  (2)  snbstituirt: 


.  • 
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Xds+TdS  +  %dT=0, 

(2*)     (  Yds  +  Tdrj  +t3dT  =  0, 

Zd*+Tdi;  +  &T=0. 

\  Um  nun  zuerst  ans  diesen  Gleichungen  T  und  dT 
mit  einem  Male  zu  eliininiren,  multiplioire  man  ne 
resp.  mit  den  Coeffioienten  /,  my  ny  addire  sie  und  be* 
stimme  die  Coeffioienten  so,  dass 

W     ydf+mdri  +ncfl;=0,  so  fst  auch 
(6)    lX+mY+nZ  =  0.  , 

Aus  (a)  aber  folgt  /:  m  :f*  =  *7rf£— £ßfy :  etc.,  mithin 

(7>  x(^-^)+  Ym-sdQ+zm-vn)**, 

eine  von  der  Spannung  freie  Gleichung,  welche  ra  er- 
kennen giebt,  dass  die  Richtung  der  Kraft  {X>  F,2) 
oder  P  in  der  Krümmungsebene  der  Fadencurve  lü- 
gen muss.  Denn  nehmen  wir  den  Punkt  (;r,y,  x)  |tm 
Anfangspunkte  der  Coordinaten,  so  geht  diese  Ebcw 
dvrob  die  drei  auf  einander  folgenden  Punkte  der  Ourrc; 

(0>  °.  •)>  (<**>  <fy>  d%)  oder  (%dsy  yds,  $ds)  nnd  (Mr 
+  d'x,  .  2(fy  +  d*y>  2dz  +  d2x)  oder  (2£«fr  +  d$Jt 
+  %d2s,...).  Setzen  wir  daher  die  Gleichung  der  dural 
deü  jetzigen  Anfangspunkt  gehenden  Krümmungsebeoe: 

lu  +mv  •+■  nw  =  0, 

wo«,  vy  w  die  Coordinaten  bezeichnen,  so  muss  sejn: 

Qds  -f-  tnrjd*  -f-  riC/d*  =  0, 
/[£(2A  +  d7s)  +  dt-d*]  +  .. .  =0; 

nnd  diese  zwei  Gleichungen  lassen  sich,  wie  man  au- 
genblicklich wahrnimmt,    auf   die  Gleichungen  .(«)  re- 
duoiren.    Der  Gleichung  (b)   zufolge  ist  aber  auch  die 
Richtung  von  (Xy  Y,  Z)  in  dieser  Ebene  begriffen. 
Der  statisohe  Grund,  aus  welchem  die  Kraft  P* 


'  Gleichgewicht  an  vollkommen  Wegmnen  FSden.  §  9f 

ir  Krümmungsebene  enthalten  sejn  muss,  liegt  be- 
»eiflich  darin,  dass  die  Krfimmungsebene  des  Elements 
r  durch  die  zwei  an  den  Anfangs-  und  Endpunkt  des 
lements  gelegten  Tangenten  bestimmt  wird,  und  dass 
it  den  zwei  nach  diesen  Tangenten  wirkenden  Span- 
ingen des  Elements  die  Kraft  Pd*  das  Gleichgewicht 
Ut. 

—  Ausser  der  Gleichung  (7)  kann  man  aus  (2°) 
»oh  eine  von  T  und  (IT  freie  Gleiphung  erhalten,  in* 
>m  man  daraus  T  und  dT  einzeln  bestimmt  und  als- 
inn  den  Werth  von  dT  dorn  Differentiale  des  Wer- 
es  von  T  gleich  setzt.  Die  auf  diese  Weise  sich 
gebende  Gleichung  enthalt  daher  noch  die  Differen- 
de  von  X>  Y3  Z\  sie  vertritt  in  Verbindgqft  mit  (7) 
e  Stelle  der  zwei  Integralgleichungen  (4). 

$.283. 

*  Zusätze,  a.  Um  dieWerthe  von  T  und  dT  am 
tn  drei  Gleichungen  (2*)  zu  finden,  hat  man  jedesmal 
tr  zwei  der  letztern  zu  berücksichtigen  nötbig.  Sollen 
ftt  diese  Werfhe  zugleich  eine  symmetrische  Form  ha- 
io9  so  kann  man  folgendergestalt  verfahren.  Man 
nltiplioire  die  Gleichungen  (2°)  resp.  mit  $,  rj,  £  und 
Idire  sie,  so  kommt  mit  Anwendung  von  (5)  und  (6): 

(8)    Xdx  +  Ydy  +  Zdx  +  dT=0. 

Eben  so  findet  sich  duröh  Addition  derselben  Wei- 
tungen, nachdem  man  sie  zuvor  mit  rf£,  drj9  dC,  mul- 
>licirt  hat: 

« 

{XJ$  +  Ydij+  ZJQds+  T(rfg*  +  «fy*  +<£*)  =  0, 
ler,  Trenn  r  den  Krümmungshalbmesser  bezeichnet: 

(9)    XdS+Ydi  +  ZdS  +  T^^O; 

T 
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denn  bekanntlich  ist  r  =  _^__  •). 

6.  Berechnet  man  ans  (2°)  noch  die  Quadrate  Ton 
Xy  Yy  Z  und  addirt  ßie,  so  kommt: 

(X2  +  Y2  +  Z2)ds2  «  T2  (d$*  +  dt?  +  O?)  +  dT*, 

oder  einfacher,  weil  X*  +  Y2  +  Z*  =  /*,  und  mit 

Einführung  von  r: 

(10)     i*  =  ^_+^. 

c\  Weil  X9  F,  Z  =  Py  resp.  multipliotrt  in  die 
Cosinus  der  Winkel ,  welche  die  Richtung  von  P  mit 
den  Coordinatenaxen  macht,  und  weil  dar,  dy9  dx=d$, 
resp.  multißlioirt  in  die  Cosinus  der  Winkel  tob  d*  wfc 
denselben  Axen,  so  ist,* wenn  9  den  Winkel  von  P 
mit  ds  bezeichnet:  Xdx  +  Ydy  +  Zdx  =  Pcos<pd$. 
Hiermit  reducirt  sich  die  Glrfchung  (8)  auf 

* 

~(li)     Poos<pJs  +  dT=Oy 


*)  Diese  Formel  ffir  den  Krununtmgshalbmetser  durfte  tich  $m 
einfachsten  also  beweisen  lassen.  —  Seyen  ds  and  ds  zwei  nächstfol- 
gende,  und  daher  ihrer  Lange  nach  höchstens  um  ein  unendlich  Klei- 
nes der  'zweiten  Ordnang  verschiedene  Curvenelemente.  Man  desto 
skh  dieselben  als  geradlinig  -und  -nenne  t>  den  unenÄkh  kleines  Win- 
kel ,  den  ds    mit  der  Verlängerung  Ton  ds  macht,   so  ist ,  wie 


Weiss«  *  sjs  —  •    Man  beschreib „bieraif  um  den  Anfangspunkt  der 

«  

Coor dinsten ,  als  Mittelpunkt,  mit  einem  Halbmesser  *•«  1 ,  eins  Ke- 
gel und  lege  durch  ihren  Mittelpunkt  mit  ds  und  ds'  zwei  Parallelen» 
welche  die  Kugelfläche  in  8  und  &  t reifen,  so  ist  S&  — ^  w.  Da  ans 
nach  (5) ,  £,  y>  C  die  Cosinus  der  Winkel  sind ,  welche  das  Kleve* 
d$  mit  den  Ceordüiatenaxea  bildet,  so  sind  £,  >]*  £  zugleich  die  Ceet- 
dinaten  von,  S,  und  eben  so  £  +  dz,  V  +  dq y  f  +  d£  die  Coordinstes 
von  S\  folglich  o>  *=»&g  ~*  /  (<ö2  +  *V  +  d?) ,  woraus  obenste- 
hender  Ausdruck  für  r  hervorgeht. 
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r 
v 

nnd  wenn  wir  den  hieraus  fliessenden  Werth  von  dT 
in  (10)  substituiren  und  die  Wurzel  ausziehen: 

(12)    Psin<p=£. 

d.  Ans  (11)  und  (12)  folgt  naoh  Wegscbaffung  von  T: 

(13)  Prnin<p+fPco8<p(ü=(k 
Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (7),  oder  der 
Satz,  dass  die  Richtung  der  Kraft  überall  in  derKrüm- 
mungsebene  der  Fadencurve  liegen  muss,  enthalten 
demnach  ebenfalls  sämmtliohe  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  des  Fadens. 

e.  Man  siebt  leicht,  wie  man  zn  den  sehr  einfachen 
Gleichungen  (11)  und  (12)  auoh  unmittelbar  gelangen 
kann.  Sind  nämlich  C,C  und  CC  (Fig.  78.)  zwei  auf 
einander  folgende  Elemente  des  Fadens  und  bezeich- 
net man  den  unendlich  kleinen  Winkel  von  C,C  mit 
CC  durch  o>,  so  müssen  an  C  in  der  Ebene  C,CC  die 
drei  Kräfte/Hr,  T,  7",  deren  Richtungen  mit  CC  resp. 
die  Winkel  9,  180°  +  w,  0  maehen,  im  Gleichgewichte 
seyn.    Dies  führt  zu  den  zwei  Gleichungen: 

Pcowpdt—  Toosw  +  T'  =  0, 
Ps'mcpds —  Tsina>  =  0, 

welche  mit  der  Bemerkung,  dass  Toosio  von  T.  nur 
um  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  verschie- 
den ist,  nnd  dass  ds:  gino>  =  rfr:  o>*s  r,  in  (11)  und 
(12)  übergehen. 

f.  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  jede  Kraft  PSm 
auf  ihrem  Elemente  normal ,  also  y  immer  =  90°  ist, 
wird  naoh  (11)  rfT=0,  nnd  naoh  (12)  P=T:ry  also 
T  eonstant,  und  P  umgekehrt  dem  r  proportional,  — 
beides  übereinstimmend  mit  den  rfchdri  oben  (f.  279.) 
für  diesen  Fall  erhaltenen  Resultaten. 

n.  13 
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Setzen  wir  umgekehrt  dT  =  Oy  so  folgt  ans  (il) 
9  =  00%  und  ans  (12)  /»=»  T:rf  d.  h.  P  ist  auf  4er 
Fadeneurve  normal  und  im  umgekehrten  Verhältnisse 
mit  r.  Hieraus  *  fliesst  folgender  für  die  analytische 
Geometrie  bemerkenswerte  Lehrsatz: 

Sind  xf  y,  %  die  reohtwinklicben  Coordinaten  eis« 
Curve  im  Räume,  und  2C,  F,  Z  solohe  Funotiooen 
voll  x%  y,  x,  dass  den  Gleichungen 

Xdx+Y<fy  +  Zdx  =  QJ 

Genüge  geschieht,    ao  hat  eine  dnroh   den  Pnkt 

foy,  *)  der  Curve  gelegte  gerade  Linie,  tob  wri- 

cher  JE,  F,  Z  die  rechtwinkligen  Projeotiouea  arf 

die  drei  Coordinatenebenen  sind,   die  Richtung  im 

Krümmungshalbmessers  daselbst  und  ist  ihrer  Liegt 

nach  demselben  umgekehrt  proportional,  welohe  de» 

her,   wenn  a  eine  gewisse,   noch  zu  bestimmende 

Constante  bezeiehnet,  =  a  %  /(JT*  +  F«  -f  Zs)  ist 

Ist  die  Curve  in  einer  Ebene  enthalten,  und  Hast 

man  diese  die  Ebene  der  jr,  y  Heyn,   so  werden  s  aal 

Z  null,  und  die  vorigen  Gleichungen  reduciren  sieh  ut 

Xdx+  Ydy  =  Oy 
dx/Ydi=tfyfXJ$.  , 

Man  setze  nun  Jl=  —  P-£*   «o  wird  wegen  im 

erstem  dieser  Gleichungen  I=sP  -^  ,    mithin  Fes 

tf(X*+  F2),  und  die  letztere  verwandelt  sich  in: 

dxfPdx  +  tfy/P<fy=f>. 

Diese  einfache  Gleichung  besitzt  demnach  die  merk- 
würdige Eigenschaft,    dass  der  durch  sie   bestimstfe 
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Werth  ran  /*  umgekehrt  dem  KrämmengshaJbinesser 
der  ebenen  Cnrre  proportional  ist,  Von  welche^  or  and 
y  die  rechtwinkligen  Coordinaien  sind*)« 

* 

f  284. 

Unteranohen  wir  noch  die  Bedingungen  dea  Gleich- 
gewichts, wenn  der  in  allen  seinen  Theilen  der  Wir- 
kung von  Kräften  unterworfene  Faden  nicht  mehr  frei, 
wie  in  den  vorigen  ff.»  sondern  auf  einer  gegebenen 
Fliehe  beweglich  ist«  Alsdann  wirkt  auf  jedes  Element 
afv  desselben  ausser  der  Kraft  Pd*  noch  der  D^uek 
der  Fliehe.  Dieser  Druck  ist  auf  der  Flftohe  recht- 
winklig, und  kann,  da  er  der  Linge  dea  Elemente 
gleichfalls  proportional  ist,  =  Bd$  geaetat  werden«  Man 
kann  daher  aus  den  obigen  für  das  Gleichgewicht  eines 
freien  Fadens  gegebenen  Formeln  sogleioh  die  für  den 


•)  Dies  Kart  steh  such  Weht  geradem  darthan«    Sey  sa  den 
Bade  «V— »pd*,  so  wird  die  Gleichung 

—  fFd*  =  pj  Ppdm 

ani  wena  man  differentiirt: 

—  Pdm  —■  IpfFpä*  +  Pp*dm. 
Mögt  man  diese  Glekhang  unter  die  Form 

rptUf    pdp 

ani  istegrirt  dsaa  wiederum,  so  kommt: 

U>gfPpd*=h>gC-i\ot(i+P*), 

wo  log  C  die  hinzuzufügende  Conttante  ist  Biso  sbermslige  Differea 
tiatkm  der  letstera  Gleichung,  aschdeai  sie  Torher  sof  die  Form 

fPpdmmm-JL— 
gsbfaeht  worden,  giebt  endlich 

Dieser  dem  P  umgekehrt  proportionale  Aufdruck  ist  aber  bekannt- 

floh  der  des  KrümmungibiWiineiifW* 

13* 
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jetzigen  Fall  herleiten ,'  indem  man  statt  /Wr  die  Re- 
Bttftaiite  von  JMSr  und  Rd*  setzt« 

ht  nun  FäO  «He  Glelohufig  ffir  die   gegebene 

Fläche,  so  sind  -j-,  -rr,  -tt-  den  Cosinussen  der  Win- 
kel, ireTohe  die  Normale  der  Fläche,  also  die  Riphtang 
von/fcftr,  mit  den  Alien  der  x>  y,  *  macht,  proportio- 
nal. Diese  partiellen'  Differenzen,  dividirt  durch  die 
Quadratwurzel  aus  der  Santme  ihrer  Quadrate,  sind  nitida 
die  Gommis  selbst,  italohe  wir,  als  durch  F  bestwmts 
FtfüMtibheik  ton  x>  y,  sjreep.  =*«,  v;  m  setzen  wollen, 
itfe  Kraft  Jifab,  nach  diu  drei  Axftn  zerlegt,  giebt  J» 
ftW'8itt  Krftfte  JfctA,  Atab,  JlMfr'tttod  die  Gleich«. 
gbii'  (*) hl  | .  «80.  %todefi  damit*    '    < 

X<&  +  ifeirft  +  dl  T  Jl  =0, 

(14)  ^  |fa  +  iit^f  +  </(r^)=o, 

]Zd*  +  Rwdß  +  4(T^  =  d. 

Eliininirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  il  usd 
T, — am  Tortheilhaftesten  aber  ist  es,  diese  Eliminatio* 
in  jedem  speoiellen  Falle  besondere  zu  verrichten,  — 
so  erhält  man  die  Eedugungsgleiehjcmg  des  Gleiohgt- 
wiohts.  Sind  Xy  T,  Z  gegebene  Functionen  van  jr,y,% 
so  lässt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung für  die  Fläche  die  zum  Gleichgewichte  nSthigt 
Curve  des  Fadens  erkennen. 

1  285. 

Zusatz.  Aus  der  Gleichung  für  die  Fläche:  F=sQj 
folgt: 
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mithin  «Hob,  weil  u>  *,  «r  dm  partiellen  Differenzen  von 
#•  nach  x,  y,  *  proportional  sind: 

udx  +  v tfy  +  «M&  «s  Q» 

Mulriplioirt  man  daher  die  Gleichungen  (14)  resp. 
mit  dxy  dy>  dz  und  addfart  Bie  hierauf,  so  kommt,  wie 
in  §•  288. «.,  bei  einem  freien  Faden  t 

Xdx  +  Xdy  +  Zdz  +  dT=0. 

Wenn  folglich  nur  auf  den  Anfang  und  das  Ende 
des  über  die  Fläohe  gelegten  Fadens  ihn  spannende 
Kräfte  wirken,  und  daher  X,  T,  Z  =  0  sind,  so  ist 
auch  dT=  0,  d.  h.  die  Spannung  jst  von  einem  Punkte 
des  Fadens  znm  andern  oonstant  In  diesem  Falle  las- 
sen sich  die  Gleichungen  (14)  also  schreiben:, 

(14*)  R*d4=—Tdi,  Rvd*=—Tdti,  B»d$=—TtK9 

we  ?,  17,  £  die  in  f.  282.  angegebene  Bedeutung  ha- 
ben«   Es  folgt  hieraus: 

*{tidi;-i&)+v(!jn-&Q+w  (&fy— ti<Q)=.  0. 

Die  durch  den  Punkt  (*,  y,  x)  gehende  Gerade, 
deren  Projeetionen  auf  die  Axen  des  x,  y,  *  sich  wie 
Uy  vy  w  verhalten,  d.  i.  die  Normale  der  Fläche  im 
Punkte  (xy  y,  *),  ist  demnach  in  der  Krümmungsebene 
der  Fadencurve  enthalten  (f.  292.),  oder  mit  andern 
Worten :  in  jedem  Punkte  des  Fadens  ist  seine  Krüm- 
mnngsebene  auf  der  Fläohe  normal. 

Addirt  man  eudlioh  die  Quadrate  der  Gleichungen 
(14*) ,  so  erhält  man ,  weil  et,  r,  w  die  Cosinus  der  drei 
Winkel  einer  Geraden  mit  den  Cöordinatenaxen  sind, 
und  daher  t#*  +v*  +w*  =1  ist: 

L  h.  der  Druck  der  Fliehe  ist  der  Spannung, 
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durch  dem  Krümmungshalbmesser  gleich,  —  Altai  Übe*, 
einstimmend  mit  den  aohon  in  §•  172.  und  §•  278.  ge- 
fundenen Resultaten* 

f.  288. 

Die  Kraft  P  in'  dem  Ausdrooke  Pi%  ist,  wie  W. 
reit«  erinnert  worden  (f.  274.  *.),  die  Resultante  vw 
Kräften ,  welche  auf  eiue  Linie,  deren  Länge  =  1, 
nach  parallelen  Richtungen  wirken,  dergestalt,  dan 
jedes  Element  der  Linie,  welohes  mit  dem  Elemente 
d»  des  Fadens  gleiche  Länge  hat,  von  derselben  Kraft, 
wie  dieses  «fr,  affioirt  wird«  Da  aber  in  der  Wirklich- 
keit jedes  Element  des  Fadens  ein  kleiner  phystsokar 
Körper  ist  und,  als  solcher,  eine  gewisse  Masse  kü, 
und  da  die  Schwerkraft  und  die  andern  in  der  Hat* 
Torkommenden  Kräfte  sich  über  alle  Theilcben 
Körpers,  der  Blasse  der  Theilchen  proportional, 
breiten,  so  pflegt  man  die  auf  ein  Fadenelement  wir- 
kende Kraft  dadurch  su  bestimmen,  dass  man  £• 
Stärke  der  Kraft  bei  einer  Blasse  =  1  angiebt,  abs 
annimmt,  dass  an  einem  Körper,  dessen  Masse  =  i, 
anf  jedes  Theilchen,  dessen  Masse  der  des  Fadeneb» 
ments  gleich  ist,  eine  eben  so  grosse  Kraft,1  als  saf 
dieses  Element,  nach  paralleler  Richtung  wirke,  nd 
Ton  allen  diesen  parallelen  Kräften  die  Resultante  be- 
stimmt. 

Hat  nun  die  Kraft  P  diese  letstere  Bedeutung,  m 
muss  man  sie,  um  ihre  Wirkung  auf  das  Element  dt 
su  erhalten,  in  die  Blasse  des  Elements  multiplicires. 
Letstere  ist,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Elements  =fc 
und  der  auf  seiner  Länge  rechtwinklige  Durchschaut 
=  «  gesetzt  wird,  ==(>«&,  und  folglioh  Pquü  der  dsm 
statt  des  vorigen  Ab  su  substhnirende  Ausdruck.  Asf 
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gleiobe  Art  hat  man  statt  der  vorigen  X>  Y,  Z  diesei- 
bau  Grössen ,  noch  mit  ?t  muhipliqirt,  zu  setzen.  Da- 
bei sind  f  and  «,  als  von  einem  Punkte  des  Fadens 
nun  andern  im  Allgemeinen  veränderliche  Grössen, 
Functionen  der  von  seinem  Anfangspunkte  bis  zum 
Punkte  (*»,  y,  *)  gerechneten  Länge  s  des  Fadens,  also 
auoh  Functionen  von  jr,  w.  *  selbfct 


Von  der  Kettefalinie. 

f.   287. 

Die  bisher  vorgetragene  allgemeine  Theorie  des 
Gleichgewichts  an  einem  vollkommen  biegsamen  Faden 
wellen  wir  jetzt  auf.  den  einfaohen  Fall  anwenden, 
«ms  $ammtlieke  auf  die  Elemente  des  Faden*  wir- 
kende Kräfte  einander  parallel  sind,  der  Faden  selbst 
aber  nur  mit  seinen  Seiden  Endpunkten  befestigt^ 
sonst /rei  beweglich  ist.  Man  lege  zu  dem  Ende  das 
Goerdinatensystem  so,  dass  die  Aze  der  y  parallel  mit 
den  Kräften  wird,  so  ist  durchweg  X  =  0,  Z=0, 
felgUoh  /Xds  =  Ay  fZds  =  C,  wo  A  und  C  noch 
na  bestimmende  Constanten  bedeuten,  und  man  erhält 
nach  den  Formeln  (4)  in  §•  280: 

dx  dy  dx 

Hieraus  fliegst  durch  nochmalige  Integration 

Jx=Cx  +  D, 

d.  h.  die  Fadeneurve  ist  in  einer  mit  der  Axe  der  y, 
also  mit  den  Kräften  parallelen  Ebene  entkalten. 
Werde  diese  Ebene  au  der  Ebene  der  jr,  y  genommen. 
Weil  a  ss  0  die  Gleichung  der  letatem  ist,  so  werden 


200  Zweiter  Thett.    8echftet  KaptteL 

damit  C=0  und  Z?  =  0,  und  wir  haben  nur  noch  die 
Gleichung 

0 

zu  berücksichtigen,  woraus  sich,  wenn  F,  als  Functk» 
von  *r  und  y,  gegeben  ist,  die  Gleichung  für  die  F*. 
deneurve,  und  umgekehrt,  wenn  letztere  gegeben  ist, 
die  Function  Y  finden  lässt. 

Die  Spannung  T  des  Fadens  im  Punkte  (x9  y)  ist 
ans  den  zwei  mit  den  Axen  der  x  und  y  paralleles 
Theüen  J7=—  fXds  =  —  A  und  F=— /FAs 
— Jf/p  zusammengesetzt  (f.  280.)»  bu^u11 

Die  Spannung  ist  daher  in  jedem  Punkte  mag» 
kehrt  dem  Sinus  des  Winkels  proportional,  den  die 
den  Faden  daselbst  Berührende  mit  der  Aze  der  y, 
d.  i.  mit  der  Richtung  der  Kräfte,  macht 

Sind  demnach  NK  und  IV K'  (Fig.  79.)  zwei  es 
zwei  Punkte  N  und  N'  des  Fadens  gelegte  Tangentsa 
und  schneiden  dieselben  eine  mit  den  Kräften  parallel 
gezogene  Gerade  IKK'  in  K  und  K\  sieb  selbst  aber 
in  Zr,  so  verhalten  sieh  die  Spannungen  in  N  und  jV, 
wie  die  Sinus  von  IK'N'  und  /fiiV,  also  auoh  wie 
KL  und  JTZ/,  d.  h.: 

Zwei  einen  Faden,  der  unier  Einwirkung  paral- 
leler Kräfte  im  Gleichgewichte  ist,  berührende  Seilen 
einet  Dreiecke,  dessen  dritte  Seite  mit  den  Kraftm 
parallel  üt9  verhalten  eich  wie  die  Spannungen  in 
Fadens  in  den  Berührungspunkten. 
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Der  in  der  Wirklichkeit  am  häufigsten  vorkommende 
id  am  meisten  interessirende  Fall  ist  derjenige,  wenn 
t  Faden  fiberall  gleiche  Dicke  nnd  Dichtigkeit  hat, 
id  wenn  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  die  Schwerkraft 
«  Die  unter  diesen  Umständen  vom  Faden  gebildete 
vre  hebst  vorzugsweise  die  Kettenlhne.  Da  die 
ihwerkraft  nach  verticaler  Richtung  von  oben  naoh 
iten  auf  gleiohe  Massen  gleiche  Wirkung  ausübt,  so 
:y  wenn  wir  ihre  Wirkung  auf  einen  Fadentheil,  des- 
n  Länge  =  1  ist,  oder  das  Gewicht  dieses  Theils,  g 
nnen,  g  eine  oonstante  Grösse,  und  wir  haben,  wenn 
r  die  positive  Richtung  der  Axe  der  y  vertical,  von 
den  naoh  oben  gehend,  annehmen,  Y  =  —  g  zu 
Ixen.  Hiermit  wird  fYds  =—gs  +  By  und  die  obige 
»dingungsgleiohung  geht  über  in: 

—gs  +  B=Jp. 

Von  welchem  Punkte  aus  die  Fadenlänge,  naoh  der 
sen  Seite  zu  positiv,  nach  der  andern  negativ,  ge- 
ebnet wird,  ist  noch  wiUkührlich.  Werde  hierzu  dor- 
tige Punkt  S  (Fig.  80.)  genommen,  in  welchem  die 
angente  der  Curve  horizontal,  also/» 3=0  ist  Weil 
eraach  s  und  p  zugleioh  null  werden  sollen ,  so  wird 
ich  die  Constante  10=0,  und  die  Gleichung  reduoirt 
oh  auf 

■ 
mn  man  noch  —  ■*»=£  setzt« 

Dies  ist  demnach  die  Gleichung  der  Kettehlinie, 
td  zwar  in  der  möglich  einfachsten  Form.  Sie  be- 
eilt zwischen  den  von  S  aus  gerechneten  Bogen  s 
id  der  trigonometrischen  Tangente  p  des  Winkels, 
an  die  Curve  gelegte  Berührende  mit  der  ho- 
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risontalen  Axe  der  s  macht  Da  der  Gleichung  za» 
folge  je  zwei  einander  gleichen,  aber  entgegengesets- 
ten  Werthen  von  s  auch  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werf  he  von  p  zugehören,  so  leuchtet  ein,  dann  die 
Curve  von  toiner  duroh  S  gelegten  Yerticale  in  swei 
symmetrische  Hälften  getheilt  wird,  und  dann  daher  8 
in  derselben  Bedeutung,  wie  bei  andern  geometrisches 
Curven,  der  Scheitel  der  Kettenlinie  ist. 

Duroh  Worte  ausgedrückt,  würde  hiernach  die 
Gleiohung  h$=p  also  lauten: 

Jeder  von  dem  Scheitel  an  gerechnete  Begen  ei- 
ner Kettenlinie  üt  der  trigonometrisch**  Tangen* 
des  Winkels  proportional,  welchen  die  an  den  EmL 
punkt  des  Bogens  gelegte  Berührende  mit  der  ß+ 
rührenden  am  Scheitel  macht* 

Da  übrigens  die  Curve  eines  im  Gleichgewichte 
befindlichen  Fadens  der  Richtung,  nach  welcher  <e 
Kräfte  wirken,  stets  ihre  erhabene  Seite  zukehrt  (rergl. 
f.  274.  *.),  so  ist  die  Kettenlinie  nach  unten  an  «be- 
ben, und  der  Scheitel  S,  in  welohem  die  Tangente  ho- 
rizontal liegt,  muss  der  tiefste  Punkt  der  Linie  scyn. 

f.  289. 

Um  die  Kettenlinie  oonstruiren  zu  können,  welke 
wir  nooh  ihre  (Gleichung  zwischen  den  rechtwinkliges 
Coordinaten  x  und  y  entwickeln.  Sey  deshalb  der  Wis- 
kel  der  an  die  Curve  im  Punkte  (.*,  y)  gelegten  Tai- 
gente mit  der  Axe  der  y,  =  t//,  so  ist 

dx  =  ds .  sinv,  dy  ==  (ü .  cost//,  p  =  ootgv* 
Die  Differentialgleichung  hds  =  dp  der  vorige*: 
hs=p>  wird  damit 

hdx       hdy d\jß 

sin  v      oos^"""     siav*  * 
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Integration 

Ar=— logtangiv  +  *>  4y=jg^;  +  *' 

fiesst  Die  Werthe  der  Constanten  c  und  <f  hängen 
tan  der  Wahl  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  ab« 
Man  bestimme  diesen,  der  Einfachheit  willen,  so,  dass 
e  und  c'  null  werden,  dass  also  für  y  =  90°,  d,  h.  für 
den  Soheitel,  x=0  und  y  =  i:A  wird,  dass  folglich 
der  Anfangspunkt  O  vertioal  unter  dem  Soheitel  und 
von  ihm  um  einen  Abstand  OS = 1 1  h  entfernt  liegt. 
Hiermit  werden  die  vorigen  zwei  Gleiehungen: 

Ar=—  logtang^v  oder  tang4v  =  *~**> 
wo  #  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet, 
und 

hy  =ii  sint//=  4  (ootg  4v  +  tang+v)> 
Mithin,  wenn  man  t//  eliminirt: 

oder  in  nooh  einfacherer  Form: 

Ay  =  cos(>i*V— 1). 
Dies  ist  demnach  die  gesuohte  Gleichung  der  Ket- 
teofinie  zwischen  x  und  y.  Die  Linie  1 :  A,  —  denn  A 
ist  tou  der  Dimension  — i,  —  drückt  den  Parame- 
ter der  Curve  aus.  Die  jetzige  Axe  der  x9  also  die 
Horizontale,  welohe  um  einen  dem  Parameter  gleichen 
Abstand  unter  dem  Soheitel  liegt,  wollen  wir  die  Di- 
reotrix  der  Kettenlinie  nennen. 

4.    290. 

Zusätze,  o.  Da  sich  in  der  erhaltenen  Gleichung 
der  Werth  von.  y  nicht  ändert,  wenn  man  den  Ton  x 
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in  den  entgegengesetzten  verwandelt,  so  bestätigt  rieh 
damit  die  obige  Bemerkung  (f .  288.),  dmss  dnreh  die 
Axe  der  y  die  Curve  symmetrisch  getbeilt  wird» 

6.  Die  Kettenlinie  ist  eine  rectifioirbare  Com. 
Denn  man  hat  für  den  vom  Seheitel  anfangenden  Bt- 
gen  si 

hs=p  =  eotgt//  =  ±  (eotg  *v  —  tangiv)» 

also  A#  =t\*     —  *        1> 
oder  >k  =  i-)/-isin(&r^--i). 

So  wie  daher,  wenn  man  den  Parameter  mr  Li- 
nieneinheit  nimmt,  die  Ordinate  y  der  Gesims*  der  ismv 
ginär  genommenen  Absoisse  ist,  so  ist  von  derselbe 
imaginären  Grösse  der  Bogen  s  der  imaginär  and  ■* 
gativ  genommene  Sinus  *)•  / 

Ans  den  durch  x  ausgedrückten  Werthen  ton  jr 
i  und  #  folgt  ferner: 

und  hieraus :        A2  (y 2 — #2)  =  i ,  d.  h. 


•)  Diese  Bemerkung  fuhrt  so  einer  unzähligen  Menge  tos  Rek- 
tionen bei  der  Kettenlinie;  denn  jede  goniometrische  Formel  laset  ska 
damit  in  eine  solche  umwandeln.  So  folgt  z.  B.  ans  des  Foradil 
welche  den  Sinns  und  Cosinus  dea  Unterschiedes  zweier  Bogen  dann 
die  Sinus  und  Cosinus  der  Bögen  selbst  ausdrucken  y  der  Satz: 

Ist  0  (Flg.  80.)  der  unter  dem  Scheitel  5  liegende  Punkt  as 
Directrix,  Mt  and  JVt  zwei  beliebige  andere  Punkte  der  Dseotnt 
undP,  ein  dritter  Punkt  derselben,  welcher  so  liegt,  dass  OPt*=*M tSt; 
sind  ferner  JhT,  Nf  P  die  über  JhT19  Nlt  Pt  befindlichen  Punkte  «e? 
Kettenlinie,  so  ist: 

SO  .SP^SN.MM^ SM.NNtt 
SO.PPt  -»  MMX  .  NNt  —  SM .  8N.  0 

Eben  so.  entspricht  der  goniometrischen  Formel:  cos«*  +  s**1 
—  i,  die  Gleichung:  UM\-SU*=8Q\  *.  s.  w. 
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•  Da*  Quadrat  ernst  vom  Seheitel  an  gerechneten 
ogens  einer  Kettenlinie  ist  dem  Quadrate  der  Eni* 
rnung  des  Endpunktes  des  Bogens  von  der  Diree- 
§>,  vermindert  um  das  Quadrat,  des  Parameters^ 

e.  Die  Differentiation  der  leteterhaltenen  Gleiobnng 
•bt: 

ydy=;sds 
nnd  weil  hsdx  =  dy  (f  288.) , 
so  ist  auch  hydx  —  ds    . 

nnd  hfydx  =  #,  d.  b.  + 

Hot  Flächenstück ,  welches  von  einem  Bogen  ei- 
r  Kettenlinie,  den  von  den  Endpunkten  dee  Bo- 
ns astf  die  Directrix  gefällten  Perpendikeln  und 
ms  dameisehen  enthaltenen  Theile  der  Directrix 
grenxt  wird,  ist  dem  Products  aus  dem  Bogen  in 
n  Parameter  gleicht  und  daher  dem  Bogen  seihst 
oportiomal. 

f .  291. 
Die  Spannung  T  der  Kettenlinie  im  Punkte  (*>y) 

==  — ^Tf>~  (f  287.).     Nach  |.  28&  ist  aber 
=  —g:A>  nnd  />  =  Aj  =  cotgi// (§.  289-),  folglioh 

*  • 

Im  Scheitel  ist  #=a0,   und  daher  die  S[Mnnnng 

selbst  satgi/L    Bexeiohnpn  wir  sie  mit  r,  so  wird 

JD&  Spannung  ist  demnach  im  Scheitel  am  klein- 
m9  und  der  Unterschied  der  Quadrate  der  Span- 
mgen  im    Scheitel  und  in  irgend  einem   andern 


206  Zweiter  TML   8ed*ee  Kapitel. 

wicht*  des  meischen  beiden  Punkten  begriffenem  Thei* 
les  der  Kette  gleich» 

Die '  Riohtigkeit  dieser  Gleichung  erhellet  auch 
sohon  dataus,  dfcss  alle  Kräfte,  welohe  auf  einen. tob 
Soheitel  S  (Fig.  80.)  atafangenden  Theil  SM  der  Kettest 
nie  wirken,  anoh  dann  noch  sieh  das  Gleichgewicht  hal- 
ten, wenn  sie  parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  md 
denselben  Pnnkt  getragen  werden.  Diese  Kr&fte  sind 
die  Spannungen  %  und  T  in  S  und  M  und  die  Ressl» 
tante  gs  aller  Wirkungen  der  Schwerkraft  auf  des 
zwisoffen  S  und  M  enthaltenen  Theil  des  Fadens.  Die 
Richtungen  von  r  und  gs  sehneiden  sich  aber  recht- 
winklig; folglich  eta 

■  ^  Dift'Wdtre  Gleichung  für  die  Spannung,  T=gf% 
giebt  zu  erkennen,  dose  die  Spannung  in  irgend  ei* 
nem  Punkte  M  der  Kettenlinie  dem  Gewichte  ems* 
Theil*  de*  Faden*  gleich  ist,  welcher  den  Abstand 
de*  Punkte*  M  van  der  Directrix  xur  Lange  bat* 
Da*  Gleichgewicht  de*  die  Kettenlinie  bildenden  Fe- 
dern wird  daher  nicht  unterbrochen ,  wenn  man  Ist* 
tern  in  M  über  eine  unendlich  kleine  daselbst  ange- 
brachte Rolle  führt  und  bis  xu  der  Directrix  frd 
herabhangen  lässt. 

Ist  folglich y  —  so  können  wir  umgekehrt  schlief- 
sen,  —  ein  über  xwei  unendlich  kleine  Rollen  gelegter 
und  mit  beiden  Enden  frei  herabhängender  Fmis* 
im  Gleichgewichte ,  so  liegen  die  beiden  Enden  i 
einer  Horizontalen  ,  nämlich  in  der  Directrix  der 
vom  mittlem  Theile  des  Fadens  »wischen  den  ReOm 
gebildeten  Kettenlinie. 

f  •  292. 
Zusätse.    «.  Eine  unmittelbare   Folgerung 


Gfakeflswieat  au  fjMIobii  Mtftawa  Fides» 


rem  Satze  ist,  <fo##,  **•*  man  einem  m  sieh  xu- 
aufenden  Faden  über  xwei  unendlich  kleine  Mol» 
\  und  B  (Fig.  81.)  hängt  y  die  xwei  Kettenlimen 
und  ASB,  welche  er  somit  bildet}  eine  ge- 
chafUiche  Directrix  haben.  Denn  läset  man  von 
der  beiden  Rollen,  A,  einen  Faden  frei' herab* 
in,  von  solober  Länge  AC9  dass  sein  Gewicht  der 
long  im  Punkte  A  des  in  sieh  zurücklaufenden 
is  gleich  ist,  so  wird,  weil  A  als  gemeinsohafÜi- 
Pnnkt  der  beiden  Kettenlinien  sn  betrachten  ist, 
droh  C  gelegte  Horizontale  CD  sowohl  der  einen, 
nr  andern  Kettenlinie,  als  Directrix  angehören» 
.  Sey  D  der  Fusspnnkt  des  von'  der  andern  Rolle 
f  die  gemeinschaftliche  Directrix  gefällten  Fer- 
kels, und  ä,  jST  die  Scheitel  der  beiden  Ketten- 
,  so  ist 

CA2  —  AS7  ä  DB*  —  SB* 
im  Quadrate  des  Parameters  der  Kettenlinie  ASB 
MK  6.),  und  eben  so 

CA*  —AST*  =  DB*  —  STB* ; 
oh  (SB+AS)(SB-AS)*=i£rB+A£r)(£rB-A£r). 
jegt  man  nun  durch  die  tiefere  der  beiden  Rollen, 
le  A  sey,  eine  Horizontale,  die  den  Kettenlinien 
•  und  ASB  in  U  und  U  begegne,  so  ist  der  Bo- 
JS  =SU  und  A£r=s£rü'.  Hiermit  wird  die 
ffhaltene  Gleiohung: 

ASB.ZJB=**A8B.WB> 
t  Wird  ein  in  eich  selbst  zurücklaufender  Fa- 
über  xwei  unendlich  kleine  Bollen  gehängt^  so 
Uten  sich  die  xwei  von  ihm  gebildeten  KettenM- 
ihrer  Länge  nach  umgekehrt9  wie  die  Theile 
iben9  welche  oberhalb  der  durch  die  tiefere  der 
n  Bollen  gezogenen  Horizontale  liegen. 
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•  r.  «w  So  wie  im  Punkt©  (.r,  y)  der  Kettenlinie  die 
Spannung  Tsssgy  ist,  so  ist  sie  in  irgend  einem  an» 
dem.  Punkte  (j^y)  der  Linie,  =£y',  und  daher,  wem 
letztere  Spannung  T  genannt  wird : 

eine  Gleichung,  welche  auch  unmittelbar  durch  Inte» 
gration  der  Gleichung  (8)  in  $.  283.  hervorgeht,  weai 
man  darito,  wie  es  hier  der  Fall  ist,  JC=0,  F=— g9 
ZsO  seist  Sie  drückt  den  Satz  aas,  dasa  der  Un- 
terschied zwischen  den  Spannungen  in  zwei  Punkten 
des  die  Kettenlinie  bildenden  Fadens  dem  Gewichte 
eines  Theils  desselben  Fadens  gleich  ist,  dessen  Liage 
die  Höbe  des  einen  Punktes  über  den  andern  miset 

Dieser  Satz  läset  sich  übrigens  auch  ohne  Anwen- 
dung der  bisher  vorgetragenen  Theorie  durch  folgende 
einfache  Betrachtung  dartbun.  —  Seyon  M  und  N 
(Fig.  80.)  zwei  Punkte  einer  Kettenlinie,  M  der  lie- 
fere, JV  der  höhere  *  und  Jj  ein  dritter  Punkt, 
mit  M  in  einer  Yerticalen  und  mit  N  in 
zontalen  liegt.  Hau  befestige  in  J!f,  JV  und  L  drei  na* 
endlich  kleine  Rollen  und :  lege  von  Jj  bis  N  einen  ge. 
raden  horizontalen  Steg.  Man  führe  hierauf  den  über 
N  hinausgehenden  Theil  des  Fadens  über  die  Rolle  S 
und  den  Steg  NL  bis  L\  und  den  über  M  hinaas  sieh 
erstreckenden  Theil  des .  Fadens  unter  der  Rolle  M 
weg  in  verticaler  Richtung  gleichfalls  bis  L  und  ves» 
knüpfe  ihn  über  der  in  L  angebrachten  Rolle  mit  dem 
ersten  Theile,  so  dass  man  einen  über  drei  Rollen  ge- 
legten 9  in  sich  zurücklaufenden  Faden  erhält.  Ist  asa 
dieser  Faden,  sioh  selbst  überlassen,  in  Rahe,  —  desa 
eine  continuirliohe  Bewegung  desselben  anxunehaea, 
streitet  gegen  die  Unmöglichkeit  einer  solchen  —  st 
wird  jeder  seiner  drei  Theile  noch  die   vorige  Fem 
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haben.  Vom  Theile  ZAT  ist  dieses  für  sieh  klar.  Wäre 
ferner  der  frei  von  L  bis  M  herabgehende  Theil  nieht 
geradlinig)  sondern  gekrümmt,  so  mfisste,  weil  L  und 
M  in  einer  Vertioalen  liegen,  ein  Theil  von  LM  seine 
bohle  Seite  naeh  nnten  zu  kehren ,  welches  wegen  der 
naoh  nnten  an  gerichteten  Schwerkraft  nicht  möglich 
ist  Der  frei  von  M  bis  N  sich  erstreckende  Theil 
wird  daher  nooh  die  anfängliehe  Länge  und  damit  auch 
die  anfängliche  Gestalt  haben«  Denn  es  darf  wobl  als  - 
Grundsatz  angestanden  werden,  dass  es  fär  einen  sohwe- 

Faden  Ten  gegebener  Länge,  der  mit  seinen  Enn 

in  zwei  Punkten  aufgehängt  wird,  nur  eine  einzige 
Form  giebt,  unter  welcher  er  im  Gleichgewichte  ist 

Da  also  der  Fadentheil  MN  nooh  die  anfängliche 
Form  hat,  so  sind  auch  seine  Spannungen  in  M  und 
Ny  welche  T  und  T  heissen,  dieselben  geblieben« 
Mach  §•  270.  ist  nun  die  Spannung  in  jedem  Punkte 
tob  LJVy  also  auch  in  L,  eben  so  gross,  als  in  N 
selbst,  folglieh  =  T.  Denn  die  auf  den  Theil  JVL 
.wirkende  Schwerkraft  wird  von  dem  horizontalen  Stege, 
auf  welohem  er  liegt,  aufgehoben  und  kann  daher  auf 
die  Spannung  keinen  Einfluss  äussern.  Ton  der  andern 
Seite  wurde  die  Spannung  in  Xr,  so  wie  in  jedem  an- 
dern Punkte  von  ML,  eben  so  gross,  als  in  My  mit» 
hin  =s  T  seyn,  wenn  der  Fadentheil  ML  keine  Schwere 
hätte.  Weil  aber  die  Sohwerkraft  auf  ihn  gleichfalls 
einwirkt,  so  ist  die  Spannung  in  L  der  um  das  Ge- 
wicht von  ML  vermehrten  Spannung  in  M  gleioh,  also 
7"=  T+g  ,ML>  wie  zu  erweisen  war. 

d.  Ist,  wie  im  wr.  $.,  %  die  Spannung  im  Scheitel 
&,  T  die  Spannung  in  irgend  einem  andern  Punkte 
Jf ,  und  sind  in  Bezug  auf  eine  beliebige  unterhalb  S 
in  der  Ebene  der  Kettenlinie  gesogene  Horizontale,  als 
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Axe  der,*,  die  Ordinaten  ton  Ä  and  JT,  =y  an*  y, 
so  ist  T —  r  =  g*  (y — /).  Es  ist  ferner,  wetm  der 
Bogen  SM***  gesetzt  wird:  T*  =  r*  +  #***.  Dw 
ElhttTDÄticm  von  7  aus  diesen  zwei  Gleichungen  giebt: 

oder  einfacher,  wenn  man  die  horizontale  Abseissen« 

Imie  so  legt,  das*  gf=i  t  wird * 

y  *  =y*  +  ,.. 

Da  ntnfl,  wie  so  eben  und  im  to*.  §•  gezeigt  w«h> 
defl,  df*  zwtfi  Gleichungen  für  T'  sich  geradezu  astf 
der  Natu*  der  Kettenlinie,  obne  Anwendung  der  Resb- 
flnng  des  Unendlichen,  herleiten  lassen,  so  sind  wir** 
mit  eben  so  einfach  zu  der  zräsehen  y  nftd  s  bestehst* 
den  Gleichung  der  Kettenfinie  selbst  gelangt.  -  Da* 
dabei  /  der  iln  Obigen  durch  f :  h  abgedrückte  Para- 
meter ist,  bedarf  keine*  Erinnerung. 

e.  Auch  die  Fundamentalgleichung  k*=p  ($.  Ml) 
kann  auf  ganz  elementare  Weise  hergeleitet  werft«. 
Da  nämlich  die  Spannung  5P,  welobe  mit  der  Ase  fsr 
y  den  Winkel  t//  macht,  die  Resultante  der  Spanasag 
t  nnd  der  Kraft  g*  itt,  wenn  letztere  beide  nach  des 
positiven  Richtungen  der  Azen  der  x  nnd  der  y  wir- 
kend angenommen  Werden,  so  hat  man 

folglich  eotg \p  =&±>  d.  i.  /r  =  ~  =  **• 

/.  Nach  der  Gleichung  (12)  in  §.  283,  und  wsB 
P^=—g9  9= — jp  und  Tsiny/  =  T  ist,  hat  man: 

—      T     _  7»  _  T» 

,        /*ein  <p        gr        Ar4 

Die  Kettenlinie  besitzt  daher  noch  die  merkwürdig* 
Eigenschaft,  da**  m  jedem  ihrer  Punkte  der  Kr%+- 
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i 
xmg*hatbme$$er  dem  Qvadtote  d&r  Spmnmig  pn*. 

trtionäl  ist. 

Im  Scheitel,  wo  T=t  ist,  wird  f,nl  :A,  d.  b. 

xr  Krümmungiha&mtuer  im  Scheitel  ist  d&n  P<*> 

muter  gleich. 

f  293. 

Aufgabe.  Ein  gleichförmige  schwere*  FaAen  toA 
»gebener  Länge  /  wird  mit  seinen  Enden  to  twei  g». 
ebenen  unbeweglichen  Punkten  Jf  und  AT  (flg.  80t) 
»festigt.  Die  Elemente  der  von  ihm  gebildeten  ftto*. 
nlinie  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Linie  ist  iA  der  flureh  U  ttd 
r  in  legenden  Verticalebene  enthalten.  In  Bezug  auf 
d  rechtwinkliges  Coordinatensystem  in  dieser  Ebene^ 
tu  welchem  die  Pireotrix  der  Kettenlinie  die  Abseis- 
tnlinie,  und  der  Punkt  O  der  Dirdctrix,  welcher  ver- 
ml  unter  dem  Scheitel  S  liegt*  der  Anfangspunkt  der 
bsqissen  i*t,  in  Bezug  auf  dieses  System  seyeo  *?,  y 
b  Koordinaten  von  üf,  und  &  +  a>  y  +  h  die  Cöordi- 
iten  nm  N'}  *ey  ferner  der  Parameter  der  Kettenlinie 
:  1 :  yi,  und  der  Bogen  SM  =  #,  also  der  Bogen* 
l\T=s  +  l9  wo  die  Bögen  s  und  /  positiv  zu  nehmen 
ad,  wenn  es  ihre  Projeotionen  auf  die  Axe  der  x 
mL    Alsdann  ist  nach  f.  290.  6.  liir  den  Pontyt  Jf: 

■*••■      U(>-H)«*V        ■■■-«-. 
U(y— #)  =  *     j 

fd  eben  so  für  den  Punkt  Nx 

\h{y+A+s+l)=ek(x^\ 


Duroh  die  gegebene  gegenseitige  Lage  von  Jft  imä 

sind  nun  o  und  6  gegeben;  es  sind  nftmlifth  die  Co« 

14« 
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ordioaten  von  N  in  Bezog  auf  ein  System ,  dessen  Ab- 
fangspnnkt  üf ,  und  dessen  Absoissenlinie  die  dnreh  M 
gelegte  Horizontale  in  der  durch  MJV  gelegten  Yerti- 
ealebene  ist.  In  Beziehung  auf  dasselbe  System  sind 
— x  und  — y  die  Coordinäten  von  Oy  also—  x+{izi) 
und  — y  +  (1  i  h)  die  Coordinäten  des  Scheitels.  Indes 
wir  daher  ans  den  4  Gleiohungen  (a)  und  (6)  den 
Bogen  9  eliminiren  nnd  die  3  Unbekannten  A,  «r,  jr 
durch  die  Gegebenen  /,  o,  b  ausdrucken,  wird  sieb  die 
Grösse  nnd  Lage  der  Kettenlinie  bestimmen  lassen, 
nnd  damit  unsere  Aufgabe  gelöst  seyn.  Die  hierzu  so- 
thige  Rechnung  ist  folgende. 

Durch  Subtraotion   der  Gleiohungen  («)  tos  (I) 
folgjt: 

<*)  i*  0+0  =***(*-«), 


•  • « 


und  hieraus  A*(l*— 6*)=e~™  (/*—  i)%  oder  wenn 

i/(t* fi*\ 

(d)  !L^-— — L=c  und    (e)   ah=x  setzt: 


*  .• 


••-!, 


:(/>  c==i(^* -*-*•). 


Um  hiernach  die  Unbekannte  *  aus  der  durch  l> 
a>  &  gegebenen  Grösse  e  zu  finden,  muss  man  entwe- 
der versuchsweise  verfahren,  oder  eine  Tafel  oonstr» 
ren,  welohe  für  jeden  Werth  von  c  den  zugehöriges 
für  x  giebt 

Hat  man  somit  die  transeendente  Gleichung  (/) 
aufgelöst,  so  macht  die  Bestimmung  der  Gesuchtes  *\ 
x  und  y  keine  Schwierigkeit  mehr.  Denn  A  findet 
alsdann  aus  (e)y  x  aus  einer  der  Gleiohungen  (e)y 
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y  auc  der  Gleichung  2Ay  »«**+«""**  ($.  289.),  welche 
durch  Addition  der  Gleichungen  (a)  hervorgeht 

♦•  SM. 

Zusätze.    «.  Die  Entwiokelung  der  tranecenden- 
ten  Function 'von  s  in  eine  Reihe  giebtt 


1  +1.2.3.2»  +  1.2.3.4.5.2«  + 


e  •• 


Zufolge  der  Gleichung  (/*)  muss  daher  e>l,  und 
mithin,  wegen  (rf),  /2>aa  4-  £*  seyn,  was  auch  sehen 

daraus  flieset,  dass  j/a2+*a  die  Sehne  des  Bogens  / 
ist. 

b.  Setst  man  £  =  0  und  02s  1,  so  wird  nach  («0 
rmd  (*) ,  /=  e  und  >i  =  *.  Die  nach  (f)  zu  oonstrui- 
rende  Tafel  giebt  daher  zunächst  und  unmittelbar  den 
Parameter  1 :  *  einer  Kettenlinie,  deren  Länge  =  c 
ist,  und  deren  Aufhängepunkte,  wegen  £  =  0,  in  einer 
Horizontalen  sind  und  in  einem  Abstände  0  =  1  von 
linander  liegen.  Die  Bestimmung  des  Parameters  ei- 
ner in  irgend  zwei  Punkten  aufgehängten  Kette  wird 
folglich  immer  auf  den  einfachen  Fall  zurückgebracht, 
renn  die  Gerade  durch  die  zwei  Aufhängepunkte  eine 
Horizontale  ist. 

e.  Ueberhaopt  ersieht  man  aus  den  Gleichungen 
rf),  (e)  und(/*),  dass  der  gesuchte  Parameter  l:h  bloss 

ron  0  und  ^l%  —  b2  abhängig  ist,  und  dass  mithin  die 
lurch  /,  0,  b  bestimmte  Kettenlinie  denselben  Parame- 
er,  als  eine  andere  hat,  deren  Aufhängepunkte  in  ei- 
1er  Horizontalen  um  einen  Abstand  =  0  von  einander 

mtfernt  liegen,  und  deren  Länge  =y/2  — b%  ist 

Werden  daher  mehrere  gleichförmig  schwere  Fä- 
len  in  einem  Punkte  P  (Fig.  82.)  befestigt  und  von  da 
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geradlinig  bis  zu  Punkten . . .  iV,',  /V,  N\  A*,*..,  die 
in  einer  Vertioalen  liegen,  fortgeführt,  and  wird  hier- 
auf der  Punkt  P  in  einer  horizontalen  Ebene  näher  an 
dieee  Verticale,  etwa  bis  Mx  gerückt,  so  haben  die 
Kettenlinien ,  zu  welchen  sich  nunmehr  die  Fäden  kräm» 
men,  einander  gleiohe  Parameter  und  sind  daher,  n 
unendlioher  Ausdehnung  gedacht,  einander  gleibh  und 
ähnlioh.  Denn  schneidet  die  Horizontalebeoe,  in  wet 
oher  P  und  M  liegen,  die  Vprtioale1  in  N>  so  ist  für 
<He  verschiedenen  KettenKnien  a  =*  MN  und  /*  —  i % 

Von  allen  diesen  Kettenlinien  liegen  übrigens  dtt 
Scheitel  gleichfalls  in  einer  Kettenlinie,  welche  Mwm 
Scheitel  und  denselben  Parameter,  wie  die  worigeo, 
aber  einfe  umgekehrte  Lage  hat,  so  dass  M  die  hödult 
Stelle  einnimmt.  Hiervon  kann  man  sich  durch  che 
sehr  einfache,  von  der  Natur  der  Kettenlinie  ganz  ■»- 
abhängige,  Betrachtung  überzeugen.  Wird  nämlich  der 
Bogen  S,TM  ein#  Kettenlinie,  von  welcher  St  im 
Scheitel  ist,  in  seiner  Ebene  um  den  Mittelpunkt  sa- 
ner  Sehne  S,M  halb  herumgedreht,  bis  er»  in  die  Lage 
JUSS,  kommt,  so  vertauschen  S,  und  M  ihre  Stellen, 
und  der  Scheitel  ist  nunmehr  in  JA.  Beschreibt  maa 
folglich  in  der  Ebene  einer  Kettenlinie  S,TM  mit  de» 
selben  Parameter  eine  zweite,  welche  die  umgekehrte 
Lage  der  erstem  und  irgend  einen  Punkt  M  der  er- 
stem zum  Scheitel  hat,  so  geht  diese  zweite  durch  des 
Scheitel  S,  der  erstem. 

f  295. 

Bei  der  im  Obigen  entwickelten  allgemeinen  Theo- 
rie des  Gleichgewichts  eines  Fadens  wurde  in  $•  28L 
noch  der  Fall  in  Betracht  gezogen,  wenn  der  Fades 
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picht  vollkommen  frei  beweglich  ist,  sondern  auf  einer 
unbeweglichen  Fläche  liegt  Um  von  den  für  diesen 
Fall  entwickelten  Formeln  die  Anwendung  an  einem 
leichten  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  einen  gleich- 
förmig schweren  Faden  auf  einer  gegen  den  Horizont 
geneigten  Ebene  liegend  annehmen.  Einfacherer  Rech- 
nung willen  lasse  man  diese  Ebene  die  Ebene  der  s9  y 
.eejiL  Die  Axa  ,der  x  sej  darin  horicoptal,  also  die 
Ebene  dar  y,  x  vertic^l,  und  der  Winkel  einer  Verti- 
jOalen  mit  der  Fadenebene  gleich  dem  Winkel  .der  Ver- 
ücalen  jnit  der  Aste  der  y.  Heisse  a  dieser  Winkel, 
wann  die  wrtiqele  jliqhtjing  nach  oben  zu  jiesitiv  ge- 
jmnmen  «wird#  und  he&eiehne  — g,  wie  ,m  Vorigen» 
jfct  Äohwetkra.ft. 

Diß  SQbne^kraft,  jaaoh  den  Axen  der  &  yß  %  w- 
JUgt,  gjchthiaraach  die  drei  Kräfte :  Jl-hO,  Y= — £coso, 
JPbs— gs\aa.  Jfyin  ist  die  >Gleiobung  der  Ebene  4er 
4T»  jr9  also  der  faden  ebene  2  ,*~P,  mitbin  (§.  284.) 
JF~%  und  .uzs*Oy  .?  =  0,  ^j=l.  M\t  diesen  Wer- 
,then  fär  «X,  X;  JV,  ifc  *,  tr  werden  die  dortigen  Glei- 
*|rangeiu 

—  g-sinoA  4-  M*b  =  *• 

«Die  awei  «erstem  derselben  sind  einerlei  mit  den.en, 
welche  man  .findet,  wenn  4er  Faden  nicht  auf  einer 
Fläche  liegt,  sondern  frei  ist,  uqd  .^ie  Axe  dep  y  eine 
vertioale  Lage  bat,  nur  dass  die  Constante  g  hier  nooh 
von  dem  Factor  cosa  begleitet  ist.  Von  dem  Werthe 
dieser  Constanten  ist  aber  nach  §.293.  die  Curvenform 
eines  in  zwei  Punkten  frei  aufgehängten  Fadens  unab- 
hängig, und  wir  schliessen  daher: 

Wird  ein  auf  einer  scAie/en   Ebene   liegender 
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gleichförmig  schwerer  Faden  mit  seinen  Enden  am 
„  zwei  Funkten  der  Ebene  befestigt)  so  ist  die  von  ihm 
auf  der  Ebene  gebildete  Curve  dieselbe  Kettenlimey 
welche  er  annimmt,  wenn  die  Ebene  durch  Drehung 
wm  eine  in  ihr  enthaltene  Horizontale  in  eine  vertu 
edle  Lage  gebracht l,  und  damit  ihre  Einwirkung 
auf  den  Faden  aufgehoben  wird. 

Darob  Drehung  der  Ebene  am  eine  in  ihr  geso- 
gene horizontale  Axe  wird  also  die  Fadencurve  nicht 
geändert ,  was  anoh  schon  daraas  einleuchtet,  dass  in 
jedem  Aagenblioke  der  Drehung  auf  gleiche  Elemente 
ds  des  Fadens  gleiohe  and  auf  der  Drehungsaxe  nor- 
male Kräfte  —  geona  .  ds  in  der  Ebene  wirken«  Aas 
demselben  Grande  erhellet,  dass  bei  jeder  durch  die 
'Drehung  hervorgebrachten  Neigung  der  Ebene  die  (bei 
der  verticalen  Lage  durch  gy  bestimmten)  Spannungen 
in  den  verschiedeneu  Punkten  des  Fadens  in  den  näm- 
Hohen  Verhältnissen  zu  einander  stehen,  dass  aber  die 
Spannung  in  einem  und  demselben  Punkte  Ton  einer 
Neigung  zur  andern  dem  Sinus  der  Neigung  gegen  den 
Horizont  (90°  — o)  proportional  ist,  und  daher  bei  ho- 
rizontaler Lage  ganz  verschwindet. 

Endlich  bemerke  man  noch,  dass  zufolge  der  drit- 
ten Gleichung  die  schiefe  Ebene  von  jedem  Cume- 
elemente  dt  einen  auf  ihr  normalen  Druok  =  dem  Ge- 
wichte gds  des  Elements,  multipücirt  in  den  Cosim 
der  Neigung;  erleidet« 


/ 
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Analogie  zwischen  dem  Gleichgewichte 
an  einem  Faden  und  der  Bewegung  eines 

Punktes. 

f  296. 

Es  dürfte  gewiss  schon  von  Manohem  bemerkt 
worden  seyn,  dass  zwischen  dem  Gleichgewichte  an 
einem  Faden  and  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktet  in  mehrfacher  Beziehung  Aebdlicbkeit  statt 
findet;  dass  z.  B.  eben  so,  wie  ein  Faden,  anf  den  nur 
an  seinen  Enden  Kräfte  wirken,  sich  geradlinig  aus- 
dehnt, auch  ein  Punkt,  anf  den  nur  ein  anfänglicher 
Stoss  wirkt,  geradlinig  fortgeht;  dass  auf  gleiche  Art, 
wie  ein  über  eine  krumme  Fläche  gespannter  Fadeir 
die  kürzeste  Linie  bildet,  die  sich  auf  der  Fläche  von 
einem  Punkte  zum  andern  ziehen  lässt,  anoh  ein  anf 
einer  Fläche  durch  einen  Stoss  in  Bewegung  gesetzter 
Punkt  die  kürzeste  Linie  bei  seiner  Bewegung  wählt, 
und  dass,  wie  dort  die  Spannung,  so  hier  die  Ge- 
schwindigkeit von  einem  Punkte  zum  'andern  constant 
ist;  u.  s.  w.  Gleichwohl  erinnere  ich  mich  nicht,  eine 
Tergleicbung  dieser  Tbeörieen  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  irgendwo  angestellt  gefunden  zu  ha- 
ben. Da  indessen  eine  solche  Vergleiohung  nicht 
nur  an  sich  interessant  ist,  sondern  auch  die  eine 
Theorie  durch  die  andere,  und  namentlich  die  des 
Gleichgewichts  durch  die  der  Bewegung,  mir  Gewinn 
su  ziehen  scheint,  so  will  ich  in  diesem  Kapitel  den 
zwischen  beiden  Theorieen  obwaltenden  Znsammenhang 
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näher  entwickeln  und  zeigen,  wie  jeder  Satz  der  eben 
seinen- entsprechenden  in  der  andern  bat. 

§.  297. 

Seyen  A,A,  AA',  A'A'\...  (Fig. 83.)  mehrere  auf 
einander  folgende  Elemente  eines  Fadens,  an  welches 
Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten.  Die  auf  die  ge- 
nannten Elemente  wirkenden  Kräfte  seyen  resp.  P^A,Af 
P.AA'j  F.A'A\  eto.  (§.  280.).  Wegen  der  unendli- 
chen Kleinheit  der  Elemente  4ann  man  sioh  diese  Kräfte 
an  beliebigen  Punkten  derselben  angebracht  vorstelle*. 
Seyen  daher  resp.  An  A,  -4*,...  die  Angriffspunkte  der 
Kräfte  und  A,B,9  AB,  A'B',.„  ihre  Richtungen.  Bad- 
lieh  aeyen  Tn  T9  T',...  die  .Spannungen  der  Rlomsate 

Hiernach  sind  am  Punkte  A  die  Kräfte  T,9  PAAA 
und  T  naob  den  Richtungen  AA&  AB  und  AJ!  m 
Gleichgewichte,  folglich  die  ersten  zwei  Kräfte  naek 
den  Richtungen  A,A,  BA  gleichwirkend  mit  der  drit- 
ten n^ch  der  Richtung  AÄ.  Bewegt  sich  daher  m 
als  materieller  Punkt  zu  denkender  Körper  nach  der 
Richtung  A,A,  und  erhält  er  in  A  einen  Stoss,  welober 
ihm  nach  der  Richtung  BA  eine  Geschwindigkeit  w- 
theilt,  die  sich  zu  seiner  Geschwindigkeit  in  A,A>  wie 
T,  zu  P.  AA!  verhält,  so  wird  er  nach  AA'  mit  einer  der 
Spannung  T  proportionalen  Geschwindigkeit  fortgehe«. 
Auf  gleiche  -  Art  wird  ihn  ein  neuer  Stoss,  den  er  » 
Af  empfangt,  und  der  ihm  naoh  der  Richtung  BfA  eise 
Geschwindigkeit  beibringt  j  die  in  demselben  Verhalt- 
jiisse,  wie  Torhin,  mit  P  .A'A!f  proportional  ist,  sieh 
naoh  A'A"  mit  einer  der  Spannung  T"  proportieoilet 
Geschwindigkeit  zu  bewegen  nöthigen  u.  s.  w.,  so  des* 
der  Punkt,  wenn  upjner  neue  Stoeae  nach  demsclbee 
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Gesetze,  wie  die  vorigen,  auf  ihn  ein  wirken ,  da  Fi- 
denelement  nach  dem  andern  mit  einer  der  Spannung 
fiberall  proportionalen  Geschwindigkeit  besehreiben  wird» 

In  welehen  Verhältnissen  die  Längen  der  Elemente 
m  einander  stehen  sollen ,  hängt  von  unserer  WiUkühr 
ab  und  hat  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss.  Zur 
Vereinfachung  der  Betrachtung  wollen  wir  jedes  Eier 
ment  der  in  ihm  herrschenden  Spannung ,  also  auch 
der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  von  dem  Punkte 
besehrieben  wird,  proportional  setzen.  Alsdann  sind 
dte  Zeitelemente,  in  denen  sie  besehrieben  werden, 
einander  gleich,  =  dt,  und  die  Stösse,  welehe  Jetst 
proportional  mit  P.  T,  P.T"%...  werden,  folgen  in 
>  gleichen  Zeitintervallen,  ==  dt,  auf  einander, .  und  las- 
se* siöh  daher  als  die  Wirkungen  einer  beschleuni- 
genden ,  mit  PT  proportionalen,  Kraft  ansehen. 

Es  ist  aber,  wenn  Q  diese  beschleunigende  Kraft 
in  A  genannt  wird,  Qdt  die  von  ihr  in  dem  ersten 
Zeitelemente  ihrer  Wirkung  erzeugte  Geschwindigkeit, 
und  diese  verhält  sich  nach  dem  Obigen  zu  der  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  in  A,A,  welche  v  heisse, 
wie  P.AA*,  =  Pd*>  zu  T,  oder  T.    Man  hat  daher: 

Qdt      Pds       .     ^      Pv%  dt 

2—  ^^ ,  also  g=»  -^-,  wegen  ^«tf, 

nad^.P=viT9 

v  * 

wonach  aus  der  Kraft  am  Fäden  und  seiner  Spannung 
und  ans  der  Geschwindigkeit  des  in  der  Fadenourve 
zieh  bewegenden  Körpers  die  den  letztem  beschleu- 
nigende Kraft  gefunden  werden  kann. 

Da  nun,  wenn  die  anfängliche  Richtung  und  Ge~ 
eekwindigkeit  to*  Bewegung  eipe*  Körpers  wA  die  bt> 
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schlennigende  Kraft  gegeben  sind,  seine  fernere  Bahn 
und  seine  Geschwindigkeit  in  derselben  vollkommen  he> 
stimmt  sind,  so  sohliessen  wir: 

Sind  Kräfte,  welche  auf  einen  Faden  seiner 
ganxen  Länge'  nach  wirken,  im  Gleichgewichte ,  ss 
wird  ein  Körper,  der  sich  in  der  Fadencurve  m 
bewegen  anfängt,  darin  fortgehen,  lund  seine  Ge- 
schwindigkeit wird  an  jeder  Stelle  der  Spanmmg 
daselbst  proportional  seyn,  wenn  auf  ihn  nach  einer 
der  Kraft  am  Faden  entgegengesetzten  Richtung 
eine  beschleunigende  Kraft  wirkt,  die,,  durch  He 
Geschwindigkeit  dividirt,  sich  xur  Kraft  am  Fadem, 
wie  die  Geschwindigkeit  xur  Spannung  verhält. 

Znsatz*  Letztere  Proportion  lässt  sich  auch  abe 
ausdrücken:  Es  muss  sich  die  beschleunigende  Kreft 
xum  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  wie  die  Kraft 
am  Faden  xur  Spannung  verhalten.  Je.  grösser  abe 
die  Geschwindigkeit  seyn  soll,  desto  grösser,  und  zwar 
im  doppelten  Verhältnisse  grösser,  muss  die  besohle»- 
nigende  Kraft  seyn,  —  so  wie  überhaupt  der  Satz  gilt: 
dass,  wenn  ein  Körper  b  sich  in  derselben  Curre,  wie 
ein  anderer  a,  bewegt,  seine  Geschwindigkeit  aber  ii 
jedem  Punkte  das  otfache  der  Geschwindigkeit  ist, 
welche  a  daselbst  hat,  die  beschleunigende  Kraft,  wel- 
che b  treibt/  das  mxnfaohe  der  auf  a  wirkenden  Kraft 
ist 

f    298. 

Aus  jedem  Gleichgewichte  zwischen  Kräften,  welch* 
auf  einen  Faden  wirken,  lässt  sioh  daher  auf  die  Be- 
wegung eines  Körpers  ein  Schluss  machen,  indem  ms 
für  die  Curve  des  Fadens  die  Bahn  des  Körpers,  für 
die  Spannung  des  erstem  die  Geschwindigkeit  des  letz- 
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tera  und  für  die  Kraft  am  erstem  die  den  letztem  be- 
schleunigende Kraft,  dividirt  durch  die  Geschwindig- 
keit, setzt. 

Das  einfachste  hierher  gehörige  Beispiel  ist  ein 
Faden,  auf  den  nur  an  seinen  Enden  sich  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte  wirken.  So  wie  ein  solcher  die 
Gestalt  einer  geraden  Linie  annimmt,  und  seine  Span- 
nung in  jedem  Punkte  von  gleicher  Grösse  ißt,  so  geht 
auob  ein  Körper,  durch  einen  momentanen  Stoss  ge- 
ben, in  gerader  Linie  und  mit  oonstanter  Geschwindig- 
keit fort« 

So  wie  ferner  ein  Faden  in  jeder  beliebigen  Cur» 
Yenform  im  Gleichgewichte  ist  und  überall  dieselbe  Span- 
nung T  hat,  wenn  auf  jeden  seiner  Punkte  in  der  Rich- 
tung des  Krümmungshalbmessers  r  von  der  bohlen 
nach  der  erhabenen  Sqjte  der  Curve  eine  Kraft  Pz=* 
T :  r  wirkt  (§.*279.),  so  bewegt  sich  auoh  ein  Körper 
in  irgend  einer  gegebenen  Curve  mit  oonstanter  Ge- 
schwindigkeit v ,  wenn  ihn  in  der  Richtuug  des  Krüm- 
mungshalbmessers r  von  der  erhabenen  nach  der  hoh- 
len Seite  eine  beschleunigende  Kraft  Q  treibt,  von  der 
Grösse,  dass  Q  :  v  =  v :  r,  also  Q  =  v2 :  r  ist. 

Ein  merkwürdiges  Beispiel  gewährt  noch  die  vor- 
mgsweise  so  genannte  Kettenliuie.  Da  bei  dieser  die 
auf  die  einzelnen  Punkte  wirkenden  Kräfte  von  gleicher 
Grösse  und  einander  parallel  sind,  so  wird  sich  ein 
Körper  in  einer  Kettenlinie  bewegen,  wenn  die  be- 
schleunigende Kraft  Q  sich  parallel  bleibt,  und  Q :  v 
eonstaut,  also  Q  proportional  mit  v  ist«  Hieraus  und 
ans  den  übrigen  beim  Gleichgewichte  einer  Kette  vor- 
kommenden Umständen  folgern  wir: 

Wird  ein  Korper  von  einer  vertical  nach  oben 
gerichteten  und  Meiner  jedesmaligen  Geschwindigkeit 
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proportionalen  beschleunigenden  Kraft  getrieben ,  eo 
beschreibt  er  eine  verticale  KettenHnie,  eieren  Schei- 
tel ihr  tiefster  Punkt  ist.  Dabei  ist  die  Geschwin- 
digkeit des  Korpers  der  Spannung  der  Kette ,  also 
der  Secante  des  Winkels  proportional r,  den  eine  He 
Durve  Berührende  mit  dem  Horizonte  macht  (§.287.)t 

Weil  übrigens  im  Scheitel  T=g.h  ist  (|.  291.), 
wo  g  die  jetzt  oonstante  Kraft  P  aasdrückt,  so  ist  fai 
Seheitel  der  durch  Bewegung  erzeugten  Kettenüaie: 
vsxnQtvh,  folglich  v% :  Q  =  i :  hs  d.  h.  das  Qnadrot 
der  Geschwindigkeit  im  Scheitel,  dividirt  durch  ü$ 
beeehieumigende  Kraft  daselbst,  giebt  den  Poroms 
ter  der  Kettenlinie. 

Sehr  leicht  kann  man  sieh  Ton  diesen  Resultat«! 
auoh  durch  unmittelbare  Rechnung  überzeugen.  Mi* 
hat  nöailioh  für  die  vorausgesetzte  Kraft-,  wenn  Mi 
ihre  Richtung  mit  der  Are  dery  parallel  annimmt,  die 
viEunsflnetenuiiffcn  • 

d%x  d%y  ads 

folglich)  wenn  man  integrlrt: 

dx        .      dy  .  .   ,  ,  bds 

—t:  =  6)     ^j-=ias  +c,  und  daher  *  s=r  — -, 

woraus  die  Proportionalität  der  Geschwindigkeit  nit 
der  Secantä  der  Neigung  der  Berührenden  fliesst  Settt 
man  ferner  #  =  0,  rechnet  also  den  Bogen  s  von  de« 
Punkte  an,  in  welchem  dy=0,  mithin  die  Berührende 
horizontal  ist,  so  kommt: 

dy     as 

dx      b 

Dieses  ist  aber  die  Differentialgleichung  einer  Ket- 
tenlinie, deren  Parameter  =  bza9  und  deren  Scheitel 
ihr  tiefrter  Punkt  ist  (§.  388.).    Weil  daselbst  <fy=0, 
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nnd  daher  rf*  =  dx9  also  » =  4,   so  ist  im  Scheitel 

da 

Q,  =a  -r-  =  ab,  mithin  v2 :  Q  =  b :  a  =  dem  Parame- 
ter, —  gleichfalls  überetnsthnmend  mit  dem  Obigen. 

*.  m 

Auf  eben  die  Art,  wie  man  vom  Gleichgewichte 
eines  Fadens  zur  Bewegung  eines  Körpern  übergeben 
kann,  l&sst  sich  auch  immer  aus  irgend  einer  krumm* 
finigen  Bewegung  eines  Körpers  auf  das  Gleichgewicht 
eines  eben  so  gekrümmten  Fadens  schliessen«  Denn 
so  wie  in  §•  297.  aus  dem  Gleichgewichte  der  auf  den 
Punkt  A  (Fig.  83.)  nach  den  Riebtungen  AA„  AB 
und  AA*  wirkenden  Kräfte  T„  P.AÄ  und  T  gefol- 
gert wurde,  dass  ein  Körper,  der  sich  nach  A,A  mit 
einer  Geschwindigkeit  v,  =  cT,  bewegt,  und  dem  in  A 
nach  der  Richtung  BA  eine  Geschwindigkeit  Qdt 
ssscP.AA?  mitgetheilt  wird,  nach  AA'  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit v  =  cT  fortgeht,  wo  e  eine  Constante 
nnd  dt  das  Zeitelement  bezeichnet,  in  welchem  der 
Körper  das  Ranmelement  AA'  (=vdt)  zurücklegt:  so 
kann  auch  umgekehrt  daraus,  dass  v  die  Resultante 
der  Geschwindigkeiten  v,  und  Qdt  ist,  auf  das  Gleich- 
gewicht zwischen  Tn  P*  AA9  und  T  geschlossen  wer- 
den. So  wie  ferner  die  Bewegung  eines  Körpers 
durch  ihre  anfängliche  Richtung  und  Geschwindigkeit 
nnd  durch  die  beschleunigende  Straft  vollkommen  be- 
stimmt ist,  so  ist  es»  auch  die  Gestalt  eines  Fadens  und 
die  Spannung  in  federn  Punkte  desselben,  wenn  für 
eines  seiner  Elemente  die  Lage  und  die  Spannung  des* 
selben,  für  alle  aber  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  ge- 
geben sind»  Hiernach  lässt  sich  der  in  f.  297«  erhal- 
tene Satz  folgendergestalt  umkehren: 
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Bewegt  eich  ein  Korper,  durch  eine  beschleunig 
gende  Kraft  getrieben ,  so  ist  ein  Faden  in  der  vom 
Korper  beschriebenen  Curve  im  Oleichgewichte  und 
seine  Spannung  an  jeder  Stelle  der  Geschwindigkeit 
des  Körpers  proportional,    wenn  ein  Element   des 
Fadens  mit  einem  Elemente  der  Bahn  des  Korpers 
zusammenfallt,   wenn  die  Kraft  am   Faden  überall 
die  entgegengesetzte  Hichtung  der  beschleunigende» 
Kraft  ihat,  und  wenn  (PTiQ  =  T2 1 »%  d.  k.)  des 
Product  aus  der  Kraft  am  Faden  in ,  die  Spannung 
xu  der  beschleunigenden  Kraft  in  einem  constmUm   ' 
Verhältnisse  steht,  welches  dem  Doppelten  des  #**> 
stauten  Verhältnisses  der  Spannung  xur  Gesehwm 
digkeit  gleich  ist. 

So  wissen  wir  *.  B.,  dass  ein  Körper  unter  Er- 
wirkung der  oonstanten  und  vertical  nach  unten  gerich- 
teten Schwerkraft  eirie  Parabel  besehreibt,  deren  Schei- 
tel ihr  oberster  Punkt  ist,  dass  die  Geschwindigkeit  is  ■ 
jedem  Punkte  der  Parabel  der  Secante  des  Winkel* 
proportional  ist,  den  die  daselbst  an  sie  gezogene  Be- 
rührende mit  dem  Hotizonte  macht,  und  dass  das  Qua* 
drat  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel,  dividirt  durch 
die  Schwerkraft,  dem  halben  Parameter  der  Parabel 
gleich  ist 

Mithin  wird  auch  ein  Faden  in  der  Gestalt  ei- 
ner verticalen  Parc&el,  deren  Scheitel  ihr  oberster 
Punkt  ist,  im  Oleichgewichte  seyn9  wenn  au f  jedes 
seiner  Punkte  eine  vertical  nach  oben  gerichtete,  der 
Spannung,  umgekehrt  proportionale,  Kraft  wirkt* 
Dabei  wird  die  Spannung  jedes  Elements  propert** 
nal  der  Secante  des  Winkels  des  Elemente  mit  im 
Horizonte  seyn,  und.  die  Spannung  im  Scheitel,  dh 
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durch  die  Kraft  im  Scheitel,   (T:  P=v* :  Q)y 
i*d  den  halben  Parameter  geben.  * 

Wollen  wir  uns  von  diesen  Resultaten  unmittelbar 
erzeugen,  so  dürfen  wir  nur  zu  den  Formeln  iq 
»7. 

/rA  =  ^undT=-^ 

rüekgehen,  welche  sieb  auf  das  Gleichgewicht  eines 
idens  bezieben,  auf  dessen  Punkte  mit  der  Aze  der 
parallele  Kräfte  Y  wirken.  Hiervon  druckt  schon 
i  zweite  Gleichung  das  Gesetz  der  Spannung  aus* 
t  ferner  nach  der  jetzigen  Hypothese  T  umgekehrt 
oportional  mit  T  sejrn  soll,  so  kommt,  wenn  wir  dem 
m&ss  Y=azT  setzen: 

-«£-^—5/*— -5'+* 

d  naob  nochmaliger  Integration: 

A*y  =  C  +  ABx  — 4ojt% 
oder  A*y  =  —  lax29 

an  wir  den  Punkt  derCurve,  in  welchem  dyzdx=0* 
y  zum  Anfangspunkte  der  Coordioaten  nehmen.  Die- 
i  ist  aber  die  Gleichung  für  eine  Parabel,  welche 
ten  Parameter  =  2A2  :  a  und  eine  mit  der  Axe  der 
parallele  Aze  bat,  und  deren  Sohenkel  nach  der  ne- 
iiven  Seite  der  Aze  der  y  gerichtet  sind,  wenn  m 
sitiv,  d.  h.  wenn  die  Kräfte  nach  der  positiven  Seite 
rselben  Axe  geriohtet  sind. 

Weil  endlich  im  Scheitel  ds  =  dar9  und  folglich 
selbst  die  Spannung  T=  —  A  und  die  bcRchleuni- 
tade  Kraft  Y  =  —  a :  A  ist,  so  findet  sich  im  halbe 
irameter  =  A  x  (a  i  A)  =  der  Spannung  hn  Sohei- 
[,  dividirt  durch  die  beschleunigende  Kraft  daselbst, 

e  vorhin. 

n.  i* 
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'  Wenn  in  dem  Bisherigen  lifo  anf  das  Element  des 
Faden*  ds  wirkende  Kraft *±s±  Pds  gesetzt  wurde,  and 
wenn,  wie  es  gew&bnlich  ist,  anter  P  die  Gesantmt- 
wirknng  auf  eine  Masse  =  1  verstanden  wird  (§•  286.), 
so  hat  .man  sieh  die  Hasse  -des  Fadens  seiner  Länge 
nach  gleichförmig  vertheilt  zu  denken,  so  dass  Tbeile 
von  gleicher  Länge  auoh  der  Masse  nach  einander 
gleich  sind.  Ist  aber  die  Masse  ungleichförmig  rer- 
theilt,  so  ist,  bei  gleicher  Bedeutung  von  P9  die  laf 
/das  Element  ds  wirkende  Kraft  =  PquIs  xu  setzen, 
wo  Qfds  die  Masse  des  Elements  ausdrückt  (ebenda*.)« 

Mit  Anwendung  eines  solchen  Fadens  von  nngleteb- 
förmig  vertbeilter  Masse  lässt  sich  der  im  vor.  f.  tob 
der  Bewegung  auf  das  Gleichgewicht  gemacht«  Schluss 
auf  eine  etwas  andere  Weise  bilden.  Denn  weil  jetit 
Pqidt  mit  Qdt  in  oonstantem  Verbältnisse  seyn  mm 
(vor.  §.),  so  können  wir  geradem  P  mit  Q,  proportional  •*• 
tzep,  wenn  wir  noch  Qid$  mit  dt,  d.  h.  die  Masse  des  Fi- 
dentAemetits  mit  dem  Zeitelemente,  aho  Oberhaupt  die 
Masse  jedes  Tbeils  des  Fadens  mit  der  Zeit,  in  wel- 
cher dieser  Tbeil  vom  Körper  beschrieben  werdet, 
proportional  annehmen,  und  wir  erhalten  damit  dei 
Satz: 

Aus  jeder  Bewegung  eines  durch  eine  besekkm* 
Hegende  Kraft  getriebenen  Körpers  kann  man  m 
Oleichgewicht  an  eitlem  Faden  ableiten ,  indm 
man  die  vom  Körper  beschriebene  Cwrve  die  Fade* 
curve  seyn  lässt ,  die  Masse  jedes  Fadentheils  Ar 
Zeit,  in  welcher  er  vom  Körper  durchlaufen  wird) ,, 
proportional  annimmt  und  auf  jeden  Punkt  des  Jb» 
dens  eine  der  den  Körper  daselbst  beschleunigen!* 
Kraft  proportionale  Kraft  nach  entgegossg  veeUHT 
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Richtung  wirken  laut.  Datei  ist  die  Spannung  des 
Badens  in  constatttem  Verhältnisse  mit  der  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers. 

Wenn  daher  ein  in  zwei  Punkten  aufgehängter 
Faden  die  Gestalt  einer  verticalen  mit  ihrem  Schei- 
tet nach  unten  gekehrten  Parabel  hat,  und,  (weil  bei 
der  parabolischen  Wurfbewegung  die  Zeiten  sieb  wie 
die  horisontalen  Projeetionen  der  dnrcblanfenen  Bogen 
Y Arbalten),  wenn  das  Gewicht  jedes  Fadentheils  in 
eenstantem  Verhältnisse  zur  horizontalen  Projection 
des  Theils  steht,  so  ist  der  Faden  unter  der  Ein- 
Wirkung  der  Schwerkraft  im  Gleichgewichte. 

Zu  noch  einem  Beispiele  mögen  uns  die  nm  die 
Sonne  laufenden  Planeten  dienen.  Jeder  Planet  be- 
wegt sieb  in  einer  Ellipse ,  in  deren  einem  Brennpunkte 
sieh  die  Sonne  befindet;  und  diese  Bewegung  gebt  der* 
gesteh  vor  sieb,  dass  die  von  der  Sonne  bis  sum  Pla- 
net gesogene  gerade  Linie  in  gleichen  Zeiten  gleiohe 
Fliehen  der  Ellipse  überstreicht  Hieraus  folgerte 
Newton,  dass  die  Sonne  den  Planet  mit  einer,  dem 
Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportionalen  Kraft 
ansieht,  und  wir  köunen  daher  schliessen: 

Hat  ein  in  sich  zurücklau/ender  Faden  eine  el- 
liptische Form,  und  ist  die  Masse  jedes  seiner  T heile 
der  Fläche  proportional,  welche  von  dem  Theile  und 
den  von  seinen  Endpunkten  nach  dem  einen  Brenn- 
punkte der  Ellipse  gezogenen  Geraden  begränxt  wird, 
und  wirkt  abwärts  von  demselben  Bretmptmkte  auf 
Jeden  Punkt  des  Fadens  eine  Kraft,  die  sich  umge- 
kehrt wie  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Faden- 
/mnktes  vom  Brennpunkte  verhält,  so  herrscht  Gleich- 
gewicht. Dabei  ist  die  Spannung  des  Fadens  in  je- 
dem Punkte  umgekehrt  dem  Perpendikel  proportie- 
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nal9  welche*  auf  eine  die  Ellipse  in  dem  Punkte  Be* 
van  dem  Brennpunkte  gefaßt 
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Untersuchen  wir  zuletzt  noch  den  Fall,  wen*  4er 
im  Gleichgewichte  befindliche  Faden  und  der  rieh  be- 
wegende Körper  nicht  vollkommen  frei,  "sondern  aaf 
einer  gegebenen  Fläche  beweglieh  sind.  Ist  *in  Faden 
anf  einer  unbeweglichen  Fläche  zu  verharren  genöthigt, 
und  ist  er  dabei  unter  dem  Einflüsse  der  Kräfte  P  im 
Gleichgewichte,  so  kann  man  ihn  auch  als  einen  frei 
beweglichen  ansehen,  auf  welchen  überall  noch  che 
dem  Drucke  der  Fläche  gleiche  Kraft  Ä,  normal  sif 
4er  Fläche,  wirkt.  Dieses  Gleichgewicht  zwischen  rf- 
len  P  .und  R  kann  aber  dynamisch  durch  eine  in  dar 
Fadenourve  frei  vor  sich  gehende  Bewegung  darge- 
stellt werden,  welche  eine  mit  der  Spannung  T  des 
Fadens  proportionale  Geschwindigkeit  v  hat  und  darcb 
zwei  beschleunigende  mit  PT  und  RT  proportionale 
Kräfte  —  IV  :  T  und  —  Rv*  :  T  erzeugt  wird.  Setisa 
wir  nun  bei  dieser  Bewegung  die  unbewegliche  Flicks 
wieder  hinzu,  so  wird  damit  einerseits  die  Bewegung  sieht 
gehindert,  weil  die  Fläche  die  Curve  des  Fadens  enthält, 
und  mit  dieser  die  Bahn  des  Korpers  identisch  kt 
Andererseits  aber  können  wir  die  auf  der  Fläche  aar* 
male  Kraft  — Rv2 :  T  weglassen,  und  es  leuohtet  •* 
mit  ein,  dass  der  Satz  in  f.  297.  auch  dann  noch  *•■• 
kommene  Anwendung  leidet,  wenn  die  Beweglichkeit 
des  Fadens  nnd  die  des  Körpers  anf  eine  unbewegM* 
Fläche  beschränkt  sind. 

Mittelst  derselben  Schlüsse,  nur  in  umgekehrt* 
Folge  geordnet,  erhellet,  dass  unter  der  Besohrlakm| 
der  Beweglichkeit  durchweine  Fl&ohe  auch   die  SUm 
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in  §.  299.  und  §.  300.,  wo  von  der  Bewegung  auf  das 
Gleiohgewieht  geschlossen  wird,  nooh  ihre  Richtigkeit 
haben.  Nur  ist  hinsiohtlioh  dieses  Falles  sowohl,  als 
des  vorigen,  nooh  zu  bemerken,  dass  eben  so,  wie  die 
Kraft  am  Faden  die  entgegengesetzte  Riehtnng  der 
den  Körper  besobleanigenden  Kraft  haben  muss,  anoh 
der  Drnek  der  Fläche  auf  den  Faden  und  der  anf  den 
sieh  bewegenden  Körper  einander  entgegengesetzt  seyn, 
und  folglich  Faden  und  Körper  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Fläche  sieh  befinden  müssen. 

So  wie  daher  z.  B.  ein  über  eine  erhabene  Fläohe 
gespannter  Faden,  auf  welohen  keine  andern  Kräfte, 
ab  die  einander  gleichen  Spannungen  au  seinen  Enden 
wirken,  auch  in  jedem  andern  Punkte  eine  diesen 
Spannungen  gleiohe  Spannung  hat  und  auf  solche  Weise 
liegt,  dass  er  selbst,  oder  dooh  genugsam  kleine 
Tbeile  desselben,  die  kürzesten  Linien  sind,  die  sich 
swisohen  ihren  -Endpunkten  auf  der  Fläche  ziehen  las- 
sen (§•  273.),  so  geht  auch  auf  einer  bohlen  Fläche 
ein  durch  keine  beschleunigende  Kräfte,  sondern  bloss 
durch  einen  anfänglichen  Stoss  in  Bewegung  gesetzter 
Körper  mit  constanter  Geschwindigkeit  und  auf  dem 
kürzesten  Wege  fort 

Sey ,  am  auch  ein  Beispiel  für  den  umgekehrten  Fall 
so  geben,  der  Weg  bekannt,  den  ein  durch  die  Schwer- 
kraft getriebener  Körper  auf  der  obern  Seite  einer 
krummen  Fläche  durchläuft.  Seine  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit sey  =0,  wonach  seine  Geschwindigkeit 
Ja  federn  andern  Punkte  der  Quadratwurzel  aus  dem 
darehlaufenen,  in  verticaler  Richtung  geschätzten  Wege 
proportional  ist  Dreht  man  nun  die  Fläche  um  eine 
horizontale  Axe  halb  herum  und  legt  auf  der  jetzt  nach 
cbeo  an  gewendeten  Seite  Ober  die  Bahn  des  Körpers 
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eben  gleichförmig  dicken  Faden,  dessen  Dichtigkeit 
in  jedem  Punkte  sieb  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzel 
au«  dem  Abstände  des  Punktes  von  elfter  durch  de» 
Anfangspunkt  der  Bewegung  gelegten  horizontalen  Ebene 
verhält  *),  so  wird  der  Faden,  nachdem  zuvor  sein 
oberster  Punkt  fest  gemaoht  worden,  unter  Einwirkung 
der  Schwerkraft  im  Gleichgewichte  seyn,  «od  seine 
Spannung  wird  sieh  überall  umgekehrt  wie  seine  Dich- 
tigkeit verhalten»  v 

f.  302. 

Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Gleichgewichte 
eines  Fadens  und  der  Bewegung  eines  Körpers,  des- 
sen Grund  wir  im.  Vorigen  durch  geometrische  Betrach- 
tungen uns  verdeutlichten,  kann  auoh  sehr  einfach  mit 
Hülfe  der  Analjrsis  dargestellt  werden. 

Die  Cleiobungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Fa- 
dens, wenn  auf  jedes  Element  ds  desselben  die  Kraft 
Pd%  oder  {Xds,  Yd$>  ZJ$)  wirkt,  und  T  die  Spaanaag 
des  Elements  ist,  sind  nach  §.  280.: 

fXd,+  T^  =  0,  fYds  +  T&  =  0,eto. 

Dagegen  sind  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eiset 
Körpers,  auf  welchen  die  beschleunigende  Kraft  0 
oder  (-X",  r,  ZT)  wirkt: 

jz?=X'9  etc.  oder  -j-  =  fY*dt3  etc. 


•)  Denn  weil  bei  dieser  Yergleichnng  dl  proportional  mit  ?(4 
gesetzt  wird  (vor«  §.)>  und  weil  der  Faden  gleichförmig  dick,  ab* 
e  constant  seyn  soll,  so  wird  q  oder  die  Dichtigkeit  proportiosil  ast 
dt: di,  d.  i.  smgekebrt  nft  der  Geschwindigkeit 


i 
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d.  i.    —  /ZydSr+^sa09  etc. 

wenn  v  dte  Gescb windigkeit,  =  dsidt9  bezeiohnet 

80  wie  daher  beim  Gleichgewichte  eines  Fadens 
die  stets  nach  der  Tangente  der  Fadencurve  geriobtete 
Spannung,  wenn  man  sie  nach  den  drei  Coordinaten- 
axen  zerlegt,  dhrch  die  Integrale  — fXdt,  — fYds, 
—  fZd*  ausgedrückt  wifrd,  so  fuhrt  bei  der  Bewegung 
eines  Körpers  die  Zerlegung  der  Geschwindigkeit,  wel- 
che ihrer  Natur  nach  die  tangentiale  Riobtung  der  vom 
Körper  beschriebenen  Curve  hat,  zu  den  drei  Integra- 
len: fJCdt9  etc.  Ist  folglich  die  Fadencurve  einerlei 
mit  der  vom  Körper  beschriebenen,  so  ist  für  einen 
ond  denselben  Punkt  der  Curve  und  bei  gehöriger  Be- 
stimmung der  durch  die  Integration  hinzukommenden 
Constanten : 

£Xd*       fYds       fZdi  T 

'  Setzen  wir  daher  noch  für  jeden  Punkt  die  Ge- 
schwindigkeit auf  dfer  einen  der  Spannung  auf  der  an- 
ders Seite  proportional,  also  v  =  cT>  so  wird  auch 
f  X'dt  =  —  cfXds ,  etc.,  folglich  X'dt=—cXdsy  etc. 
«L  i.  27=  •— cJKt/,  etc.  Die  Richtungen  von  (XyY,Z) 
und  (Xy  Y.Z'ly  d.  i.  von  P  und  0,  fallen  mithin  m 
dieselbe  Gerade,  und  es  ist  Ö33-  cPvy  also  Q  :  v 
mit  Py  und  Pv  oder  PT  mit  Q  proportional  Endlieh 
erhält  man  durch  Elimination  von  c  aus  den  Gleichun- 
gen vssz'cT  und  Q=  —  cPv  die  Proportion: 

Qiv*=—  PxT. 
Eben  so  lässt  sich  analytisch  auch  der  Fall  be- 
handeln, wenn  die  Beweglichkeit  des  Fadens  und  die 
des  Körpers  auf  eine  Fläche  beschränkt  sind,  was  ich 
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aber  weiter  zu  erörtern  für  überflüssig  halte,   da  der 
hier  zu  nehmende  Gang  dem  vorigen  ganz  ähnlich  ist 
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In  Bezug  auf  die  Bewegung  eines  Systems  tob 
Körpern  giebt  es  in  der  Dynamik  einige  Sätze,  die  un- 
mittelbar aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewe- 
gung folgen  und  unter  den  Namen  des  Prinoips  der 
Flächen*  des  Prinoips  der  lebendigen  Kräfte 
und  des  Prinoips  der  kleinsten  Wirkung  be- 
kannt sind.  Diese  Sätze  können,  wenn  es  sich,  nur  ob 
eines  Körpers  Bewegung  handelt,  folgendergestalt 
ausgesprochen  werden: 

^  I.  Ist  die  eiuen  Körper  beschleunigende  Kraft  nach 
einem  unbeweglichen  Punkte  oder  Oentrum  gerichtet, 
so  bewegt  sich  der  Körper  yi  einer  das  Centrum  est- 
haltenden  Ebene,  und  die  vom  Centrum  bis  zum  Kör- 
per gezogene  Gerade  beschreibt  der  Zeit  proportionale 
Flächen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  die  Ge- 
schwindigkeit verhält  sich  jp  jedem  Punkte  der  Bahn 
umgekehrt  wie  das  Perpendikel,  welches  vom  Centrom 
auf  die  duroh  den  Punkt  an  die  Bahn  gelegte  Tan- 
gente gefällt  wird. 

II.  Ist  (X9  F,  Z)  die  beschleunigende  Kraft  im 
Punkte  (;r,  y,  *),  und  Xdx  +  Ydy  +  Zdz,  d.  b.  das 
Produot  aus. dem  Elemente  der  Bahn  in  die  nach  der 
Richtung  des  Elements  geschätzte  beschleunigende  Kraft, 
ein  vollständiges  Differential,  so  kann  mit  Hülfe  des 
Integrals  davon,  und  wenn  man  zwei  Punkte  der  Bakn 
kennt,  die  Differenz  der  Quadrate  der  Geschwindigkei- 
ten in  diesen  Punkten,  ohne  weitere  Kenntniss  der 
Bahn  selbst,  angegeben  werden. 

III«  Unter  derselben  Bedingung,  dass  Xdx  + 


•  •• 
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vollständiges  Differential  ist,  ist  das  Integral  des 
iduetes  aas  dem  Quadrate   der  Geschwindigkeit  in 

Differential  der  Zeit,  oder,  was  dasselbe  ausdrückt, 

Integral  des  Prodnotes  ans  der  Geschwindigkeit  in 
.  Differential  des  Weges,  für  den  wirklich  vom 
rper  beschriebenen  Weg  ein  Minimum. 

Letztere  -  zwei  Sätze  gelten  übrigens  anoh  dann, 
an  die  Bewegung  des  Körpers  auf  eine  unbewegt 
be  Fläche  beschränkt  ist« 

Zufolge  des  Zusammenhanges,  den  wir  jetzt  zwi- 
icn  der  Bewegung  eines  Körpers  und  dem  Gleiobge- 
thte  eines  Fadens  kennen  gelernt  haben,  müssen  nnn 
iloge  Sätze  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für 
i  Fadengleiohgewiobt  hergeleitet  werden  können« 

Die  Bedingnngsgleiohnngen  für  das  Gleichgewicht 
es  frei  bewegliohen  Fadens  sind  nach  §.  282.  (2#): 

Xds+Td£  +  SdT=0, 
Yds+Tdij  +  tjdT^O, 
Zds+Tdl;+&T  =  fy 

£,  ^,  £  die  ebendaselbst  angegebene  Bedeutung 
ien. 

Lassen  wir  nnn  zuerst  die  Kräfte  (X9  Y,  Z)  naoh 
em  und  demselben  Punkte  0,  etwa  naoh  dem  An-, 
gspunkte  der  Coordinaten,  gerichtet  seyn  und  setzen 
ter  Xi  Y:Z  =  x  iyiz9  mithin 

yZ— *F=0,  *X-<rZ=0,  xY—  yX=0> 

kommt,  wenn  wir  in  diesen  drei  Gleichungen   für 
F,  Z  ihre  Wertbe  aus  den  vorhergehenden 
ren: 

T{ydt—%d*h  +  (y£— **)  dT=  0, 
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d.  Ljr  weil  (tfp^qifis: 

folglich    T(y% — xrj)  —  einer  Censtante  a> 
und  eben  so   T(*§ — *•£)  ==  4>  1\xri  — y£)  =*  *> 
,   folglich    ax  +  by  +  ex  =?  0, 
d.  h.  der  Faden  ist  in  einer  durch  den  Punkt  0  ge- 
henden Ebene  enthalten.    Da  ferner  durch 

^{(y^*— »tyO*  +  (xdx-*ard»)*  +  (xtfy—yd*y\ 

das  Doppelte,  der  Dreieoksfläcbe  ausgedruckt  wird, 
welche  0  zur  Spkze  und  das  Curvenelement  ds  xor 
Basis  \ys&>  so  kommt  ^  wenn  man  diese  Preiecksfliche 
r=±qd*  setzt,  wo  daher  f  das  von  O  aaf  die  Verlän- 
gerung von  ds  gefällte  Perpendikel  bezeichnet: 

Dies  giebt  folgendes  dem  Satze  I.  entsprechende 
Theorem : 

Wird  ein  Faden  durch  Centralkrafte  im  Gleich- 
gewichte erhalten ,  so  liegt  er  in  einer  durch  das 
Centrum  gehenden  Ebene,  und  seine  Spannung  ver- 
hält sich  in.  jedem  Punkte  umgekehrt  wie  das  Per* 
pendikely  das  vom  Centrum  auf  die  durch  den  Punkt 
an  den  Faden  gelegte  Tangente  gefallt  wird. 

Zusatz.  Die  Spannung  im  Punkte  M  des  Fadem 
ist  daher  auch  umgekehrt  proportional  mit  OMsiny,  wo 
9  den  Winkel  von  OM  mit  der  Berührenden  an  M 
bezeichnet. 

Ist  das  Centram  O  unendlich  entfernt,  se  werdes 
die  Kräfte  einander  parallel.  OM  ist  alsdann  tob  ei- 
nem Punkte  des  Fadens  zum  andern  als  oonstant » 
betrachten»  und  daher  die  Spannung  bloss  proportieari 
mit  1  s  siny.    Hiermit  kommen  wir  an  den  schon  it 
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987.  Ar  den  Fall  paralleler  Kräfte  erwiesenen  Sfci 
m  zuräck:  dass  der  Faden  ia  einer  Ebene  enthalten 
,  nnd  dass  die  Spannung  jede«  seiner  EfeuHhite  in* 
kehrt  dem  Sinus  des  Winkels  proportional  ist,  den 
•  Element  mit  den  Kräften  bildet. 

§.305. 
Was  noch  die  Uebertragung  der  zwei  andern  djr- 
miscben  Sätze  auf  das  Fadengleiobgewiehft  anlangt, 
haben  wir  bereits  in  f.  283.  a.  gefunden,  das» 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  dT=% 

Ist  daher  Xdx  +  Tdy  +  Zdx  dm*  vollständige 
ifferential  einer  Function  V  vom  sr,  y,  *,  nnd  sind 
i  nnd  V2  dieselben  Funotioaen  dar  Coordinateo  x^ 
yi„  nnd  jr,,yn  »2  irgend  zweier  Punkte  Ml  nnd 
r2  der  Fadencurve,  Tx  und  T*  die  Spannungen  da« 
lbst,  so  kommt,  wenn  man  von  JUt  bis  M2  integrirt: 

r.-r.  +  r.-T.^o, 

%d  man  kann  daher  ,  wenn  man  die  Function  V 
%d  von  irgend  zwei  Punkten  der  .  Fadencurve  die 
fordinaten  kennt  y  die  Differenz  zwischen  den  da- 
Ihst  herrschenden  Spannungen  bestimmen. 

Dies  ist  demnach  der  entsprechende  Satz  von  II. 
n  dazu  gehöriges  Beispiel  giebt  uns  .die  Kettenlinie, 
ii  welcher  die  Differenz  der  Spannongen  der  Differenz 
ir  verticalen  Coordinaten  proportional  ist  ($•'  292.  c). 

Man  ziehe  jetzt  von  Mh  bis  jlf,  eine  beliebige 
irre  /  und  bestimme  für  jeden  Punkt  {x%  y,  z)  der- 
lben  den  Werth  von  V  nach  der  nämlichen  Gleichung 

(«)     r-^  +  T-T.-O, 

ich  welcher  beim  Faden  selbst  au«  der  Spannung  T, 
M t  die  jedes  andern  seiner  Punkte  gefunden  wer- 
ft kann.    MH  dienen  Wertteil  vott  T,  welch*  in  Mx 


f 
236  Zweitsr  Thett.    Siebente  Kapitel     • 

ondüf2,  so  wie  in  jedem  andern  Punkte,  den  die  Cum 
/  mit  der  des  Fadens  zufällig  gemein'  hat,  für  beide 
Curven  gleieh  gross  seyn  werden ,  berechne  man  für 
die  Gurre  /  von  Mt  bis  M2  das  Integral  fTdsy%o 
wif  d  dieses,  wenn  die  Curve  die,  des  im  Gleichgewichts 
befindlichen  Fadens  selbst  ist;  seinen  grossten  oder 
kleinsten  Werth  haben. 

Der  Beweis  hiervon  ist  eben  so,  wie  der  des  ent- 
sprechenden Satzes  HL,  durch .  Variatitpnsreohnnng  u 
fuhren.  Man  lässt  nämlich  die  willkübrlich  von  Ml  bis 
M2  gezogene  Curve  /,  ohne  dass  diese  zwei  Punkte 
ihre  Grenzen1  zu  seyn  aufhören,  sich  nm  ein  unendlich^ 
Weniges  ändern  nnd  zeigt  nun,  dass  die  dadaroh  est 
stehende  Aenderung  dfTds  des  Integrals  dann  =t 
ist,  wenn  diese  Curve  mit  der  des  Fadens  zusammen- 
fällt   Die  Rechnung  steht  also.  —  Zuerst  ists 

(*)     3fTds=*fS.Tds, 
nnd  S.Td$  =  dT.ds+Tdgs. 
Wegen  (a)  aber  hat  man: 

dV 

nnd  weil    -r—  =  X,  etc.  ist  i 

ST=—X$x—Yiy—Zix.   ' 

Ferner  ist   d*2  =  dx%  +  dy2  +  dx2 ,   and  daher 
dsSds  ss  dxSdx  + . . . , 

d.  i.  dd*  =  l$dx  +  riddy  +  tfdz  (§.  282.) 

Hiermit  wird 

(p)    i.  Tds  =  —  Xdsdx  —  ...+  T£dtjr+... 

Ist  nun  die  zu  variirende  Curve  die  Fadencum, 
so  ist  Xds=x  —  d(TZ)y  etc.  nnd  daher  in  diesem  FaD* 
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'       (d)    3.T«fr  =  rf(7^J*+*..  +  2$dfcr+... 

=  <J(7^fcr)  +  ...  . 

Hieran»  folgt  nach  (6)  dtfroh  Integration: 

S/Tds  =  T$dx+  Trjiy+  2%dx  +  Const. 

nd  wenn  man  das  Integral  von  Mt  bis  M%   erstreokt 

md  die  Werthe  von  Tf,  T17,.  T£  in  Mg  und  Jfs  resp. 

durch  uft)  JT,»  Cx  und  uf2,  j£,  ,  C7  bexeiohnet: 

ifTdx=JiSx2—Jldxi  +  ...+  C1dx2  —  ClSMl. 

Dieses  Aggregat  ist  aber  =*  0,  weil  die  Punkte 
Mg  and  M2  unveränderlich  seyd  sollen  und  daher  Sxt 
ix2J  iy,,...  =  0  sind.  Mithin  ist  das  Integral  /Tds$ 
wenn  die  Grenzen  desselben  xwri  bestimmte  Punkte 
ehr  Fadencurve  sind,  und  wen»  die  Curve,  auf  wel- 
oho  es  bezogen  wird,  die  Fadencurve  selbst  ist,  ein 
Maximum  oder  Minimum. 

f   306. 

Eben  so,  wie  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte 
«od  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  nioht  bloss  für 
einen  sieh  frei  bewegenden  Körper  gelten,  sondern  auoh 
dann  noch  Anwendung  leiden,  wenn  die  Bewegung  des 
Körpers  auf  eine  gegebene  Fläche  beschränkt  ist,  so 
bebalten  die  im  vor.  f.  bewiesenen,  jenen  Principen 
analogen  Sätse  auch  dann  noch  ihre  Gültigkeit,  wenn 
der  Fsden  über  eine  Fläche  gespannt  ist 

Für  den  ersten  derselben  geht  dieses  unmittelbar 
daraus  hervor,  dass  die  Gleiohung  Xdx+ ..  +  dT=0> 
aus  welcher  er  gefolgert  wurde,  nach  $•  285.  auch  bei 
einem  auf  einer  Fläche  beweglieben  Faden  statt  findet. 

Rüoksichtlich  des  zweiten,  das  Maximum  und  Mi- 
nimum von  fTde  betreifenden  Satzes  ist  zu  bemerken, 
,  das*  bei  seiner  Anwendung  auf  einen  über  eine  Fläche 
gespannten  Faden  die  von  einem  Punkte  A  der  Faden« 
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curve  bis  zu  eiüen*  andern .  17  derselben  beliebig  sn  rie» 
henden  Curven  nur  solobe  seyn  dürfen  ,  die  in  der  Flä- 
che seibat  enthalten  sind.  Ist  nno,  wie  in  £•  28t, 
,F=0  die  Gleichung  der  Fläche,  sind  u,  vy  w  die  par- 
tiellen Differenzen  von  F  nach  xy  y,  «,  dividirt  dmk 
d£e  Quadratwurzel  aus  der  Summe  ihrer  Quadrats, 
und  bezeichnet  R  den  "Druck  der  Fläche  -  auf  dea  Fa- 
den, so  hat  man  gegenwärtig  in  der  Gleichung  {e)  im 
vorigen  £.,  wenn  die  zu  variirende  Curve  die  Fades- 
parve selbst  seyn  solf ,  —  Ruth  —  d{  T£)  für  Jfrfr,  s. 
ß.  W. .  zti  setzen  ($•  284-.).  Hierdurch  kommen  in  der 
ßleiohung  {d)  rechter  HancJ  noch  die  Glieder  Jtds  (mis 
+  vdy  +  u>6x)  hinzu,  die  sich  aber  gegenseitig  anfle- 
hen, weil  die  Variation  in  der  Fläche  selbst  gesehebss 
soll ,  und  folglich  udx  +  vSy  +  wix  =  0  ist  ($.  28&). 
Die  Gleichung  (rf)  bleibt  daher  unverändert,  und  st 
wird  mithin  auch  ini  jetzigen  Falle  J/TV/#  =  05  <L  k 
unter  allen  Werthen,  die  das  Integral  fTds  für  die 
verschiedenen  auf  der  Fläche  von  A  bis  B  su  liebes- 
den  Curven  erhält,  ist  der  für  die  Fadencurve  soft* 
der  grösste  oder  kleinste, 

Speeielle  Folgerungen  aus  diesen  Sätzen  sind,  den, 
wenn  auf  den  über  die  Fläche  gelegten  Faden  keiae 
anderen  Kräfte,  als  die  Spannungen  an  beiden  Endes 
wirken,  diex  Spannung  überall  gleich  gross  und  die  Fa- 
dencurve die  kürzeste  Linie  ist,  die  von  dem  einei 
Ende  zum  andern  auf  der  Fläobe  gezogen  werden  kssa. 
Denn  alsdann  sind  -X,  Y9  Z  null,  folglich  T  eonstsat 
Hiermit  aber  wird  das  Integral  fTd*  der  Länge  im 
von  einem  zum  andern  Ende  gezogenen  Curve  seiht 
proportional. 

f    307. 

Es   dürfte   nicht  überflüssig  seyn,    uns   noch  da 
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Satz,  welcher  den  gross*  en  uder  kleinsten  Wertfa  des 
Integrals  von  7Wt  betrifft,  ap  einem  Beispiele  deutlich 
so  machen.  Wir  wählen  hierzu  die  Kettenlinie,  die 
uns  bereits  in  f.  305«  iur  Erläuterung  des  Gesetzes 
von  den  Differenzen  der  Spannnngen  diente. 

Beziehen  wir  eine  in  zwiei  Punkten  A  nnd  B  auf- 
gehängte schwere  Kette  auf  ein  reebtwinkliobe*  Coor- 
dinatensystem ,  dessen  Axe  der  y  vertioal  nach  oben 
gerichtet  ist,  und  dessen  horizontale  Ebene  der  xy  % 
die  Direetrix  der  von  der  Kette  gebildeten  Linie  ent- 
hält, so  ist  in  jedem  Punkte  (*,  y,  x)  dieser  Linie  die 
Spannung  T  mit  y,  also  Tds  mit  yds  proportional. 
Sind  folglich  eine  horizontale  Ebene,  als  Ebene  der 
jty  *,  und  zwei  darüber  liegende  Punkte  A  und  B 
gegeben,  so  ist  es  unter  allen  von  A  bis  B  xm  zie- 
henden Curven  die  Kettenlimo ,  deren  Direetrix  in 
die  Ebene  fällt,  für  welche  das  Integral  fyds,  von. 
A  bis  B  genommen,  d.  h.  das  Product  aus  der  Länge 

{fds)    der    Curve  in   den    Abstand    i^y-jz)  ihres 

Schwerpunktes  von  der  Ebene,  'seinen  grossten  oder 
kleinsten  Werth  hat. 

Dasselbe  ergiebt  sich  auoh,    wie  gehörig,   durch 
Variation  des  Integrals  von  yds.    Es  ist  nämlich 
ifyds  =  fdsdy  +  fy  ßdtx  +  rtdSy  +  tyix) 
=  fdsSy  +  y  (&x  +  rfiy  +  tfx) 
-  /  [<%*)  *r  +  d(ytj)  Sy  +  <%?)  Sx]. 
Soll  mithin  das  Integral  fyds  ein  Maximum  oder  Mi- 
ohnuin  .seyn ,  so  hat  man  naoh  den  bekannten  Regeln 

(t)....  </(y5)=0,  d(yv)-ds  =  0,  rf(y?)=0 
su  netzen.    Hieraus  fliesst  duroh  Integration: 

(J).. ..  ydx  =  ads,  ydy  =  {b  +  s)ds,  ydx=cds, 
fblgHoh  adz  =  cdxy  welches,  von  Neuem  integrirt, 
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(3)  az^scx+c* 

giebt.  Addirt  man  ferner  die  Quadrate  der  3  GM- 
chungen  (2),  so  kommt  die  endliche  Gleichung   > 

y*=***  +  (*.  +  s)\+e*9 
oder*  einfacher,  wenn  man  a2  +  b2  +  c2  =/*  setzt  und 
den  Bogen  4  von  dem  Punkte  an  rechnet,  in  welche* 
die  Tangente  horizontal,  also  dy  :  ds  =  0  ist: 

(4)  y*  =/>+,«. 

Man  multiplioire  noch  die  3  Gleichungen  (1)  rcsp, 
mit  £,  17,  £  und  addire  sie,  so  findet  sich,  weil  £*4-q* 
-K2  =  l  and  grfg  +  ^  +  C^  =  0  ist: 

d.  i.  eine  identische  Gleichung.  Von  den  3  Gleich»- 
gen  (1)  ist  daher  jede  eine  Folge  der  beiden  übriges, 
und  es  können  mithin  irgend  zwei  voov  einander  uiiak- 
hängige  aus  (1)  fiiessende  Gleichungen  die  Stelle  dieser 
drei  vertreten  und  als  das  Resultat  der  Rechnung  sa» 
gesehen  werden.  Man  wähle  nun  (3)  und  (4)  zu  sol- 
chen zwei  Gleichungen.  Die  erstere  derselben  giebt  ss 
erkennen,  dass  die  gesuchte  Curve  in  einer  auf  der 
Ebene  der  ar,  z  normalen,  also  in  einer  verticalen,  Ebene 
enthalten  seyn  muss.  Hiermit  in  Verbindung  zeigt  die 
letztere  Gleichung  (4)  an,  dass  die  Curve  eine  Kettes- 
linie ist,  deren  Directriz  in  der  horizontalen  Ebene  der 
x,  %  liegt  (f.  290.  *.). 

Man  gewahrt  leicht,  wie  aus  der  hiertnit  bewiees» 
nen  Eigenschaft  der  Kettenlinie  der  bekannte'  Sab, 
dass  der  Schwerpunkt  einer  mit  ihren  Endpunkten  be- 
festigten Kette  am  tiefsten  liegt,  wenn  sie,  frei  bäl- 
gend, im  Gleichgewichte  ist,  als  speoielle  Folgerssg 
hergeleitet  werden  kann.  Denn  für  dieselbe  Curve,  fnr 
welche  unter  allen  von  A  bis  B  gezogenen  Curven  im 
Integral  fyd*  ein  Maximum  oder  Minimum  ist, 


.* 
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anch  unter  allen  Curven  von  A  big  B9  welche  mit  ihr 
gleiche  Länge  =  /  haben,  dasselbe  Integral,  folglich 
auch  \fyde :  /,  ein  Maximum  oder  Minimum  seyn ;  d.  h.  für 
eine  mit  ihren  Enden  \uA  und/?  aufgehängte  schwere 
Kette  ist  unter  allen  Linien  von  A  bis  if,  welche  mit 
der  Kette  gleiche  Länge  haben,  die  Höbe  des  Schwer- 
punktes über  der  horizontalen  Ebene,  welche  die  Di- 
rectrix  der  Kette  enthält,  mithin  auch  die  Höhe  über 
irgend  einer  andern  horizontales  Ebene,  ein  Maximum 
oder  Minimum.  Die  Döhe  des  Schwerpunktes  derKet- 
tealhiie  übe*»  einer  horizontalen  Ebene  kann  aber  nur 
Jao  tylinimum  seyn.  Denn  wird  ein  auoh  noch  so  klei- 
ner Tbeil  der  Kettenlinie  um  die  Gerade,  welche  seine 
Endpunkte  verbindet,  pm  etwas  gedreht,  so  steigt  er- 
siohtlich  sein  Schwerpunkt,  folglich  auoh  der  Schwer- 
punkt der  ganzen  Linie,  während  die  Länge  der  Linie 
unverändert  bleibt. 

Unter  allen  Curven  van  gleicher  Länge,  die  von 
einem  gegebenen  Punkte  xu  einem  andern  gegebenen 
gezogen  werden ,  ist  demnach  die  Kettenlinie  dieje- 
nige y  deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt* 

Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  eine  möglichst 
einfaohe  Derleitung  der  Ausdrücke  für  die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  der  {tettenlinie  eine  Stelle  finden. 

Bezeichnet  f  den  Parameter  der  Linie,  und  wird 
der  Bogen  s  vom  Scheitel  an  gereohnet,  so  ist  nach 
$.  290.  b.  und  er. 

y 2  —f1  =  #*  und  sdx  =fdy, 
folglich    ydy  =sdsy  ydx  =/d$j 
sytfy  =  s*ds  =  (y*  —f^de^y^de—fydxy 
nfy=yds — fdx  und  d(sy)  =  2yds — fix. 

Heissen    daher  xv    und  yt    die   Coordinaten    des 
Schwerpunktes  von  #,  so  ist  (f.  111.)  >  wenn  wir  bei 
n.  16 
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den  Integrationen  die  Constanten  für  einen  vom  Schei- 
tel anfangenden  Bogen  *  bestimmen: 

SXt  =  fX(b  =a  9X-~  f*dx=*  MX  —fy  +./*> 

Hiermit  kann  aber  nach  $.  111*  äuoh  jedes  anders 
Bogen«  Sohwerpunkt  ohne  Mühe  gefunden  werden. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem  gegebonenihmk- 
te  Jf  (Fig.84.)  bis  su  einem  andern  gegebenen  2?etncCarre 
in  ziehen,  für  welohe  in  Bezug  auf  eiue  gegebene,  ait 
A  und  B  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  CD,  als 
Axe  der  x,  das  Integral  fyds  ein  Maxi  warn  oder  Mi- 
nimum ist,  kommt  naeh  vor.  $.  auf  die  Constnielita 
einer  Kettenlinie  hm  ans,  welche  durch  A  und  M  gehl 
und  CD  zur  Direetrix  bat«  Am  leichtesten  Ifisst  sish 
diese  Construction  in  dem  besonderen  Falle  ausführst 
wenn  A  und  B  gleiobweit  von  CD  entfernt  sind. 

Man  «Jenke  sich  iu  dem  JBnde  die  Kettenlinie  b 
ihrer  natürlichen  Lage,  als*  tieEbeatsABCD  vertieft!, 
und  die  Gerade  CDy  se  wie  auob  AB,  horizontal,  und 
letztere  Gerade  oberhalb  der  erstem.  Durch  den  Mit- 
telpunkt E  der  AB  lege  man  eiae  Vortioale,  welch« 
CD  in  F  treffe  und  den  Scheitel  der  zu  oonstmiroodss 
Kettenlinie  enthalten  wird. 

Man  bes«hreibe  nun  mit  einem  Parameter  von  ha. 
liebiger  Grosse  und  zu  einer  willkührlich  gezogenen  B+ 
rizoutalen  OX,  als  Direetrix,  eine  Kettenlinie  SX.S 
sey  der  Scheitel  derselben,  und  O  der  unter  S  lie- 
gende Punkt  der  Direetrix,  also  OS  der  Parameter, 
Yon  O  ziehe  man  eine  Tangente  an  die  Ketteulinie, 
und  N  sey  der  Berührungspunkt.  Man  ziehe  ferner  FA 
und  lege  durch  O  au£  derselben  Seite  von  03$  aif 
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Jeher  JV  liegt,  eine  Gerade  OP,  welche  mit  OS  ei- 
st Winkel  =  EFA  mache. 

Ist  nun  erstens   dieser  Winkel  kleiner  als  SOJV, 

wird  OP  die  Kettenlinie  in  zwei  Punkten  schneiden, 
n  denen  der  eine  31 1  zwischen  S  und  Ny  der  andere 
\  ausserhalb  SN  auf  der  Seite  von  N  liegt  man 
ige  alsdann  von  F  naoh  25?  in  eine  Linie  FSt ,  die 
oh  zu  /Irf ,  wie  0£  zu  OMx ,  verhält,  und  ziehe  tob 
l  bis  -4  eine  dem  Bogen  SJUl  ähnliche  Corvo.  Hier« 
tch  sind  die  mit  Bögen  begrenzten  Winkel  SOMt 
4  SXFA  einander  ähnliche  Figuren,  und  weil  SJttt 
r  Bogen  einer  Kettenlinie  ist,  welche  S  zum  Sobei- 
l  und  OS  znm  Parameter  hat,  so  wird  auch  SXA 
r  Bogen  einer  Kettenlinie,  St  der  Scheitel  dersel- 
o  und  JjST,  ihr  Parameter  sejn.  Dass  dieser  Bogen, 
er  St  hinaus  verlängert,  durch  B  gehen  wird,  ist 
n  selbst  klar.  Auf  gleiche  Weise  erhellet,  dass, 
ton  man  auf  FE  von  F  nach  St  die  vierte  Propor- 
inallinie  zu  0Jf2,  OS,  und  Zuträgt,  auch  die  durch 
,,  als  Scheitel,  und  mit  FS2y  als  Parameter,  zu 
schreibende  Kettenlinie  den  Punkten  A  und  B 
Igagnen  wird.  Es  giebt  demnaoh  im  gegenwärtigen 
die  zwei  Kettenlinien,  welche  durch  A  und  B  gehen 
4  CD  zur  Directriz  haben. 
Ist  zweitens  der  Winkel  EFA  dem  SON  gleich, 

AUIt  die  Gerade  OP  mit  der  Tangente,  also  die 
nkte  Mx  und  M%  mit  N,  zusammen,  und  es  giebt 
r  eine  die  Bedingung  der  Aufgabe  erfüllende  Ket- 
slinie,  deren  Parameter  die  vierte  Proportionale  zu 
N9  OS  und  FA  ist 

Findet  sich  aber  drittens  EFA  grösser  als  SON, 

wird  die  Kettenlinie  SN  von  OP  in  keinem  Punkte 
tfroffem,  und  die  Lösung  der  Aufgabe  ist  unmöglich. 

16* 


244  Zweiter  TheiU    Siebentes  Kapitel. 

Die  Richtigkeit  dieser  Sehlütte  beruht  darauf,  das* 
die  Kettenlinie  zu  den  Curven  gehört,  welche  nur  einet 
Parameter  haben,  und  dass  daher  alle  Kettenliaiet 
einander  ähnlich  tind«<  Eben  deswegen  musa  aqoh  der 
Winkel  SOJV9  auf  welchen  et  hier  besonders  ankörnst, 
einen  für  alle  Kettenlinien  conttanten  Werth  habet« 
Um  ihn  numerisch  zu  bestimmen ,  erinnere  man  sieb, 
data  p  oder  die  trigonometrische  Tangente  des  Win- 
kels, den  eine  an  den  Endpunkt  (x9  y)  des  Bögest  « 
gelegte .  Berührende  mit  der  Axe  der  x  macht,  =if 
ist  ($•  288«).  Geht  diese  Berührende  zugleich  durch 
den  Anfangspunkt  O  der  Coordinaten,  wie  OJV9  so  ist 
auch  p=y:a?y  und  man  hat  daher  für  den  Punkte 
die  Gleichung:  y=Axs,  oder  wenn  man  y  und  s  dank 
x  ausdrückt  (f  289.  und  §.290.  S.)z 

e    +e       =Ax(e     —e       ), 
und  wenn  man  Ax  =  u  setzt: 

oder  log (<#+!)  —log  («—1)  =» 9*. 
Hieraus  aber  findet  sich  ....t#  =  1,19969, 

u         — u 

tang  XON=  h*  =  -^-^ — =5=1,5088  =  tang56*W, 

also  SON=  33°  32'.  Man  kann  daher  durch  A  ui 
B  entweder  zwei,  oder  nur  eine,  oder  keine  KetttsE- 
nie  legen,  welche  CD  zur  Direotrix  hat,  nachdem  tV 
Winkel  EFA  <,  =  oder  >33°  32",  oder,  was  dtf- 
selbe  ausdrückt,  jenachdem  FEy  d.  i.  der  Abstand  i* 
Horizontalen  AB  von  der  Direotrix,  >,  =  oder  4> 
0,7544  AB  (=  i .  1,5088  AB)  ist 

f  309. 
Ohne  die  Untersuchung  auf  den  Fall  aussudehaü» 
wenn  die  zwei  Punkte  A  und  By  durch  welche  die  Est- 
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tanlinie  geführt  werden  soll,  nicht  in  einer  Horizontalen 
liegen,  wollen  wir  nur  noch  die  Maxima  nnd  Minima 
näher  betraehten,  welche  die  so  eben  oonstruirten  swei 
•Kettenlinien  unter  der  einfaohen  Annahme  darstellen, 
4ass  alle  von  A  bis  B  an  siehenden  Gurren  gleichfalls 
Kettenlinien  in  ihrer  natürlichen  Lage  sind,  d.  b.  Ket- 
tenlinien, deren  Seheitel  sämmtlieh  in  derVertioaleniPjF, 
wbA  in  deren  Verlängerung  über  F  hinaus,  liegen. 

Tritt  nun,  dieses  vorausgesetzt»  der  erste  jener 
dbrei  Fälle  ein,  uud  können  daher  von  A  bis  B  swei 
„verschiedene  Kettenlinien  ASXB  nnd  AS%B  gesogen 
.werden,  welche  CD  sur  Direotrix  haben,  so  wird  un- 
ter allen  von  A  bis  B  mögliohen  Kettenlinien  die  eine 
Jener  beiden  es  eeyn,  für  Welche  das  Integral  fyds  ein 
Maximum,  nnd  die  andere,  für  welohe  es  ein  Minimum 
ist,  indem  son«t,  wenn  für  jede  von  beiden  Linien  das 
Integral  ein  Maximum  (Minimum)  wäre,  zwischen  St 
nnd  St  noch  der  Scheitel  einer  dritten  Kettenlinie  lie- 
gen müsste,  für  welche  das  Integral  einen  kleinsten 
(gr&ssten)  Werth  hätte,  also  einer  dritten,  deren  Di- 
reetrix  gleichfalls  CD  wäre;  diese 'dritte  ist  aber  nicht 
Bioglich )  weil  die  Gerade  OP  die  Kettenlinie  SN  in 
nicht  mehr,  als  zwei  Punkten,  schneiden  kann. 

Es  ist  ferner  leicht  einzusehen,  dass  jenes  Integral, 
oder  daß  ihm  gleiche  Product  aus  der  Länge  der  Ket- 
tenlinie in  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  CDy 
für  die  tiefer  hängende  Kettenlinie  AS2B  ein  Maxi- 
■nun,  und  mitbin  für  die  höhere  AStB  ein  Minimum 
int.  Denn  je  tiefer  der  Scheitel  einer  von  A  bis  2?  ge- 
henden Kettenlinie  liegt,  desto  tiefer,  und  dieses  ohne 
angebbare  Grenze,  liegt  offenbar  auch  der  Schwerpunkt 
derselben.    Bei  einem  genugsam  tief  unter  CD  liegen« 

Scheitel  S  wird  daher  der  Schwerpunkt  in  CD 
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selbst  fallen,  und  mithin  jenes  Produet  =  0  seyn.  Llsst 
tat*  nun  diese  Kettenlinie  in  Gedanken  immer  kärser 
werden,  so  steigen  ihr  Scheitel  S  nnd  ihr  Schwerpunkt, 
letzterer  von  CD  an,  in  die  Höhe;  das  Prodnct  mos* 
folglich  positiv  werden ,  also  wachsen ,  tibd ,  wenn  8 
bis  jSj  gekommen  ist,    seinen  grössten   Werth  emi- 

«  

fchen«  —  Steigt  S  noch  höher,  so  nimmt  das  Prodset 
wieder  ob,  wird,  'wenn  S  mit  St  zutammeuflUlt,  eis 
Mininmm,  und  wächst  daher  von  Neuem,  wenn  &  ?oa 
Ä,   bis  JE  zu  steigen  fortfährt. 

Fallen  Ä,  und  S2  zusammen,  nnd  giebt  es  mit- 
bin nur  eine  durch  A  und  B  zu  legende  Kettenltme, 
welche  von  CD  um  ihren  Parameter  absteht,  so  folgt 
auf  die  Zunahme  des  Products,  wenn  der  Seheitd  8 
von  F  bis  S2  rückt,  unmittelbar  die  •  weitere  ZnmduM 
bei  der  Bewegung  des  Scheitels  von  SL  bis  JE,  mri 
das  Maximum  und  Minimum  fallen  daher  weg. 

Auf  gleiche  Art  endlich  wächst  das  Produot  fottwtt» 
rend,  wenn  A  und  B  der  CD  so  nahe  liegen,  dass  auch 
jene  eine  Kettenlinie  nicht  mehr  oonstruirt  werde?  kaaa. 


Achtes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  an  elastischen 

Fäden. 

f  310. 

Wie  gleich  am  Anfange  dieses  Werkes  ertnoeH 
worden,  giebt  es  in  der  Natur  keinen  Körper,  destei 
Theilohen  vollkommen  fest  mit  einander  verbunden  el» 


• 

ren.  Vielmohr  ist  jeder  Körper,  den  wir  fest  Sennen, 
zugleich  elastisch,  <L  h.  er  besitzt  die  Eigenschaft, 
dass,  wenn  Kräfte  auf  ihn  einwirken,  seine  Gestalt  in 
etwas  verändert  wird,  eben  dadurch  aber  neue  Kräfte 
ansagt  werden,  welche  die  anfängliche  Lage  der  Theil- 
eben  gegen  einander  zurückzuführen  streben*  nnd  die- 
ees  mit  desto  grösserer  Intensität,  je  mehr  die  gegfcnseiti« 
gen  Entfernungen  der  Theilcben  geändert  worden  sind. 
Uebrigens  halten  diese  neu  entstehenden  Kräfte  ein- 
ander  das  Gleichgewicht,  indem  sonst,  wenn  die  Theit- 
eben  dee  Körpers  in  ihrer  neuen  Lage  durdh  ttnelasti* 
sebe  Bänder  mit  einander  verbünde*  und  die  ttdsseftf 
Kräfte  entfernt  würden,  die  damit  nicht  aufgehobenen 
elastischen  Kräfte  den  Körper  in  eine  continuirliche  Be- 
wegung setzen  würden ,  welches  nicht  möglich  tat«  Eine 
unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass  die  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  äusseren  Kräften 
bei  elastischen  Körpern  dieselben,  als  wie  bei  unela- 
stischen Körpern  sind. 

Bei  einem  Systeme  von  nur  zwei  Punkten  wird 
demnach  die  Elastieität  darin  besteben,  dass,  wenn  die 
gegenseitige  Entfernung  der  Punkte  durch  Einwirkung1 
äusserer  Kräfte  vergrössert  eder  verringert  wird,  swei 
auf  sie  gleioh  Pressungen  wirkende,  und  daher  einan- 
der gleiche  und  direct  entgegengesetzte  Kräfte  erzeugt  # 
werden,  welche  sie  im  erstem  Falle  gegen  einander 
treiben,  im  letztem  von  einander  zu  entfernen  streben. 
Und  wenn  Kräfte,  welche  auf  die  beiden  Punkte  wir- 
ken, im  Gleichgewichte  siud,  so  inuss  an  jedem  Punkte 
besonders  zwischen  den  an  ihn  angebrachten  Kräfte* 
•ad  der  ihn  treibenden  elastischen  Kraft  Gleichgewicht 
herrschen. 

Eine  elastische  Linie,   Fläche  eder  Kftrper  kann 
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man  sich  als  cid  Aggregat  Von  physischen  einander 
unendlich  nahe  liegenden  Punkten-  vorstellen,  von  de* 
nen  jeder  mit  jedem  der  übrigen,  oder  doch  mit  allen 
um,  ihn  herum  bis  auf  eine  gewisse  Entfernung  liegen- 
den, auf  die  eben  besagte  Weise  elastisch  verbunden 
ist.  Wirken  nun  auf  ein  solches  System  äussere  Kräfte, 
und  sind  diese,  nachdem  sich  die  ursprünglichen  Ent- 
fernungen der  Punkte  von  einander  dem  Gesetze  der 
Elastioität  gemäss  geändert  haben,  im  Gleichgewichte, 
so  müssen  eben  so,  wie  bei  dem  vorigen  Systeme  von  nur 
zwei  tankten,  an  jedem  Punkte  besonders  die  äusse- 
ren Kräfte  de»  elastischen  das  Gleichgewicht  halten. 

f.  311. 

Von  der  Function,  welche  die  elastische  Kraft  von 
einer  Aenderung  =x  des  Abstandes  zweier  elastisch 
verbundener  Punkte  ist,  läset  sich  im  Allgemeinen  nte 
so  viel  bestimmen,  dass  sie  für  x  =  0  ebenfalls  null 
seyn  und  mit  x  gleichzeitig  das  Zeichen  wechseln  must. 
«Die  einfachste  Hypothese,  die  wir  hinsichtlich  dieser 
Function  -  machen  können,  ist  daher,  dass  wir  sie  der 
Aenderung  jc  einfach  proportional  setzen.  Auch  stimmt 
diese  Annahme,  so  langem*  nur  klein  ist,  sehr  wohl  mit 
der  Erfahrung  überein.  Wie  übrigens  diese  Function 
von  der  anfänglichen  Entfernung  der  beiden  Punkte 
selbst  mit  abhängt,  lassen  wir  unentschieden. 

Seyen  nun  A  und  B  die  beiden  Punkte;  auf  J 
wirke  die  Kraft  P9  auf  B  die  Kraft  0,  und  halte  die 
eine  der  andern  das  Gleichgewicht.  Die  Entfernung 
AB  erhalte  dadurch  das  Increment  x,  und  die  damit 
erzeugten  auf  A  und  B  in  AB  wirkenden  elastisches 
Kräfte  seyen  resp«  ex  und  — ex,  wobei,  wenn  die 
Richtung  von  A  nach  B  für  die   positive    genommen 
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• 
wird9  e  eine  positive  Cfeösse  ifct.  Alsdann  müssen  an 
A  die  Kräfte  P  und  *r,  and  an  if  die  Kräfte  Q  und 
— *r  einander  dae  Gleichgewicht  halten.  Die  Kräfte 
P  nnd  Q  müssen  folglich  eben  so,  als  wenn  die  ge- 
genseitige Entfernung  der  Punkte  unveränderlich  wäre, 
einander  gleich  nnd  direot  entgegengesetzt  seyn.  Das 
Inerement  x  aber  findet  sich  =?  —  P  i  e  =  Q :  e ,  ist 
also  desto  grösser,  je  grösser  die  Kräfte  P  nnd  Ö 
sind,  nnd  ist  entweder  ein  wirkliches  Inorement,  oder 
eine  Verkürzung  der  Linie  AB^  nachdem  P  negativ 
oder  positiv  ist,  d.  h.  nachdem  die  Kräfte  P  und  Q 
die  Punkte  A  nnd  B  von  einander  zu  entfernen,  oder 
einander  zu  nähern  streben. 

Sejen  ferner  A>  By  C  drei  in  einer  Geraden,  B 
zwischen  A  nnd  C,  liegende  Punkte,  von  denen  je  zwei 
elastisoh  mit  einander  verbunden  sind.  Auf  sie  wirken 
nach  Richtungen,  die  mit  derselben  Geraden  zusam- 
menfallen, die  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte 
P>  (&>  /?.  Die  dadurch  bewirkten  Inoremente  der  Ab- 
stände AB,  BC  und  AC  seyen  x,  y  und  *,  =  ar+y, 
weil  die  Punkte  in  der  anfänglichen  Geraden  bleiben. 
Die  diesen  Incrementen  proportionalen  elastischen  Kräfte 
setze  man  =fx,  gy9  Ax9  so  dass  auf  A  und  B  nach 
der  Richtung  AB  die  Kräfte  fx  und  —fx  wirken, 
u.  8.  w.  Hiernaoh  hat  man  für  das  Gleichgewicht  an 
Ay  B  und  C  resp.  die  Gleichungen: 

P+fx+Ax=0,  Q-fx+gy=0,  R-gy—hx=% 

oder,  weil  x  =  x+y  ist: 

P+(f+A)*+Ay=t>>  Q-f*+gy=t>>  R-hx-(g+*)y=o. 

Bieraus  folgt  zuerst  die  schon  bekannte  Bedingungs- 
gleichung für  das  Gleichgewicht  des  ganzen  Systems: 

P+Q  +  B^O, 
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and  sodann  die  Werthe  der  Inorementei 

ah— pg  Rf—Qh 

lodern  mao  also  nächst  den  Kräften  P>  g,  R  noch 
die  Grössen  fy  g,  A,  welche  die  Stärke  der  Elaetieitit 
ftr  die  Linien  ABy  BC,  AC  ausdrücken*  ah  gegeben 
voraussetzt,  kann  man  die  Aenderungen  jr,  y,  %  dieser 
Linien  und  damit  zugleioh  die  Pressungen  fx^  gy,  Az 
derselben  einzeln  berechnen. 

Man  bemerke  hierbei,  dass  diese  drei  Pressungen 
anbestimmt  geblieben  seyn  würden,  wenn  man  die  Punkte 
jt>  B9  C  fest,  nicht  elastisch  mit  einander  Verbundes, 
angenommen  hätte,  indem  zur  Bestimmung  der  gegen» 
•  seitigen  Lage  dreier  Punkte  A+  B,  C  in  einer  Gera- 
den sehon  zwei  Abstände,  wie  AB  and  BC%  hieret» 
eben,  der  dritte  AC  aber  überflüssig  ist« 

Auf  ähnliche  Weise  verhält  es  sieh  auch  bei  jede« 
andern  Systeme  mit  einander  verbundener  Punkte,  wenn 
die  Anzahl  der  Verbindungslinien  mehr  als  hinreichend 
ist,  um  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  zu  bestia- 
men.  So  lange  man  diese  Linien  yon  unveränderlicher 
Länge  annimmt,  bleiben  ihre  Pressungen  znm  Thcii 
unbestimmt;  sie  lassen  sich  aber  insgesammt  einzeln 
angebeti,  wenn  man  die  Linien  elastisch  veränderlich 
setzt 

So  hat  man  für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräf- 
ten ^  welche  an  n  in  einer  Geraden  liegende  und  eis- 
stisch  mit  einander  verbundene  Punkte  angebracht 
sind,  und  deren  Richtungen  in  dieselbe  Gerade  falle*, 
n  Gleichungen,  für  jeden  der  n  Punkte  nämlich  eia*. 
Aus  diesen  n  Gleichungen  wird  sieh  zuerst  die  Betha- 
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gang  des  Gleichgewichts  herleiten  lassen,  welche  aus- 
drückt, dass  die  Summe  der  angebrachten  Kräfte  null 
ist  Die  »— i  übrigen  davon  unabhängigen  Gleichun- 
gen enthalten  nächst  jenen  äussern  Kräften  noch  die 
elastischen  Kräfte  und  damit  die  den  letzten  propor- 
tionalen Aenderungen  der  Entfernungen  der  Punkte.  Da 
nun  bei  einem  Systeme  von  n  Punkten  in  einer  Gera- 
den aus  »—  1  solchen  Aenderungen,  welche  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  alle  übrigen  gefunden  werden 
kOnnen,  so  wird  man  mittelst  jener  n — 1  Gleichungen 
alle  in  dem  Systeme  vorkommenden  Aenderungen,  und 
damit  die  elastischen  Kräfte  selbst  oder  die  Pressun- 
gen berechnen  können. 

Sind  die  n  Punkte  und  die  auf  sie  wirkenden  äus- 
seren Kräfte  in  einer  und  derselben  Ebene  begriffen, 
so  bat  man  für  das  Gleichgewicht  jedes  Punktes  zwei 
Gleichungen,  also  zusammen  2n Gleichungen.  Hieraus 
müssen  sich  nach  Elimination  der  elastischen  Kräfte 
die  3  bekannten  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  ei- 
nes Systems  von  Punkten  in  einer  Ebene  ergeben.  Es 
bleiben  daher  Sit  — 3  davon  unabhängige  Gleichungen 
übrig,  welche  die  elastischen  Kräfte,  d.  i.  den  Abstände- 
Inderungen  der  Punkte  proportionale  Grössen  enthal* 
tan.  Mithin  lassen  sich  auch  hier  alle  diese  Aenderun- 
gen und  damit  die  elastischen  Kräfte  oder  Pressungen 
bestimmen,  da  bei  einem  Systeme  von  n  Punkten  in 
einer  Ebene  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängi- 
gen Entfernungen,  also  auch  ihrer  Aenderungen,  aus 
denen  sich  alle  übrigen  herleiten  lassen,  gleichfalls 
ss^2it— 3  ist. 

Bei  einem  Systeme  von  Kräften,  welche  auf  n 
Punkte  im  Räume  wirken,  hat  man  znnäohst  3  Glei* 
elmngen  fiir  das  Gleichgewicht  jedes  Punktes,  also  im 
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Ganzen  3*  Gleichungen,  und  nach  Absonderung  der  6 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  ganzen  Syste- 
me* noch  3f» — 6  Gleichungen.  Eben  so  gross  aber  ist 
bei  i»  Punkten  im  Räume  die  Anzahl  der  von  einander 
unabhängigen  Aenderungen  der  Entfernungen;  folglieh 
u.  8.  w. 

f  312. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  im  vorigen  §•  näher  be- 
trachteten Systeme  von  drei  elastisch  mit  einander  ver- 
bundenen Punkten  A>  B>  C  feurüok  und  setzen,  dats 
bloss  A  mit  B  und  B  mit  C,  nicht  aber  auch  A  mit 
Cy  elastisch  verbunden  seyen,  und  dass  nur  auf  A  und 
C  die  Kräfte  P  pnd  R  wirken.  Die  drei  Gleiohungea 
für  das  Gleichgewicht  werden  damit: 

P+f*=0,  -fj?  +  gy  =  0,  R-gy=0, 
woraus,  eben  so  wie  in  §•  269.,  zu  schliessen,  dass, 
wenn  auch  die  3  Punkte  in  einer  Geraden  zu  lie- 
gen ursprünglich  nicht  »genöthigt  sind,  sie  doch  bei« 
Gleichgewichte  der  auf  A  und  C  wirkenden  Kräfte  P 
und  R  in  einer  solchen  liegen,  und  dass  alsdann 
diese  zwei  Kräfte  einander  gleioh  und  direct  entgegen- 
gesetzt seyn  müssen.  Die  Increme'nte  der  Entfernun- 
gen AB  und  BC  sind  resp.  x  =  —  P:fuudy= — P.g. 

Zu  einem  ganz  analogen  Resultate  gelangt  man 
bei  einer  Reihe  von  vier  oder  mehrern  Punkten  A,  B, 
C,  D,...y  von  denen  jeder  mit  dem  nächstfolgendes 
elastisch  verbunden  ist,  so  dass,  >  wenn  AB9  £fC9  CDy* 
sich  resp.  um  #,  y, *,...»  ändern,  die  elastischen  Kräfte 
fxy  gy,  Äx,...  erzeugt  werden.  Sollen  nämlich  zwei  anf 
den  ersten  und  letzten  Punkt  der  Reihe  wirkende  Kräfte 
P  und  Q  im  Gleichgewichte  seyn,  so  müssen  sämort- 
liohe  Punkte  in  einer  Geraden  liegen   und  die  zwei 
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Kräfte  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt  seyn. 
Die  Inoremente  der  einzelnen  Abstände  aber  werden: 

*=—y>  y~~g>  »=— j,ctc., 
folgliob  die  Längenzunahme  der  ganzen  Reihe 

Nehmen  wir  sämmtliohe  Abstände  AB^  BC,..* 
gleich  gross  an  und  setzen  auch  alle  die  constan- 
ten  y,  gy  /*,...  einander  gleich^  so  ist,  wenn  n  die 
Zahl  der  Abstände,  und  daher  n.AB  die  anfängliche 
Länge  der  Reibe  ausdrückt,  das  Waöbstbum  ihrer 
Länge  =  —  nP  :f=  nQ :  g,  also  der  anfänglichen 
Länge  upd  den  äusseren  Kräften,  welche  am  Anfang 
und  Ende  angebracht  sind,  proportional« 

Gleichgewicht  an  einen  elastisch  debnbarenFadea. 

§.  313. 

Je  kleiner  man  bei  der  eben  betrachteten  Reihe 
elastisch  verbundener  Pnnkte  die  einander  gleichen  Ab* 
stände  derselben  werden  lässt,  desto  mehr  nähert  man 
sich  dem  Regriffe  eines  gleichförmig  dichten  nnd  seiner 
Länge  nach  gleichförmig  elastischen  Fadens.  Wenn 
demnach  ein  solcher  Faden  eine  Länge  =1  hat,  und  von 
zwei  an  seinen  Enden  angebrachten  Kräften,  deren  jede 
=1,  nm  eine  Länge =E  ausgedehnt  wird,  so  wird,  zufolge 
des  vorhin  von  der  Reihe  Erwiesenen,  ein  Faden  von  dersel- 
ben physischen  Beschaffenheit  und  von  einer  Länge 
»  «  duroh  zwei  ihn  spannende  Kräfte,  deren  jede  =  P 
ist,  eine  Längenzunahme  =  aPE  erhalten,  und  man 
ersiebt  zugleich,  dass,  indem  auf  diese  Weise  die  an- 
fängliche Länge  des  Fadens  a  sieh  in  a  (i+PE)  ver- 
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wandelt,  seine  anfängliche  Dichtigkeit  sieh  in  dem  Ver- 
hältniss  1  +  PEi  1  vermindern  muss. 

Mit  Hülfe  dieser  Prinoipien  können  wir  jetzt  leicht 
das  Gleichgewicht  eines  elastisch  dehnbaren  Fadens  in 
Untersuchung  nehmen,  wenn  nicht  blos  an  seinem  An* 
fang  und  Ende,  sondern  auch  in  allen  seinen  übrigen 
Punkten  (#,  y,  *)  äussere  Kräfte  (X9  F,  Z)  thätig 
sind«  Ist  nämlich  beim  Zustande  des  Gleichgewichts  q 
die  Dichtigkeit  des  Fadenelements  d$y  mithin  qJs  seine 
Masse,  und  bezeichnet  T  die  Spannung  des  Elements, 
so  hat  man  für  das  Gleichgewicht  desselben,  mag  es 
elastisch  seyn,  oder  nioht,  die  drei  Gleichungen  (§.J280L 
nnd  §•  286.): 


jr?*+rf(r^)=o,  o.g. 


W. 


Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  der  Faden  tot 
Einwirkung  der  Kräfte  eine  gleichförmige  Dichtigkeit 
=  1  gehabt  habe  und  seiner  Länge  naoh  eine  gleich- 
förmige duroh  JE  bestimmte  Elastioität  besitze,  ist  die 
naohherige  Dichtigkeit  des  Elements  ds,  =  i  :  {i+ET)} 
und  die  drei  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  werdea 
damit: 

TA  +  (i  +  ET)  ^T^i    =0, 

ZA+(l+J5T)ri(rJ)    =0, 

aus  denen  y  wenn  X,  F,  Z  als  Functionen  von  x9  y, 
x  gegeben  find,  durch  Elimination  von  T  nnd  dureh 
Integration  die  zwei  Gleichungen  für  die  .  Fadenourre 
gefunden  werden  können. 


Gleichgewicht  an  eJartbdiefi  Ffideo.  2tttt 

Ist  ferner  da  die  ursprüngliche  Länge  des  Elements 

ds,  so  bat  man 

•  d* 

do= 


1+ET9 

woraus  sich  mit  Hülfe  des  aus  den  vorigen  Gleichun- 
gen sieb  ergebenden  Wertbes  von   T  die   durob   die 
Kräfte  bewirkte  Ausdehnung  #  —  a  des  ganzen  Fadens 
oder  irgend  eines  Tbeils  desselben  berechnen  läset. 
Man  kann  in  dieser  Hinsicht  bemerken,  dass,  wenn 

man  vorige  drei  Gleichungen  resp.  mit     -v  ,   -%■ ,     -r- 

multiplicirt  und  hierauf  addirt,  die  Gleichung 

Xdx+  Ydy  +  Zdx  +  (i+ET)dT=Q 

hervorgeht  (§.  283.  a.).  Hierin  T  und  dT  durch  das 
Verhältnis*  ds  t  da  und  dessen  Differential  ausgedrückt, 
kommt 

Xdx  +  Ydy  +  Zdx  +  -L  d(*T)  =0, 

eine  Formel,  wodurch  sich  die  Ausdehnung  de*  Fadens 
unmittelbar  bestimmen  läset« 

f  314« 

«  Lassen  wir,  um  die  Theorie  des  vorhergebenden 
f.  doreh  ein  Beispiel  iu  erläutern,- die  Schwerkraft  g» 
ee  seyn,  welche  auf  den  Faden  wirkt,  so  ist  der  Fa- 
den, wie  im  Früheren  die  unelastische  Kettenlinie,  m 
eieer  verticalen  Ebene  enthalten,  und  es  sind,  wenn 
diese  mur  Ebene  der  ar,  y  genommen  wird,  bloss  die 
mwei  ersten  der  drei  Hauptgleichungen  zu  berücksichti- 
gen. Hierin  werden ,  wenn  man  die  Axe  der  y  verti- 
eal,  nach  oben  au  positiv,  seyit  lässt:  JT=0  und 
Ifa-y,  nnd  die  mwei  Gleichungen  selbst  redociren 
sieh  damit  auf: 
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Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt,  itie  in  §.287: 
and  die  zweite  wird   damit ,  wenn  man  noch,    wie  in 

•  

§•  289.,  den  von  der  Tangente  der  Curve  mit  der  Axe 
der  y  gebildeten  Winkel  =  ip  setzt: 

Hierand  fojgt  weiter: 

gdx  =g&*  .*iö  V  —  (sin  v +  AB)  dm  Aeotg^  * 
gdy  =gds.co&iJ  »c?  (c6^^4- jf JEjcotgt//)  rf.^cotgy> 
und  wenn  man  integrirt  und  *f Ä-  für  £  schreibt: 
Ar  =  —  logtangi^/  +  AB  ootgv 

Ay=  -s f-|jfJ£cotgya. 

Die  Constanten  sind  bei  diesen  zwei  Integrationen 
nnll  gesetzt  worden,  wodurch  es  geschieht,  dass  hier 
eben  so,  wie  bei  der  unelastischen  Kettenlinie,  für 
tj/  =  90°,  d.  i.  für  den  tiefsten  Punkt  oder  den  Schei- 
tel der  Curve,  x  =  0  und  Ay  =  i  wird. 

Die  Elimination  von  yj  aus  den  letzt  erhaltenes 
zwei  Gleiohungen  giebt  die  Gleichung  der  Curve  zwi- 
schen x  und  y.  Wir  wollen  aber  diese  Elimination  nv 
für  den  Fall  ausführen,  wenn  die  Elasticität  des  Fadets 
so  gering  und  damit,/?  so  klein  ist,  dass  die  zweite 
und  die  höheren  Potenzen  von  E  vernachlässigt  werdm 
können.    Werde  nun 

(a)    AE  ootgv  =  —  #',  \AE  cotg v2  =  —  /• 
gesetzt,  wo  daher  t  und  k  kleine  Grossen  von  dersel- 
ben Ordnung ,  wie  JE,  sind.    Hiermit  werden  jene  zvci 
Gleichungen : 


CMiBgewkfat  sa  thttfMSss  Fltek  WU 


(*)    Ar  +  •  =  -log taug **,  hy  4.*»^-, 


sSV 
i,  wie  in  §.  28fts 

Ä(Ay  +  *)  =»#**+<  +#-*"-'  ,also 

(c)    2^  =  ** +*-*+*>*_*-*)_** 
folgt.    Ferner  fliegst  au  (4): 

«otgy  =  *(cotgiv— taogiy)  =  *(«**—  *""**)> 
wenn  man  bloss  das  von  i  freie  Glied  beibehält.    Sab- 
stitoirt  man  nun  diesen  Werth  von  ootgv  in  (o)  und 
setzt  die  damit  hervorgehenden  Werthe  ?on  i  und  k 
in  (e),  so  findet  sieh 


als  Gleichung  der  elastisehen  Kettenlinie« 

Was  hierbei  noch  die  Ausdehnung  des  Fadens  an» 
langt*  so  ist  unter  derselben  Annahme,  dass  die  höhe* 
ren  Potenzen  von  E  vernaohlässigt  werden  können*  und 
infolge  des  obigen  Werthes  von  Tx 

™     i  +  JBT  ds 

ss  «fr—  AEhyds  =  ds—Egyds> 
weü  Afdx=ds{i.290.  c.)  und  AA  =  g. 
Die  Ausdehnung  des  Bogens  a  ist  daher 

9—azmEgfyd: 
Bernaeh,  und  weil  (fyds)  t  $  =  dem  Abstände  dee 
Schwerpunktes  des  Bogens  #  von  der  Direetrix,  ist  die 
Ausdehnung  eines  Bogens  seiner  Länge  und  dem  AU 
stände  seines  Schwerpunkts  von  der  Direetrix  propor- 
tional. 

f.  315. 
In  dem  besondern  Falle,  wenn  von  dem  elastisch 
dehnbaren  Faden  nur  das  eine  Ende  B  befestigt  ist, 
das  andere  A  aber  frei  herabhangt,  und  daher  «Cr  Fa- 
n.  17 
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den  selbst  eine  Yerticale  bildet,  ist  die  Spannung  h 
jedem  Punkte  P  de«  Faden«  dem  Gewichte  des  unter 
P  befindliehen  Theilce  AP  gleich.  Setzen  wir  daher 
AP=sy  und  die  ursprüngliche  Läage.  von  APy-=*> 

so  haben  wir  T=ga  nnd 

ds  =  {i+ET)da  =  (1  +  Ego)  da  % 

und  wenn  wir  von  -4  bis  P  integrirenf 

#=*  +  *%**, 
wo  <r  imd  s  auch  die  ursprfingBebe  und  naohherig* 
Länge  des  ganzen  F&dens  AB  bedeuten  können. 

Ist  an  dem  herabhängenden  Ende  A  ein  Gewicht 
befestigt,  dessen  Masse  =  Jf,  so  ist  T=g  (*+#), 
und  es  -findet  sieh  damit  auf  gleiohe  Weise 

s=so  +  Bgc(M+ta). 

Hierauf  gründet  sich  eine  von  John  Hereebel*) 
vorgeschlagene  Methode!  um  das  Verbältniss,  in  wri> 
ehern  die  Schwerkraft  auf  der  Oberfläche  de*  Bris 
vom  Aeqnator  nach  den  Polen  zunimmt,  statt  dwrqfcdb 
bisherigen  Pendelbeobaohtungen,  auf  statischem  Wegs 
mit  Hülfe  eines  ausdehnbaren  Fadens  oder  tmm 
seine  Stelle  vertretenden  schraubenförmig  gewandt» 
nen  Feder  zu  messen.  Durch  kleme  versuche*«« 
-  su  bestimmmende  Zusätze  oder  Verminderungen  im 
Masse  Jf,  welche  an  dem  Faden,  dessen  ursprfingfiobt 
Länge  s9  ist,  angehängt  wird,  sacht  man  ea  nämM 
au  bewirken,  dass  bei  der  von  einem  Orte  zum  andoa 
sieh  nicht  ganz  gleich  bleibenden  Schwerkraft,  der  h» 
den  doch  immer  su  derselben  Länge  s  ausgedehnt  wUL 
Da  nun  alsdann  in  dem  obigen  Ausdrucke  für  sy 
0  und  Bj  noch  s  constant  ist,  so  ergiebt  sieh  vom 
Orte  der  Erde  zum  andern  die  Schwerkraft  g  ungt» 


•)  8US  deeea  Tteüfae  oa  Attrasny,  feto  IM. 


V       1   • 
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kehrt  der  jedesmal  angehängten  Masse,  vermehrt 
die  halbe  Masse  des  Fadens,  proportional. 

Gleichgewicht  an  einem  elastiicb  biegtsmen  Faden. 
§.  316. 
Die  Kraft  der  Elnsticitiit  kann  sich  an  einem  Fa- 
den ausserdem,  dass  Bio  die  Ausdehnung  desselben  zu 
verhindern  strebt,  auch  dadurch  äussern,  dass  sie  der 
Biegung  des  Fadens,  d.  i.  den  Kräften,  welche  seine 
ursprüngliche  Krümmung  zu  ändern  suchen,  sich  wider- 
setzt. Um  auch  diese  Aeusserung  der  Elastieitüt  zn 
untersuchen  uud  dabei  auf  das  Einfachste  zu  Werke  zn 
gehen,  wollen  wir  die  erstere  Art  von  Elastieitüt  jetit 
unwirksam  seyn  lassen,  also  die  Elemente  des  Fadens 
von  unveränderlicher  Länge  setzen  und  für  die  anfäng- 
liche Form  des  Fadens  eine  Gerade  annehmen. 

Sind  demnach  All  uud  BC  (Fig.  85.)  zwei  nächst- 
folgende Elemente  des  Fadens,   so  sollen  sieb,    sobald 
BC  nicht  mehr  die    geradlinige   Fortsetzung  von   Alt 
ist,   sondern   mit  AB  einen   Winkel  macht,   elastische 
Knit'te    erzeugen,    welche    die  anfängliche   geradlinige 
Lage    wieder   herzustellen    streben.     Diese   elastischen 
i, rufte  werden  ohne  Wirkung  seyn,  sobald  man  irgend 
i  Punkte  U  und  E  des  einen  und  andern  Schenkels 
i  ihrer  jetzigen  Lage  durch  eine  Linie  DE  von  unver- 
iderlicher   Lunge   mit  einander  verbindet;  sie   worden 
her   mit  den   Spannungen  dieser   Linie  in  D  und  E 
m  Gleichgewicht  halten  und  folglich  als  zwei  einander 
eiche  Kräfte  anzusehen  seyn,    welche  auf  zwei  belie- 
Punkte  D  uud  E  der  Schenkel  nach  direct  entge- 
mgesetztcu  Richtungen  wirken. 

Die  Elusticität  des  Winkels  ABC  wird  hiernach 
17* 
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gegeben  scyn,  wütt  »Ali  Ar  tagen*  nwel  Punkte  Mi» 
ner  Schenkel  die  gemeinschaftliche  Grösse  dieser  zwei 
einander  direet  entgegengesetzten  Kräfte  kennt,  and 
es  Inatos  sieb  daran*  die  gemeinschaftliche  Gsössa  der 
an  irgend  zwei  andern  Punkten  der  Schenkel  nach  di- 
reet entgegengesetzten  Richtungen  anzubringenden  mit 
der  Etaitieität  gleiefawirkenden  Kräfte  bestimmen  lassen. 
I?  b  der  That,  seilen  zwei  an  den  Punkten  D  und 
29  der  Schenkel  eines  beliebig  veränderlichen  und  IM 
beweglichen  Winkels  ABC  nach  direet  entgegeageaefn» 
tte  Richtungen  angebrachte  einander  gleiche  Kräfte 
Dd  orid  JE**  mit  zwei  andern  an  den  Punkten  .Fund 
&  der  Schenkel  angebrachten  Kräften  Ff  und  €fg 
gleiche  Wirkung  haben,  also  mit  fF  und  g&  Im 
Gleichgewichte  seyn,  so  mässen  auch  letztere  einander 
gleich  und  direet  entgegengesetzt  seyn,  indem  ooest, 
wenn  die  gegenseitige  Entfernung  der  Punkte  D  und 
E  WttrerättderKeb  gemacht  und  damit  die  Wirkung  dsr 
Kräfte  Dd  und  Ee  aufgehoben  würde,  das  Gleichge- 
wicht nioht  bestehen  kannte.  Es  müssen  ferner  die 
Kräfte  Dd  und  fF  in  Bezug  auf  den  Punkt  B  einan- 
der gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  haben,  damit 
sie,  wenn  der  Punkt  B  unbeweglich  gemacht  wird,  den 
Schenkel  AB  nicht  zu  drehen  vermögen.  Dasselbe  gül 
von  den  Kräften  Ee  und  gO  am  andern  Schenkel  BC. 
Und  umgekehrt :  Sind  Dd  und  Ee  sowohl ,  als  ff 
und  gG9  einander  gleioh  und  direet  entgegengesetzt 
und  haben  Dd  und  fFy  folglich  auch  Ee  und  gO,  m 
Bezug  auf  B  einander  gleiche  und  entgegengesetzte  Mo- 
mente, so  herrscht  Gleichgewicht  Denn  wegen  dsr 
gleichen  Momente  haben  Dd  und  fF  sowohl,  als  A 
und  gOy  eine  durch  B  gehende  Resultante«  Beide  R» 
suhanten  aber  sind  einander  gleioh  und  entgegengeeebt, 


weil  in  derselben  Beliehne*  ZW  and  fF  an  &ui 
gO  stehem 

Kaue  demnnoh  die  Elastieität  des  Winkels  ABC 
dareh  die  Kräfte  Dd  und  £0  dargestellt  werden,  se 
kann  sie  es  auch  dareh  die  Kräfte  ijf  and  Ogf  weaa 
anders  das  Moment  jeder  der  letztem  Krifte  dem  Mo» 
aiente  jeder  der  erstem  in  Bezug  anf  die  Spitze  M 
des  Winkels  gleieh  ist  Die  Elastieität  des  Winkels 
AMC  ist  folglieh  dareh  dieses  Moment  yollkonnnen  ge* 
geben,  indem  damit  für  je  zwei  beliebig  in  den  Sehenkeln 
angenommene  Punkte  D  and  E  die  daselbst  aasuhrin« 
genden  mit  der  Elastieität  glelohwirkenden  Kräfte  ge- 
funden werden  können*  Man  hat  nämlich,  wenn  u  das 
Moment  der  am  Sehenkel  BC  anzubringenden  Kraft, 
also  -—•*  das  Moment  der  Kraft  am  Schenkel  ABy  be- 
zeichnet; 

Uebrigens  müssen  die  zwei  Kräfte  so  gerichtet 
seyn,  dass,  wenn  ihre  Angriffspunkte  beide  in  die 
Sehenkel  des  Winkels  selbst ,  oder  beide  in  ihre  Ver- 
längerungen über  die  Spitze  hinaus  fallen ,  sie  die 
Punkte  von  einander  zu  entfernen  streben,  dagegen  die 
Punkte  einander  zu  nähern  suchen,  wenn  der  eine  in 
den  einen  Sohenkel  und  der  andere  in  die  Verlänge- 
rung des  andern  Schenkels  über  die  Spitze  fällt 

f  317. 

Durch  die  eben  angestellten  Betrachtungen  sind 
wir  in  den  Stand  gesetzt,  aus  den  im  Frühem  entwi» 
ekelten  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
Kräften  an  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  die 
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Gleichungen  Ar  das  Gleichgewicht  an  einem  dastiseh 
biegsamen  Faden  herzuleiten«  Ist  nämlich  ein  solch«, 
der  ursprünglich  geradlinig  war,  durch  äussere  Kräfte 
so  ierGvrreJ...IKLMN  (Fig.96.)  gebogen  wordes, 
se  können  wir  uns  das  Streben  je  zweier  näehstfblgw* 
den  Elemente  desselben,  wie  IKnni  KL,  sieh  gerad- 
linig neben  einander  sn  legen,  durch  «wei  einander 
gleiche  Kräfte  hervorgebracht  denken,  welche  auf  zwei 
beliebig*  Punkte  der  Elemente  selbst ,  etwa  auf  I  und 
/*,  nach  den  direet  entgegengesetzten  Richtungen  LI 
und  IL  wirken.  Indem  wir  daher  solche  Paare  vea 
Kräften  für  die  Elastioität  der  von  je  swei  näehstM- 
genden  Elementen  gebildeten  Winkel  substitutrea,  hs* 
ben  wir  es  wiederum  mit -einem  vollkommen  biegsame* 
Faden  zu  thun,  auf  dessen  Elemente  ausser  den  äse* 
Bereu  Kräften  nooh  andere  durch  die  Elastioität  be- 
stimmte Kräfte,  gleich  den  äussern,  wirken,  und  wir 
können  nun  die  im  Obigen  für  das  Gleichgewicht  zwi- 
schen bloss  äussern  Kräften .  erhaltenen  Gleichung«* 
auoh  auf  den  gegenwärtigen  Fall  anwenden. 

Am  geeignetsten  hierzu  sind  die  in  §.  281.  t.  ge- 
gebenen Momeotengleichungen.  Sind  nämlich,  wie  vir 
fürs  Erste  annehmen  wollen,  der  Faden  und  die  ssf 
ihn  wirkenden  äussern  Kräfte  in  einer  und  derselbe* 
Ebene  enthalten,  so  hat  man  nur  auszudrücken ,  den 
das  Moment  aller  auf  den  Faden  von  seinem  Anböge 
A  bis  zu  irgend  einem  andern  Punkte  M  desselben 
wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  letzterh  Punkt  null  tat 
Es  ist  aber  dieses  Moment,  wenn  zur  Ebene  des  Fs- 
dens  die  der  xy  y  genommen  wird,  wenn  auf  jedes  sei- 
ner Elemente  d*  die  äussere  Kraft  (Xdsy  Yds)  wirkt, 
und  wenn  x>  y  die  Coordinaten  von  M  sind, 

=fdyfXds  —  fdx/Yd$. 


diesem  Momente  ist  daher  jetzt  das  mof  M  be- 
igeae  Moment  aller  von  A  bis  Jf  fibr  die  Elastieität 
ibstitulrten  Kräfte  so  einer  Somme  so  vereinige»  and 
ose  Summe  e^Oio  setzen.  Das  Moment  der  letztem 
räfte  redueirt  sieh  aber  anf  das  Moment  der  Kraft 
lein,  welche  anf  das  letste  Element  LM  wirkt  nnd 
it  ober  ihr  gleichen  und  direot  entgegengesetzten 
imft  an  dem  nicht  mehr  snm  Bogen  AM  gehörigen 
lemente  MN  die  Stelle  der  Elastieität  des  Winkels 
MN  vertritt  Denn  alle  übrigen  von  A  bis  Jf  für 
o  Elastioftätsu  snbstituirenden  Kräfte  sind  paarweise 
aaader  gleich  und  direot  entgegengesetzt,  nnd  es  ist 
Iglioh  ihr  Moment  in  Bezug  auf  M ,  oder  auf  irgend 
am  andern  Punkt  der  Ebene,  =0.  Setzen  wir  da- 
rr noch  von  den  zwei  die  Elastieität  des  Winkels  LMN 
Erstellenden  Kräften  das  auf  M  bezogene  Moment  der 
if  den  Schenkel  MN  wirkenden,  e  u ,  also  das  Mo- 
ent  der  auf  LM  wirkenden,  =a— s,  so  ist 
i4)     f<fyfX*-fdxfYd$=u 

m  verlangte  Cleichung  des  Gleichgewichts. 

■i     ». 

f*  318. 

Zusätze,  a.  Werden  ßr  die  zwei  elastischen 
jräfte  am  Winkel  LMN  die  Punkte  L  und  N  zu  An» 
riffspuokten  genommen,  so  sind  resp.  NL  nnd  LN  die 
ichtnngen  dieser  Kräfte.  Das  Moment  u  hat  folglich 
nerlei  Zeichen  mit  der  Dreiecksfläobe  MLN,  also 
ich  mit  dem  unendlich  kleinen  Winkel  MNALM>  um 
eichen  das  Element  MN  gedreht  werden  muss,  bis  ea 
i  die  Richtung  des  Elements  £!£  fällt,  also  das  ent- 
»gengesetzte  Zeichen  des  Winkels  LMA  MN  odtr  <fy9 
enn  \p  den  Winkel, von  LM  mit  der  Axe  der  jr,  und 
»Iglioh  y +<fy  *•*  Winkel  von  JUN  mit  derselben  Axe 
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bezeichnet,    J>a*  Moment  u  jst  daher  positiv  od«  ne- 
gativ» jenaohdevt  dieser  Winkel  v  ohr  oder  mutant 

6P  Uojter  derselben  Annahme,  dass  L  und  ÜT  die 
Angriffspunkte  der  mwei  elastisohen  {Lräfte  des  Winkelt 
LMPf  sind)  ist  die  gemeinschaftliche  Intensität  dieser 
£r*fte  9  «  :  ZJff  sin  NLM  (f  316.),  also  unendlich 
gross  von  der  zweiten  Ordnung,  weil  u  nach  der  letz* 
ten  Gleichung  des  vorigen  §•  eine  endliche  Grösse  ist 

WU1  man  die  Elastizität  des  Winkels  durch  end- 
liche Kräfte  darstellen,  so  nehme  man  zum  Angriff 
der  auf  LM  wirkenden  Kraft  einen  Punkt  /,  der  m 
der  geradlinigen  Verlängerung  von  LM  in  endlichst 
Entfernung  von  M  liegt,  lege  durch  /  unter  einem  endU 
liehen  Winkel  mit  LM  eine  Gerade,  welohe  die  Vsr. 
längerung  von  MN  in  n  treffe,  und  lasse  •  den  An» 
griffspunkt  der  Kraft  an  MN  seyn.  Die  beiden  Kräfte 
haben  alsdann  die  Richtungen  In  und  */,  and  ibre  ge- 
meinschaftliche Grösse  ist  =  u :  JM/sin  JESe,  also  ead» 
lieb. 

c.  Wird  von  dem  im  Gleichgewichte  befindliches 
elastischen  Faden  AMO  ein  Theil  MO  getrennt,  uaj 
soll  der  übrig  bleibende  Theil  AM  im  Gleichgewichte 
verharren 9  so  ist  es  hier  nicht,  wie  beim  vollkommes 
biegsamen  Faden ,  hinreichend,  den  Endpunkt  M  diese! 
Tbeils  unbeweglich  zu  machen.  Denn  auf  den  Theil  AM 
wirkt  der  Theil  MO  nioht  allein  durch  die  in  M  ausgeübt* 
Pressung,  sondern  auch  durch  die  eine  der  zwei  elastisch« 
Kräfte  des  Winkels  LMN,  welche  irgendwo  in  LM, 
etwa  in  L9  nur  nicht  in  M  selbst,  ihren  Angriffspunkt 
bat,  Soll  daher  der  Theil  AM  nach  Wegnahme  des 
Tbeils  MO  im  Gleichgewichte  nooh  bleiben,  so  sri*> 
sen  entweder  zwei,  die  Stelle  jener  Pressung  und  die- 
ser elastisohen  Kraft  vertretende  Kräfte  hinzugefügt 


werden,  oder  man  »um  die  Angriffspunkte  M  nnd  L 
dieser  zwei  Kräfte,  nnd  somit  das  Element  LM  selbst, 
unbeweglich  machen. 

d.  Die  swei  an  dem  Elemente  LM hinzuzufügenden 
Kräfte  lassen  sieh  im  Allgemeinen  zu  einer  einsigen 
Kraft  zusammensetzen,  nnd  es  reicht  dann  zur  Erhal- 
tung des  Gleichgewichts  hin,  diese  eine  Kraft,  welche 
R  keisse,  an  irgend  einem  Punkte  ihrer  Richtung,  der 
aber  mit  dem  Elemente  LM  fest  verbunden  seyn  muss, 
umbringen,  oder  einen  solchen  Punkt  unbeweglich  zn 
machen.  Da  das  Gleichgewicht  noch  am  Fadentheile  AM 
fortdauern  muss,  wenn  derselbe  steif  angenommen  wird, 
so  muss  die  Kraft  R  mit  den  äussern  Kräften  au  AM 
eben  so,  wie  an  einem  festen  Körper,  im  Gleiobge» 
wiohte  seyn.  Der  Ausdruck  von  R  ist  daher  {—  fXd$% 
—fYds)>  und  das  Moment  von  R  in  Bezug  auf  M% 
=  — 1#,  da  das  Moment  der  iussern  Kräfte  in  Bezug 
auf  denselben  Punkt  =  u  war.  Hiermit  ist  die  Grösse 
nnd  Richtung  von  R  vollkommen  bestimmt« 

#.  Man  denke  sieh  die  Kraft  R  in  demjenigen 
Punkte  m  ihrer  Riohtung  angebracht,  in  welchem  sie 
die  Verlängerung  des  Elements  JLM,  d.  i.  die  in  M 
an  die  Curve  gelegte  Tangente,  schneidet,  und  zerlege 
nie  hier  in  swei  Kräfte  T  und  f,  von  denen  T  in 
Richtung  der  Tangente  fällt,  und  V  mit  dieser 
fang  90°  macht.  Sey  zu  dem  Ende  nooh  der  Winkel 
von  R  mit  der  Axe  der  x,  =  9,  und  der  Winkel  des 
Elements  ds  mit  derselben  Axe,  ==  %//,  so  bat  man 
JStoostps— *fXd*9  R*wq>  =  —  fYds,  dseomp  =3  dx9 
4s*unp  =  dy,  und  daher: 

TÄÄoos(9,-v)=-J  fXd.  -%/Yd., 
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Nud  ist  in  Bezog  auf  den  Punkt  M  das  Moment 
von  Ty=0  und  das  Moment  von  Vy  =  Mm .  V>  folglich 
auch  das  Moment  der  Resultante  R  von  T  und  JP,  a 
JE»,  f.  Das  Moment  von  R  ist  aber  nach  </.,=— •, 
folglich  ist 

T  <fyfXd*-dxfY3T^        .dm' 

wodurch  der  Punkt  m  in  der  Richtung  von  R  bestimmt 
ist  —  Statt  das  Element  JLJU  unbeweglich  anzuneh- 
men, reicht  es  daher  auoh  hin,  den  in  der  geradlini- 
gen Verlängerung  von  LM  liegenden  Punkt  m  nahe* 
weglich  seyn  zu  lassen. 

f.  Ist  der  Faden  nicht  elastisch,  so  genügt  zur  Er- 
haltung  des  Gleichgewichts  des  in  M  unterbrochenen 
Tbeils  AM  eine  auf  M  nach  der  Richtung  der  Tan- 
gente wirkende  Kraft,  welohe  im  Obigen  die  Span* 
nnng  des  Fadens  genannt  wurde.  Bei  dem  elastisches 
Faden  aber  ist  zur  Bewahrung  des  Gleichgewichts  die 
Kraft  T,  deren  Richtung  in  die  Tangente  täüty  und 
für  deren  Angriffspunkt  M  selbst  genommen  werden 
kann,  noch  nioht  hinreichend,  sondern  es  muss  nosk 
die  auf  der  Tangente  in  m  normale  Kraft  V  hinzuge- 
fügt werden,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  es 
muss  daa  Element  LM  durch  irgend  welohe  Mittel,  — 
etwa  durch  zwei  unbewegliche  Pnnkte,  an  denen  et 
verschiebbar  ist,  —  nur  in  sich  selbst  beweglieh  ge- 
macht werden.  Wollen  wir  daher  anf  analoge  Web«, 
wie  beim  vollkommen  biegsamen  Faden,  auch  bei  dta 
elastischen  von  der  Spannimg  sprechen,  so  haben  vir 
sie  als  die  Kraft  zu  definiren,  die,  wenn  der  Fadm 
-irgendwo  unterbrochen  und  das  letzte  Element  daselkt 
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Mose  in  der  Richtung  der  Tangente  beweglich  ge- 
macht wird,  vor  Erhaltung  de«  Gleichgewichts  nach 
derselben  Richtung  am  letiten  Punkte  angebracht  wer- 
den nmi. 

Die  Kraft  T  ist  daher  die  Spannung  jder  elasti- 
schen Linie,  nnd  «war  eine  wirkliebe  Spannung,  wie  bei 
vollkommen  biegsamen  Fäden,  oder  eine  Pressung, 
nachdem  rieh  T  positiv  oder  negativ  findet. 

.  Uebrigens  ergiebt  sich  derselbe  Ausdruck ,  den  wir 
{eist  für  die  Spannung  am  elastischen  Fadf  n  gefunden 
haben,  auch  für  die  Spannung  am  vollkommen  biegsa- 
men Faden,  wenn  man  die  für  letzteren  geltenden  Glei- 
chungen 

fXds+T$=0  und  /Yds+Tv  =  0  (§.280.), 
we  $  e»  dx  %  d$ ,   und  rj  =  dyi  ds>  resp.  mit  $  und  17 
maltiplioirt  nnd  hierauf  addirt, 

f  319. 

In  der  am  Ende  des  f.  317.  erhaltenen  Gleiebung 
{Ä)  för  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Fadens  ist 
noch  der  von  einem  Punkte  des  Fadens  cum  andern 
veränderliche  Werth  des  Moments  u  zu  bestimmen 
fibrig.  In  dieser  Hinsicht  erwäge  man  suerst,  dass 
unter  der  Voraussetzung  eines  gleichförmig  elastischen 
Fadens,  und  wenn  man  alle  Elemente  des  Fadens  von 
gleicher  Länge  annimmt,  die  Veränderlichkeit  des  Mo- 
ments u  von  einem  Punkte  M  des  Fadens  cum  andern 
hlees  von  der  Veränderlichkeit  des  Winkels  <fy,  um 
welchen  das  Element  MN  von  der  Richtung  des  vor- 
hergebenden  LM  abgelenkt  worden,  abhängig  sejn 
kann«  Von  dieser  Abhängigkeit  ist  aber  im  Allgemei- 
nen gewiss,  dass  mit  der  Zunahme  des  Winkels  Ap 
«weh  das  Moment  «  wachsen  rnuss.    Lässt  man  näm- 
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lioh  von  den  awei  Elementen  Auf  u*d  JßV  4m  ebe 
j&Af  unbeweglich  werden  und  normal  auf  das  ander« 
MN  in  einem  bestimmten  Punkte  N'  eine  Kraft  p 
*wirken,  welche  dieses  Element  in  der  geneigten  Lage, 
die  es  gegen  das  erttere  haben  soll,  am  erhalten  in 
Stande  ist,  so  mnss  die  Kraft  p>  folglieh  auoh  ihr  auf  M 
bezogenes  Moment  =  JttjW'.p,  um  so  grösser  eeyn,  je 
grösser  die  Neigung  dyj  von  MN  gegen  LJU  ist 

Am  einfachsten  ist  es  nun,  und  stimmt  auoh  sehr 
wohl  mit  dfr  Erfahrung  tiberein,  die  Kraft  p  bei  Ba- 
yer änderte  m  Angriffspunkte  iV,  und  somit  ihr  Momest, 
welches  nach  §.  316.  mit  dem  Momente  u  der  Elasti- 
cität  des  Winkels  LMN  einerlei  ist,  dem  Winkel  df 
proportional  anzunehmen.  Hiernach,  und  well  u  i* 
folge  der 'Gleichung  (A)  eine  endliohe  Grösse  ist,  fie 
mit  —  dy;  einerlei  Zeichen  bat  (§.  318.  a.),  und  wsB 
ds  eonstant  angenommen  worden,  haben  wir 

tdtlß 

mwm—i      N 

zu  setzen,  wo  «  eine  positive  von  der  Elasticität  des 
Fadens  abhängende  constante  Grosse  bedeutet,  und 
wobei  die  Unveränderlichkeit  von  ds  nicht  mehr  in  Be- 
tracht kommt,  da  es  sich  nunmehr  bloss  um  das  Ter» 
hältniss  von  dtp  zu  ds  handelt. 

Noch  andere  Ausdrücke  für  u  sind: 

2tJ  i.  _.    dyd*x—dxd*y 

u—       ds*~r~*  ds*  • 


bereiohnet  J  das  Elementardreieok  LMN 
x=  ids2dy/  und  r  den  Krümmungshalbmesser  in  M 
(§.  273.),  der  positiv  oder  negativ  zu  rechnen  ist,  aaeb- 
dem  der  Winkel  V  ab-  oder  annimmt»  Der  vierte  Aar 
druck  für  u  ergiebt  eich  unmittelbar  ans  dem 
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durch  Differentiation  der  GMdmUg  fang?  £g  dy  i  tht. 

Wird  der  vierte  Ausdruek  fBr  .  *  b  der  Gleichung 
(^f)  euhstHuirt)  so  kommt: 

ab  die  Differentialgleichung  tpt  du  Gleichgewicht  am 
elastisch  biegsamen  Faden  in  einer  Ebene;  sie  drückt 
aus,  dass  das  auf  irgend  welchen  Punkt  des  Fadens 
belogene  Moment  edler  äussern  auf  den  Faden  van 
seinem  Anfange  bis  $m  diesem  Funkte  wirkenden 
Kräfte  der  Krümmung  des  Fadem  in  demselben 
Jhmkte  proportional  ist. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lisst  sieh,  wenn  Jfc  und 
7  gegebene  Functionen  von  s  und  y  sind,  und  daher 
auf  jeden  Punkt  des  Fadens  eine  Kraft  wirkt,  deren 
Orgsse  und  Richtung  von  dem  Orte  des  Punfttek  b 
der  Ebene  auf  gegebene  Webe  abhängt,  die  GMrofaiing 
Ar  die  Fadenourve  herleiten.  Bei  den  deshalb  nöthi- 
gen  Integrationen  kommen  ftnf  willkührliche  Constan- 
ten hinzu,  nämlich  drei  von  der  rechten  Seite  der  Glol* 
drang,  wie  beim  vollkommen  biegsamen  Faden  (§.281. 
A),  und  zwei  von  der  linken  Seite,  weil  diese  noch 
Differentiale  der  zweiten  Ordnung  enthält.  Yon  diesen 
fttnf  Constanten  lassen  sieb,  wie  beim  niobt  elastischen 
Faden  in  §•  281.,  drei  dadurch  bestimmen,  dass  der 
Faden  durch  awei  gegebene  Punkte  geben,  und  dasa 
der  dazwischen  enthaltene  Theil  des  Fadens  von  gege- 
bener Länge  seyn  soll;  die  vierte  und  fünfte  Constante 
ktenen  durch  gegebene  Richtungen  der  Elemente  den 
Fadens  b  den  beiden  Punkten  bestimmt  werden« 

Bei  ebem  elastisch  biegsamen  Faden  b  eber 
Ebene,  an  welchem  b  der  Ebene  wirkende  Kräfte  sfah 

Gleichgewicht  halten  soll  so,  können  daher  zwei 
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Punkte,  durch  welche  der  Faden  gehe«  MD,  die  Rieb- 
tungen*der  Tangenten  des  Fadens  in  diesen  Punktes 
und  die  Länge  des  Fadens  von  dem  einem  Punkte  nun  an- 
dern najoh  Belieben  genommen  werden.  Sind  aber 
diese  Stücke  bestimmt,  so  ist  damit  such  die  Gestalt 
des* Fadens, beim  Gleichgewichte  vollkommen  bestimmt 

4.  320. 

■  •  r 

Die  im  vorigen  f.  erhaltene  Gleichung  («Ä)  wollte 
wir  jefet  auf  den  einfachst  mögüohen  Fall  anwenden, 
wenn  urioht  auf  die  einzelnen  Elemente  des  Fadeos 
Kräfte  wirken,  sondern  bloss  der  Anfangs-  und  End- 
punkt des  Fadens  gegebene  Oerter  einnehmen,  und  der 
Faden  daselbst  gegebene  Linien  su  berühr  e%  genöthigt 
ist,  ^3 der,  Was  auf  dasselbe  hinauskommt:  wenn  im 
erstp,  ntyd  letzte  Element  des  Fadens  in  gegebenen  La- 
gen ;^ffstigt  sind.  Die  unter  dieser  Bedingung  ?sn 
einem  elastisch  biegsamen,  gleichförmig  elastischen 
und  ursprünglich  geradlinigen  Faden  gebildete  Cum 
wird  vorzugsweise  die  elastische  Linie  genannt 

Statt  das  eine  oder  das  andere  der  beiden  Grem- 
demente  unbeweglich  anzunehmen,  kann  man  auf  zwei 
Punkte  des  Elementes  selbst  zwei  Kräfte  wirken  las* 
•en,  oder  auch  eine  einzige  Kraft,  als  die  Resultante 
jener,  an  einem  mit  dem  Elemente  fest  verbundenen 
Punkte  anbringen  (§•  318.  </.)•  Zufolge  des  vor.  §•  iet 
alsdann  auszudrücken,  dass  das  Moment  der  zwei  Kräfte 
am  ersten  Elemente,  also  auch  das  Moment  ihrer  Rs- 
sultante,  wenn  es  auf  den  Punkt  (x9  y)  der  Curve  be- 
zogen wird,  dem  Krümmungshalbmesser  an  diesem 
Punkte  umgekehrt  proportional  ist 

Ist  demnach  {Ay  B)  die  Resultante  der  auf  te 
erste  Element  wirkenden  Kräfte  und  (o,  t)  ein  Pasht 
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der  Resultante,  der  mit  dem  Elemente  in  fatfer  Ve*> 
bindung  steht,  so  hat  man  für  die  elastische  Linie,  die 
Gleichung 

*(*-*)  -  A {b-y)  .  i  ',         y 

eine  Gleichung,  die  aneh  unmittelbar  ane  der  atffcemei- 
Ben  Gleichung  (B)  hätte  hergeleitet  werden  können, 
wenn  man  X  =»  ©,  F  =  0,  die  hiernach  oonstanten 
Grtieeen  fXd*>  fTds  rcsp.  =^i,  Ä  und  die  naohder 
leisten  Integration  linke  noch  hinzuzufügende  Constante 
■■  JBa—Ab  gesetzt  hätte. 

Die  Kraft  (A>  B)>  welche  auf  einen  mit'  dem  er- 
sten  Elemente  verbundenen  Punkt  wirkt,  und  die  Re- 
eoltaate  der  das  letzte  Element  affioirenden  Kräfte 
mosten,  weil  sie  die  einzigen  auf  den  Faden  wirken- 
de« insseren  Kräfte  sind,  einander  gleich  nnd  direet 
entgegengesetzt  seyn.  Die  Gerade,  in  welcher  ihre 
Richtungen  gemeinschaftlich  enthalten  sind,  heisse  die 
Axe  der  elastischen  Linie.  Lassen  wir  mit  flitiser  Axe 
die  Axe  der  'x  zusammenfallen,  so  werden  B=% 
fsQ,  und  die  Gleichung  gewinnt  die  höchst  einfache 
Gestalt: 

Ay=L. 

Die  elastische  Linie  besitzt  hiernach  die  charak- 
teristische Eigenschaft,  das*  ihre  Krümmung  in  jedem 
ihrer  Punkte  dem  Abstände  de*  Punktes  von  der  Ase 
prpportional  ist.  An  gleiehweit  »von  der  Axe .  abste- 
henden Punkten  ist  daher  auch  die  Krümmung  gleich 
gross,  und  an  ungleioh  entfernten  verschieden:  an  dem 
entfernteren  grösser  und  an  dem  näheren  geringer« 
An  den  Stellen,  wo  die  Curve  von  der  einen  auf  die 
Seite  der  Axe  sieh  werfet,  geht  dieKrämmung 
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doroh  HoB  atue  dem  Pbritiven  In's  Negfttfre,  od«  um- 
gekehrt, über,  d.  h.  die  Gurre  hat  an  jeder  Stelle ,  wo 
sie  die  Axe  sehneidet,  einen  Wendepunkt  Auch  kitin 
sie  nirgendwo  ändere  einen  aoleben  haben,  da  nur  für 
y  =  0  der  Krümmungshalbmesser  r  unendlich  gross 
werden  kann* 

Endlich  erhellet,  dass,  wenn  der  erste  oder  leWe 
Punkt  des  Fadens  in  die  Axe  ftllt,  die  mit  dem  19» 

.  mente  daselbst  in  Verbindung  au  setspnde  Kraft  A  m 
ihm  selbst ,  nicht  cpst  an  einem  andern  mit  Uni  rsr- 
bundenen  Punkte ,  angebracht  werden  kann«  80  ist 
%.  B«  bei  einem  durah  eine  Sehne  gespannten  elasti- 
schen Bogen  die  Sehne  selbst  die  Axe,  und  die  Span- 
nung  der  Sehne  =  der  mit  A  beaeiohneten  Kraft.  Die 
Krümmung  des  Bogen*  ist  daher  an  seinen  beiden  Ei- 
den null  und  in  dem  von  der  Sehne  entferntest« 
Punkte  am  stärksten.  Eben  so  ist  bei  einem  einst»* 
sehen  Stabe,    dessen  erstes  Element  in  irgend  ennr 

0  Lage  unbeweglich  gemaeht  wird,  und  an  dessen  lebt* 
Element  ein  Faden  mit  einem  angebängten  Gewichts 
befestigt  wird ,  die  verticale  Linie  des  Fadens  die  Axs 

•  

der  von  dem  Stabe  gebildeten  elastischen  Gurre. 

§.  321. 

Um  aus  der  Gleichung  der  Gurre  «wischen  y  usi 
r  eine  Gleichung  swisoben  x  und  y  herzuleiten,  fflhrs 
man  aunäebst  statt  r-  dea  Winkel  y  ein,  den  das  0fr 
ment  ds  mit  der  Axe  maoht,  und  es  wird  (f.  319.): 

Aj,  =*j}  mm  -jf. 

m 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt: 
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Maltiplioirt  man  hierein  ?P  und  integrirt  dann,  so  kommt2 

Die  Censtapte  C  kann  man  nnter  andern  dnreh  die 
graute  Abweichung  der  Corvo  von  der  Axe,  d*  i.  durch 
den  grössten  Werth  von  y,  welcher  A  heisse,  bestimmen. 
Er  findet  statt  für  v  =  0,  oder  für  i//=180%  nachdem 
man  die  Axe  der  x,  d.  i.  die  Axe  der  elastischen  Li« 
nie,  nach  der  einen  oder  nach  der  andern  Seite  an  po- 
sitiv sejn  lässt  Man  wähle  diejenige  Richtung  dieser 
Axe  aiir  positiven,  bei  welcher  für  den  grössten  Werth 
tob  y,  v  =  0  wird,  und  man  hat: 

folglich    2*(1— oosi//)  =  ^f(Zi*— y*), 

worans  zugleich  ersichtlich,  dass  die  Richtung  der  auf 
de»  Anfang  der  Cur? e  in  der  Axe  wirkenden  Kraft  A 
mit  der  für  die  Axe  festgesetzten  positiven  Richtung 
übereinstimmt;  denn  <  sowohl,  als  A* — y%  ist  positiv. 

Setzt  man  nun  noch  ^(Äa— ya)=xa, 

so  wird  ^-=acosi//  =  i— *a,  und 

dx co 81/;    ^ oos^/ 


fl^        sinv       z/l— oosvFl+oosv' 
d.  i.    dx=x—;=  (fy. 

Weil  *  eine  bekannte  Function  von  y  ist,  so  sind 
in  dieser  Gleichung  die  Veränderlichen  getrennt,  und 
die  dadurch  mögliche  Integration  giebt  die  verlangte 
Gleichung  zwischen  x  und  y.    Indessen  hängt  diese  In- 

18 
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tegration  von  der  Rectification  der  Kegelschnitte  ab 
und  ist  daher  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck 
nicht  ausfuhrbar. 

Was  noch  die  Spannung  der  elastischen  Linie  as* 
langt,  so  ist  hier  wegen  fXds=A  und  fYds^B=Q: 

dx 

T=—ji-j-=i—Aw>*iß  (§.318.*.). 

Die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte  der  da- 
etlichen  Linie  ist  demnach  dem  Cosinus  des  WinktU 
proportional)  den  die  Berührende  daselbst  mit  der 
Axe  macht  ,  und  ist  eine  Pressung  oder  eine  wirk 
liehe  Spannung ,  je  naohdem  dx  positiv  oder  negatif 
ist,  d.  h.  je  nachdem  y  wenn  man  in  der  Curve  vom 
Anfange  zum  Ende  fortgeht  9  die  Richtung  dieses 
WegSy  wenn  sie  nach  der  Richtung  der  am  Anfangs 
wirkenden  Kraft  A  geschätzt  wirdy  mit  dieser  Rick- 
tungj  als  der  positiven  Richtung  der  Axe  der  xy  über- 
einstimmt y  oder  ihr  entgegensetzt  ist.  In  dem  vee 
der  Axe  entferntesten  Punkte,  wo  dx=ds>  ist  daher 
die  Spannung  stets  eine  Pressung  und  bat  unter  alles 
Pressungen  und  eigentlichen  Spannungen  den  absollt 
grössten  Werth  =  A. 

Bei  der  elastischen  Urne  PRSTQ  (Fig. 87.)  X.R, 
auf  deren  Anfangspunkt  P  und  Endpunkt  Q  gleiche 
und  entgegengesetzte  Kräfte  naeh  den  Richtungen  MF 
und  NQ  wirken,  wo  daher  PQ  die  Axe  und  MP  die 
positive  Richtung  derselben  iet,  und  wo  die  in  R  usd 
T  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  die  Axe  recht- 
winklich  treffen,  nimmt  x  von  P  bis  R  ab,  von  R  kis 
T  su  und  von  T  bis  Q  wieder  ab.  Mithin-  findet  im 
P  bis  R  und  von  T  bis  Q  wirkliche  Spannung,  von  H 
bis  T  aber  Pressung  statt.  In  R  und  T,  wo  <ir=l> 
gebt  die  eine  in  die  andere  durch  Null  über« 
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Bei  der  weniger  gekrümmten  Linie  PSQ  fFig.  8a) 
nimmt  j?  von  P  bis  Q  fortwährend  zu,  und  es  herrsoht 
folglich  hier  fiberall  Pressung.  In  beiderlei  Cnrven  aber 
bezeichnet  S  den  von  der  Axe  entlegensten  Punkt,  wo 
die  Pressung  am  stärksten  ist 

§.822. 

Entwickelt  man  in  der  im  vor.  f.  erhaltenen  Dif- 
leiohnng  den  Coeffioient  von  dy  in  eine  nach 
waohsenden  Potenzen  von  *  fortlaufende  Reihe,  so  wird 
diese,  wenn  die  Curve  nur  wenig  von  ihrer  Axe  abweicht, 
wenn  also  A,  und  folglieh  auch  *  nur  klein  ist,  schnell 
eonvergiren.  Für  eine  sehr  geringe  Abweichung  kann 
es  hinreichen,  nur  das  erste  Glied  dieser  Reihe  beizu- 
behalten; man  bat  alsdann: 

und  wenn  man  integrirtt 

wo  die  neue  Constante  unter  der  Voraussetzung,  dasa 
y  mit  x  zugleich  verschwinden  soll,  weggelassen  ist 
Die  hierdurch  ausgedruckte  Linie  läuft  wellenförmig 
über  und  unter  der  Axe  hin  (Fig.  89.)  und  schneidet 
sie  in  Punkten  Fy  £f,  Ä,  JV,  deren  jeder  von  dem 
nächstfolgenden  um  ein  Intervall  =3  n\{t :  A)  entfernt 
ist,  wo  n  =  der  halben  Peripherie  eines  Kfreises,  des- 
sen Halbmesser  =  1*  Mitten  zwischen  je  zwei  solchen 
Punkten  ist  die  Abweichung  der  Curve  von  der  Axe  am 
gross ten,  nämlich  =A.     % 

Setzt    man    den   Bogen   FOH  der   Curve,    der 
zwischen  zwei  nächstfolgende  Durchschnitte  derselben 

18* 
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mit  der  Axe  fällt»  «/,  wiit/  grösser,  als  der  da- 
von  überspannte  Thett  ny(*tj£)  der  Axe,  mithin 

TT« 

/*• 

Da  nun,  wenn  der  Bogen  FGH  für  fcioh  im  Gleich- 
gewichte  seyn  soll,  die  zwei  einander  gleieben  und  fr 
reot  entgegengesetzten  Kräfte  A  unmittelbar  an  den 
Anfangs-  und  Endpunkte  des  Bogens  angebracht  werde« 
müssen,  so  riehen  wir  hieraus  den  merkwürdigen  Sehlnssx 

Soll  eine  elastische  Gerade  durch  xseei  mm  ihrem 
Enden  angebrachte  einander  gleiche  und  entgegen- 
wirkende  Kroße  xu  einem  Bogen  gekrümmt  werden, 
so  muss  die  gesneinsehqfÜiche  Intensität  der  Kräfte 
ein  gewisses  Minimum  überschreiten*  Dieses  Mini- 
mum von  Intensität^  welches  man  auch  die  el  ms  ti- 
sche Kraft  der  Geraden  nennt,  ist  im  dsreetm 
Verhältnisse  des  Coefficienten  der  Etmsticität  e  und 
im  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse  der  Längs 
l  der  Geraden.  —  So  ist  z.  B.  die  geringste  Kraft, 
welehe  zur  Krümmung  einer  zwei*  oder  dreimal  •• 
langen  Geraden  erfordert  wird,  nur  der  vierte  oder 
neunte  Theil  der  geringsten  Kraft,  welehe  zur  Krüm- 
mung der  Geraden  von  einfacher  Länge  nöHrig  ist 

Verlängert  man  die  elastische  Linie  FGH  Aber  B 
hinaus ,  bis  sie  der  Axe  weiterhin  in  Ky  üf,  • . .  begeg- 
net, so  sind  nicht  ntar  die  Geraden  FB,  HKy  KM>  et* 
unter  sieh,  sondern  auoh  die  Bögen  FGHy  HfK>  etc. 
unter  sieh  gleich,  und  man  kann  die  der  A  gleicht 
und  entgegengesetzte  Kraft,  statt  in  H>  auch  in  JE, 
oder  in  M9  etc.  anbringen.  Es  wird  folglieh  auoh  fit 
geringste  Kraft,  um  eine  Gerade  =V,  oder  3/,  et* 
oder  il  =3  k  zu  einem  doppelten  Bogen,  wie  FK> 
oder    zn    einem    dreifachen,     wie    FM,    eto,    odff 
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xu  einem  /fachen  zu  krümmen,  eben  so  gross  seyn 
eeyn  müsset),  als  die  geringste  Kraft,  welche  tißthig 
ist,  um  eine  Gerade  =1  =k:i  in  einen  einfachen  Bo_ 
gen  Fft'/l  xu  verwandeln;  die  Kraft  wird  folglich  pro- 
portional mit  /'  tk*  seyn  müssen,  d.  h.  direot  propor- 
tional dorn  Quadrate  der  Zahl  der  Bögen,  in  welche 
die  Gerade  sich  (heilen  soll,  und  umgekehrt  dem  Qua- 
drate der  Länge  der  Geraden. 

$.  333. 

Unter  den  maunigfaciieu  Formen,  welche  die  ela- 
stische Linie  haben  kann  *),  ist  auch  die  Kreisforui 
eulbaltuu.  Denn  stellt  mau  sieh  vor,  dass  eine  ge. 
schlössen«  Kreislinie  gleichförmig  elastisch  wird,  und 
sich  in  eine  Gerade  auszudehnen  strebt,  so  ist  bei  der 
überall  gleiabeu  Krümmung  des  Kreises  kein  Grund 
vorhanden,  wnrum  irgend  ein  Thcil  desselben  seine 
Krümmung,  falla  er  sie  ändert,  mehr  oder  weuiger, 
als  i'iu  anderer  Thcil  lindern  sollte.  Durch  eine  gleich- 
förmige Aenderung  der  Krümmung  würde  über  der 
Kreis  selbst  entweder  grösser  oder  kleiner,  welches 
nicht  seyn  kann,  da  die  Linie  von  unveränderlicher 
Lunge  soyn  soll.     Mithin  bleibt  der  Kreis  unverändert. 

Als  Aue  der  elastischen  Kreislinie  ist  eine  in  der 
Kreiscbeuo  unendlich  entfernte  Gerade  anzunehmen. 
Denn  nur  bei  dieser  Annahme  kann  die  Entfernuug  je- 
des Punktes  der  Kreislinie  von  der  Axe  als  proportio- 
aal  der  von  eiuem  Punkte  zum  anderu  ooustanten  Krüm- 
mung des  Kreises  angesehen  werdeu. 

Soll  daher  ein  Theil  des  elastischen  Kreises,  ge- 
lrennt von  dem  übrigeu,  seine  Krcisbogenforui  unver- 

*)  Rater  zälilt  Ha  Sped»  «Jt»w  Formen.  Sieho  deuea  Mc- 
thotlni  tnvenkiull  Uneu  curv.  etc.    AibllUm  I.  ito  curvu  ululicu. 
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ändert  behalten,  so  hat  man  entweder  das  erste  rad 
letzte  Element  des  Bogens  unbeweglich  zu  machen, 
oder,  wenn  man  das  eine  dieser  Elemente*  oder  asck 
beide,  beweglich  bleiben  lässt,  an  einem  unendlich 
entfernten  Punkte,  der  mit  dem  beweglichen  Elemente 
in  fester  Verbindung  steht,  eine  Kraft  anzubringen,  de- 
ren Moment  in  Bezug  auf  den  beweglieh  gelassenes 
Endpunkt  dem  endlichen  Momente  der  Elastioität  da- 
selbst gleieh  ist,  also  eine  unendlich  kleine  Kraft, 
indem  sonst,  wäre  die  Kraft  endlich,  ihr  Moment  na- 
endlicb  gross  Seyn  würde*  Wir  wissen  aber  aus  §•  M.  *. 
dass  eine  unendlich  kleine  auf  einen  unendlich  entfern- 
ten Punkt  wirkende  Kraft  die  Wirkung  eines  Kräfte- 
paares hat.  Mithin  bat  man  an  zwei  Punkten,  die  mit 
dem  beweglichen  Endelemente  des  Bogens  in  fester 
Verbindung  stehen,  zwei  einander  gleiche,  parallele 
und  entgegengesetzte  Kräfte  anzubringen,  deren  Mo- 
ment, welches  rüoksiohtlich  aller  Punkte  der  Ebeae 
gleiohe  Grösse  bat  (f.  31.) ,  dem  Momente  der  Elasti- 
oität gleioh  ist. 

Kann  umgekehrt  das  freie  Ende  der  elastischen 
Linie  nur  durch  ein  Kräftepaar  im  Gleichgewichte  er* 
halten  werden,  so  ist  die  Linie  ein  Kreisbogen.  Dens 
da  in  jedem  Punkte  M  der  elastischen  Linie  das  auf 
ihn  bezogene  Moment  der  mit  dem  freien  Endelemeste 
in  Verbindung  gebrachten  Kräfte  der  Krümmung  k 
M  proportional  ist,  und  da  ein  Paar,  rücksiohtlich  al- 
ler Punkte  seiner  Ebene,  gleich  grosse  Momente  bat, 
so  muss  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Krim- 
mung  Ton  einem  Punkte  der  Curve  zum- andern  cos- 
stant,  und  folglich  die  Curve  ein  Kreis  seym 

Da  übrigens  ein  Kräftepaar  in  seiner  Ebene  viD- 
kührlich  verlegt  werden    kann    (§.  17«),   so   erhellet 
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noch,  indem  man  die  Richtungen  der  Kräfte  jenes 
Paares  normal  auf  der  Tangente  am  Ende  des  Bogen« 
sejn  liest ,  das?  bei  einem  elastischen  Kreise  oder 
Kreisbogen  die  Spannung  null  ist« 

f  324. 

Wir  gehen  jetst  cum  Gleichgewichte  eines  elastisch 
biegsamen  Fadens  im  Räume  über.  —  Für  das  Gleich- 
gewicht eines  vollkommen  biegsamen  Fadens,  wenn 
auf  Jedes  Element  ds  desselben  eine  Kraft  (Xds>  Ydsy 
Zdä)  wirkt,  hat  man  nach  f/281.  b.  die  drei  Glei- 
chungen: 

fdz/Ydt—f(fyfZJs=0, 

fdx/Zd$—fdxfXds=09 

fdyfXd—fdxfYd*=% 
yon  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  übrigen  ist,  und 
von  denen  die  letzte  z.  B.  ausdrückt,  dass,  wenn  man 
die  Fadencurve  und  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  auf 
die  Ebene  der  x%  y  projicirt,  in  Bezug  auf  die  Pro- 
jeetion  (**,  y)  des  Punktes  (xy  y,  x)  das  Moment  aller 
projicirt en  Kräfte,  welche  vom  Anfangspunkte  der 
Curve  bis  zum  Punkte  (x>yyx)  auf  sie  wirken,  null  ist. 
Ist  der  Faden  nicht  vollkommen  biegsam,  sondern 
stellt  sich  der  Biegung  die  Elasticität  als  Hinderniss 
entgegen,  so  können  wir  naoh  der  Vorstellungsweise 
in  f.  317*  an  je  zwei  nächstfolgenden  Elementen  der 
Curve,  wie  LM  und  MN  (Fig.  86.)  zwei  einander 
gleiche  und  direct  entgegengesetzte  Kräfte  hinzuge- 
fügt denken,  welche  die  Biegung  LMN  aufzuheben 
streben,  und  von  welchen  die  auf  MN  wirkende  in 
Bezug  auf  M  ein  Moment 

u  =  —  2i.LMN:LM>  (§.319.) 
hat,  wo  <  wiederum  den  eonstanten  Coefficienten  der 
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Elastioit&t  ausdrückt;  das  Moment  der  anf  LM  wir- 
kenden Kraft  ist  in  Besag  anf  denselben  Punkt  M$ 
ss  —  u.  Je  zwei  auf  diese  Art  zusammengehörige 
Kräfte  sind  nun  auoh  in  jeder  Protection  einander 
gleich  und  direet  entgegengesetzt  Ist  daher  A  der 
Anfangspunkt  des  Fadens,  M  der  Punkt  (jt,  y,  *), 
und  sind  A'Y  L\  üf,  N'  die  Projectionen  von  A,  L9 
M,  JV  auf  eine  der  drei  Coordinatenebenen ,  so  reda- 
cirt  sich  ejben  so,  wie  in  f.  317.,  das  anf  M  beso- 
gene  Moment  aller  in  der  Protection  von  AT  bis  3t 
wirkenden  elastischen  Kräfte  anf  das  Moment  der  anf 
das  Element  LfM'  vom  Elemente  MlN9  her  wirkenden 
Kraft  allein,  und  dieses  Moment,  es  sey  =  —  «f,  ist, 
wenn  wir  für  die  Coordinatenebene  sucoessive  die  der 
yx9  der  xx  und  der  xy  wählen,  der  lsten,  2ten  und  3tea 
obiger  Gleichungen  linker  Hand  noch  hinzuzusetzen« 

Ist  aber  p  irgend  eine  Kraft  in  der  Ebene  LMNy 
und/»'  die  Projeotion  dieser  Kraft  auf  die  Ebene  Z/Jf7V, 
so  verhält  sich  das  Moment  von  p  in  Bezug  anf  M 
zum  Momente  von  //in  Bezug  anf  ÜT,  wie  das  tdnrch 
p  und  M  bestimmte  Dreieck  zu  dem  durah  p'  und  M 
bestimmten,  also  auoh  wie  LMN  zu  L'ltTJVy  da  jedes 
Dreieck  der  einen  Ebene  zu  seiner  Projeotion  anf  die 
andere  in  einem  und  demselben  Verhältnisse  steht  Es  ver- 
hält sich  daher  auch  u  ;  u=  LMN :  L'MN\  und  es  ist 
mithin  */  =—2« .  L'WN'i  LM*. 

Setzen  wir  folglich  die  Projectionen  der  Dreiecks- 
fläche  LUfJV  auf  die  Ebenen  der  y*,  xx  und  xy  reep. 
=  Jl9  A%  und  z/, ,  so  sind 

2*Jt      2tJ%     2eJB 
ds*  '     ds*  '     (ü* 

die  in  den  drei  Gleichungen  links  noch  hinzuzufügendes 
Da  endlich  nach  f.  319. 
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2J%  =*  dxd*y—dyd*x>  und  eben  so 
2Jg  &s  dyd*z  — dxd2y,  u.  s.  w. 

ist,  so  werden  die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht 
an  einem  elastisch  biegsamen  Faden  im  Räume,  wenn 
anf  jedes  Element  ds  desselben  eine  Kraft  (Xd*>  Yds, 
Zdi)  wirkt: 

fdz/Yds^f^/Zds^^^^9 
fdxfZds-fdz/Xds**  d***~f>*JL , 

fJs,fx*-fds/Y*=*  ***-f**yf 

drei  Gleichungen,  deren  jede,  wie  bei  denen  für  die 
unelastische  Linie,  aus  den  beiden  übrigen  folgen  muss. 
Diess  bestätigt  sich  auch  sogleich,  wenn  man  die  Glei- 
chungen differentiirt,  sie  hierauf  resp.  mit  dr,  dy>  dz 
multiplioirt  und  endlich  addirt:  denn  man  gelangt  da- 
mit in  der  identischen  Gleichung:  0  =  0. 

f  325. 

Zusätze,  a.  Da  jede  der  drei  eben  aufgestell- 
ten Gleichungen  eine  Folge  der  beiden  übrigen  ist,  so 
reichen  sohon  zwei  derselben,  die  man  beliebig  wählen 
kann,  hin,  um9  wenn  Jf,  F,  Z  als  Funotionen  von 
jr,  y,  x  gegeben  sind,  die  Gestalt  des  Fadens  beim 
Gleichgewichte  zu  bestimmen.  Bei  der  hierzu  nöthi- 
gen  Rechnung  führen  die  in  den  zwei  gewählten  Glei- 
chungen linker  Hand  befindlichen  Integralausdrüoke  zu 
5  Constanten,  wie  schon  in  §.  281.  d.  bei  der  nioht 
elastischen  Linie  bemerkt  worden.  Hierzu  kommen, 
wegen  der  rechter  Hand  in  den  2  Gleichungen  stehen- 
den Differentialen  der  Sten  Ordnung  noch  4  Constan- 
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ten,  so  dass  die  2  Gleichungen,  vollständig  integrat, 
9  Constanten  in  flieh  fassen. 

Um  diese  Constanten  zn  bestimmen,,  kann  man,  vis 
a«  a.  O. ,  die  Werthe  von  fünf  derselben  dadaroh  fest- 
setzen ,  dass  man  die  Coordinaten  des  Anfangs-  and 
Endpunktes  des  Fadens  und  seine  Länge  gegeben  seyi 
lässt.  Und  da  die  Bedingung ,  dass  eine  durch  ihre 
zwei  Gleichungen  ausgedrückte  Curve  im  Räume  in  ei- 
nem ihrer  Punkte  eine  durch  ihn  gehende  gegeben« 
Gerade  zur  Tangente  hat,  von  der  Erfüllung  zweier 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes 
und  den  die  Richtung  der  Geraden  bestimmenden  Win- 
keln abhängt,  so  kann  man  zur  Bestimmung  der  Tier 
übrigen  Constanten  die  Riebtungen  der  Tangenten  im 
Anfangs-  und  Endpunkte  des  Fadens  gegeben  anneh- 
men« 

Derselbe  Satz,  den  wir  in.  $•  319.  für  die  elasti- 
sche Curve  in  einer  Ebene  aufgestellt  haben,  gilt  da- 
her auch  für  diese  Curve  im  Räume«  Wenn  nämlich 
zwei  Punkte  eines  elastisch  biegsamen  Fadens  gege- 
bene Oerter  einnehmen  und  seine  Elemente  daselbst 
gegebene  Richtungen  haben,  und  wenn  überdies»  auf 
alle  Elemente  des  Fadens  Kräfte  wirken,  deren  Inten- 
sitäten und  Richtungen  gegebene  Functionen  ihrer  As- 
griffspunkte  sind,  so  ist  damit  die  Form  des  Fadens  voll- 
kommen bestimmt 

6.  Wird  der  elastische  Faden  im  Räume  in  irgend 
einem  Punkte  M  unterbrochen,  so  kann  das  Gleich- 
gewicht, eben  so  wie  im  $•  318.  c.  entweder  dadurch, 
dass  man  das  letzte  noch  übrige  Element  LM  unbe- 
weglich maebt,  oder  dadurch,  dass  man  an  ihm  ge- 
wisse Kräfte  anbringt,  gesichert  werden«  Das  Momest 
dieser  Kräfte  in  Bezug  auf  LM  als  Are  ist  daher 
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mV,  mithin  muss  anch  da«  auf  LM  bezogene  Moment 
aller  auf  den  Faden  bis  M  wirkenden  äusseren  Kräfte, 
da  sie  den  an  LM  anzubringenden  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten,  null  seyn.  —  Dasselbe  erhellet  anch 
mittelst  der  3  Hauptgleichungen.  Denn  die  in  ihnen 
linker  Hand  stehenden  Momente  der  Prqjeetionen  der 
Äusseren  Kräfte  in  Bezug  anf  die  Projeetionen  von  M 
kann  man  zugleich  als  die  Momente  dieser  Kräfte  selbst 
in  Bezug  auf  drei  durch  M  mit  den  Axen  der  x>  y,  * 
gelegte  Parallelen  betrachten  ($.  281.  £.)•  Mit  diesen 
Parallelen  macht  das  letzte  Element  LM  Winkel,  de- 
ren Cosinus  =  -7-  5  ^  >  ^"  8'D^  Multiplicirt  man  mit 

diesen  Cosinussen  die  drei  Momente  und  addirt  sie 
hierauf,  so  erhält  man  das  Moment  der  äussern  Kräfte 
in  Bezug  auf  LM  ($.  90.).  Letzteres  Moment  redu- 
cirt  sich  aber  auf  null,  wenn  man  für  die  drei  erstem 
ihre  in  den  Gleichungen  rechter  Hand  stehenden  Wertbe 
setzt. 

c.  Die  an  dem  letzten  Elemente  Litt  oder  dt  an-' 
zubringenden  Kräfte  lassen  sich  bei  dem  elastisch  bieg- 
samen Faden  im  Räume  im  Allgemeinen  nicht  abf 
eine  einzige  Kraft  zurückfahren.  Zerlegt  man  jede 
derselben  in  jtwei  Kräfte,  von  denen  die  eine  auf  ds 
normal  ist  und  die  andere  mit  d$  zusammenfällt,  so  ist 
zufolge  des  in  $•  318.  f.  von  der  Spannung  gegebenen 
Begriffs  die  Summe  der  mit  d$  zusammenfallenden  die 
Spannung  des  Elementes  dt.  Da  nun  bei  dieser  Zu- 
sammensetzung der  Kräfte  zur  Spannung  ihre  Angriffs- 
punkte nicht  in  Betracht  kommen  und  da  die  an  ds 
anzubringenden  Kräfte  mit  den  anf  den  Fäden  von  sei- 
nem Anfange  bis  zum  Elemente  d$  wirkenden  äusseren 
Kräften  imGleiehgewichte  sind,  so  wird  man  die  Span- 
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nong  auch  erbalten,  wenn  man  letztere  Kräfte  paraDel 
mit  einer,  ikrer  ursprünglichen  Riohtnng  entgegenge- 
setzten 9  Riehtang  an  einen  und  denselben  Punkt 
trägt  und  hierauf  ihre  Resultante,  welche  (—fXd*, 
~/Yd*>  —fZM)  ist,  auf  die  Richtung  den  Herne» 
tes  d*  prejicirt ,  d.  i.  mit  dem  Cosinus  des  Winkels 
multiplicirt,  den  die  Riohtung  der  Resultante  mit  des 
Elemente  ds  bildet  Auf  diese  Weise  findet  sieb  die 
Spannung 

nnd  ist  wie  in  $.  318.  y.  eine  wirkliche  Spannung  oder 
Pressung,  nachdem  sich  für  T  ein  positiver  oder  ne- 
gativer Werth  ergiebt 

Man  nimmt  übrigens  leioht  wahr,  dass  dieselben 
Betrachtungen,  welohe  uns  jetzt  zu  dem  Ausdrucke  für 
T  bei  dem  elastischen  Faden  leiteten,  zu  dem  nämli- 
chen Ausdrucke  für  T  auch  bei  dem  nicht  elastisches 
Faden  führen,  und  dass  auch  in  der  That  dieser  Aas- 
druck durch  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (S) 
in  $.  280.  hervorgeht. 

f   326. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  Ober  des 
elastisch  biegsamen  Faden  im  Räume  wollen  wir  noeh 
den  speciellen  Fall  näher  untersuchen ,  wenn  auf  des 
äussern  Faden  keine  Kräfte  wirken,  sondern  bloss  du 
erste  und  letzte  Element  desselben  an  gegebenen  Ocr- 
tern  und  in  gegebenen  Richtungen  befestigt  sind. 

Wird  die  Unbeweglichkeit  des  einen  der  beides 
änssersten  Elemente  aufgehoben ,  und  soll  dabei  *• 
Gestalt  des  Fadens  unverändert  bleiben,  so  müssen  o 


■ 
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Punkten  dieses  Elemente,  oder  aooh  an  Punkten,  die 
mit  iiim  lest  verbunden  sind,  Kräfte  von  gewisser  Rich- 
tung und  Intensität  angebracht  werden.  Eben  so  kann 
auch  ilie  I'nbewegliehkeit  des  andern  Grenzelemeut« 
dureb  Kräfte  ersetzt  werden,  und  letzlore  Kräfte  müs- 
sen den  erstem  eben  so,  wie  da  einem  festen  Kürner, 
das  G  leidige  wicUt  halten. 

Die  auf  solche  Weise  an  dem  beweglieb  gemach- 
ten ers:eu  Elemente  anzubringenden  Kräfte  wollen  wir, 
wie  dies  im  Allgemeinen  immer  möglich  ist,  auf  eine 
einfache  Kraft  ./  und  ein  Paar  reduciren,  und  zwar 
»o,  dass  die  einfache  Kraft  auf  der  Ebene  des  Paare» 
normal  steht.  Werde  nun  die  Richtung  von  A  zar 
Axe  der  x,  und  folglich  die  Ebene  des  Paares,  oder 
eine  tuit  ihr  parallele,  zur  Ebene  der  y,  x  genommen. 
Alsdann  ist,  wenn  das  Moment  des  Paares  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  seiner  Ebene  =m  gesetzt  wird,  sein 
Moment  auch  rück  sichtlich  der  Axe  der  Mt  so  wie  je- 
der damit  parallelen  Axe,  =m;  rücksicbllicb  der  Axe 
der  y  aber,  oder  der  Axe  der  x,  oder  irgeud  einer 
damit  parallelen  Axe  ist  es  tat  0.  Ferner  sind  von  der 
Kraft  A  in  Bezug  auf  drei  durch  den  Punkt  (r,  yt  z) 
der  Curve  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  parallel  gelegte 
Axen  die  Momente  resp.  =0,  — Ax,  +  Ay  *),  In 
Bezug  auf  diese  drei  Axen  sind  daher  die  Momente 
aller  auf  das  erste  Element  des  Faden«  wirkenden 
Kräfte  resp. 

=  t»,  — Aüy  +Ay; 


*)    Ceberhannt    nümliiti    lind    in    Beiieliung    tat 
Axta    aie    Mom.nie   uiner  Kraft   {d,   B,  C),    deren  AigtiJbpiuiti 

e»  ». »)  •*■■ 

0(l-»)-»('-»),  J('-.)-C(~-r), 

B(.-x)  -  A(t-,)  ({}.  «5.  „d  «.) 


■ 
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und  da  bis  zum  Punkt«  (x,  y,  x)  ausser  ihnen  keine 
andern  Kräfte  auf  den  Faden  wirken  sollen,  so  haben 
wir  diese  drei  Momente  in  den  drei  Hauptgleiohungca 
für  die  Integralausdrücke  linker  Hand  zu  substituireB, 
und  wir  erhalten  damit,  wenn  wir  noch,  grösserer  Ein- 
faohheit  willen,  dx  oonstant  setzen,  die  drei  Glei- 
ehungen ; 

dz&y—dyd1* 

oder  auch  *  ==-  -^,  _^*=__J,  4y=-  -^ 

wo  //l9  /is»  49  die  Projeetionen  des  Elementardret- 
ecks LMN  auf  die  drei  coordinirten  Ebenen  sind 
($.  324.)«  Es  ist  aber,  wenn  wir  dieses  Dreieck  LMN 
=d  setzen,  und  wenn  r  den  Krümmungshalbmesser  der 
Curre  in  M  bedeutet:  r=—ds*:2J  (§•  319.),  und 
wir  können  daher  letztere  drei  Gleichungen  auch  also 
schreiben : 

*  r  J '  r    J '     *       r   J 

Aus  ihnen  lassen  sich  nachstehende  merkwürdige 
Eigenschaften  der  elastischen  Linie  im  Raums 
(vergl.  .$.  320.)  herleiten»  —  Die  jetzige  Axe  der  s 
oder  diejenige  Gerade,  welche  rücksichtlich  der  aaf 
das  erste  Element  der  Curve  wirkenden  Kräfte  d» 
Hauptlinie  des  Systems  ist  ($.  82.),  heiase  vorzogt» 
weise  die  Axe  der  Gurre«  Nun  ist  Jx  die  Projecüos 
des  Dreiecks  J  auf  die  Ebene  der  y,  *,  folglich  Jk:  J 
=  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Ebene  des  Drei» 
eeks  ä  mit  der  Ebene  der  y,  *  macht,  =  sin*,  w 
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X  der  Winkel  der  Ebene  von  Jy  d.  L  der  Krümmung», 
ebene,  mit  der  Aze  der  Gurre  bedeutet.  Statt  der  er- 
sten der  Gleichungen  (B)  können  wir  daher  aueh 
sehreibens 

Ferner  ist  zu  Folge  der  Eigenschaft  rechtwinkli- 
ger Projeotionen:  d\  +  ä\  +  A\  a  J% ,  und  daher, 
-wenn  man  die  Quadrate  der  3  Gleichungen  (B)  ad* 
dirt: 

(*)    m*+A*(y*+x*)=£-2, 
woraus  in  Verbindung  mit  (a) 

(e)    i/(y8  +  *l)afico8;  und 

r 

(d)    ^/(yJ+x*)=«iC0tgx  folgt. 

Die  erste  (a)  dieser  Gleichungen  lehrt  nun,  dass 
die  Krümmung  der  elastischen  Linie  umgekehrt  dem 
Sinus  des  Winkel*  proportional  ist ,  den  die  Krinn* 
mungsebene  mit  der  Axe  der  Linie  bildet* 

Die  s weite  Gleichung  (b)  ist  der  Gleidang  Ay 
=s  1 1  r  für  die  elastische  Linie  in  einer  Ebener  ($.  320.) 
analog  und  drückt  aus,  das*  die  Krümmung  in  jedem 
Punkte  proportional  der  Hypotenuse  eines  recht* 
winkligen  Dreiecks  ist,  dessen  eine  Kathete  von 
eeuetantor  Länge  (a  miA)9  und  dessen  andere  Ka- 
thete dem  Abstände  des  tSmktes  von  der  Axe  gleich 
ist. 

Auch  hier  also  wird,  wie  in  $•  320.,  die  Krüm- 
mung desto  schwächer,  je  näher  die  Cnrre  der  Aze 
kommt;  und  weil  mit  wad&endem  r  nach  (a)  auch 
sin/  wächst,  so  nähert  «ich  dabei  die  Krümmungsebene 
inner  mehr  der  auf  der  Aze  normalen  Lage.   Begeg- 


\ 

V 


net  die  Corte  irgendwo  der  Axe,  ee  ist  daselbst  die 
Knimi&ulJg'aui  sehwaohsten  (jedoch  nicht  null,  wie  a 
§•320.),  fand  die  Kr&mmungsebene,  feiglieh  aaoh  die 
Carve  selbst,  auf  der  Axe  normal.  — -  Parallel  mit  dar 
Axe  kann  die  Carve  erst  in  unendlicher  Entfernung 
von  der  Axe  werden.  %  Denn  wird  es  die  Carve ,  so 
wird  aaoh  die  Krüpitnungsebene  mit  der  Axe  parallel, 
folglich  *  =  0,  folglich  »ach  (0)  r=0  und  nach  (*) 
y* -f.  x»  =»  oo. 

Dasselbe  fliesst  auch  anmittelbar  ans  der  Glei- 
chung (rf),  welche;  zu  erkennen  giebt,  daee  der  Ab- 
fand einet  Punktee  der  Curve  von  der  Axe  der 
Cotangente  des  Winkele  der  Esrvmnammgeebene  mit 
der  Axe  proportional  isL 

Man  roultiplioire  noch  die  3  Gleichungen  (A)  resp. 
mit  dxy  dy,  dx  and  addire  sie,  so  erhält  manx 

(e)    mdx  +  A(yd% — *rfy)  =  9. 

Sind  nan  jF,  G  xwei  Punkte  der  Cerve,  #",  ff 
ihrot  Pxojeotienen  auf  die  Axe  der  x  und  Fl9  Gt  ihre 
Projectioneit  auf  die  Ebene  der  y,  *,  and  ist  O  der 
BurchpoHoft  jener  Axe  mit  dieser  Ebene,  so  kommt! 
wenn  man  die  Gleichung  (e)  von  F  Ins  G  integrirt: 

m*F'€F  +  A.OFiGl  =«, 
wo  OF&  die  Flftche  in  der  Ebene  der  jf,«w 
stellt,  welche  von  den  Geraden  OFn  OGt  und  d* 
Projeotion  FtGx  des  Bogen«  FG  der  Carve  begresrt 
wird.  Indem  wir  was  daher  die  Carve  durch  den  eines 
Endpunkt  F  einer  sich  an  der  Axe  rechtwinklig  fort- 
bewegenden und  am  sie  sich  zugleich  drehenden  Ge- 
raden FT  erzeugt  denken  and  diese  Gerade  den  R* 
dius  Yector  nennen,  können  wir  die  erhaltene  GUt 
chnng  also  aussprechen: 

Jeder  Tkeil  der  Axef  um  wehken  eieA  der  Mo- 
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diui  Vector  an  ihr  fortbewegt,  »teht  xu  der  Fläche, 
welche  die  l'rojection  de*  Itadiut  auf  eine  die  Axe 
rechtwinklig  treffende  Ebene  beschreibt  ,  in  einem 
conti  nnlen  Verhältniite ,  —  in  dem  nämlichen,  wel- 
che* die  Cotangente  de*  Winkel*,  den  die  Krüm- 
mungiebene  m  irgend  einem  Punkte  mit  der  Axe 
bildet^  xu  dem  Abttande  de*  Punkte*  von  der  Axe 
Äat. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  m  —  0,  und  wenn 
daher  die  auf  das  erste  Element  wirkenden  Kräfte  uuf 
eine  einzige  Kraft  A  zurückgeführt  werden  können, 
wird  zu  Folge  der  Gleiohung  (e\:  ydx — zdy  =  0,  und 
daher  y  =  ax,  d.  b.  die  Cnrve  ist  in  einer  die  Axe 
und  somit  die  Richtung  der  Kraft ,/  enthaltenden  Ebene 
begriffen.  Ihre  Krümmung  im  Punkte  (x,  y,  x)  ist 
ulsdunn,  wie  die  Gleichung  (£)  lehrt,  und  wie  wir  bereits 
aus  $.  320.  wissen,  proportional  mit  y  (y3  +  x')  d.  b. 
mit  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  Axe. 

Wenn  dagegen  die  am  ersten  Elemente  anzubrin- 
genden Kräfte  auf  ein  Paar  reducirhar  sind,  und  so- 
mit A  =  0  ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (£)  und  (*) 
über  in  m  =  i:r  und  wd.r=--Q  oder  x  =  Cutis!.,  d.  b. 
die  Cime  liegt  in  einer  mit  der  Ebene  des  Paaret  par- 
allelen oder  zusammenfallenden  Ebene,  was  nach 
$.  50.  auf  eines  und  dasselbe  hinauskommt,  und  die 
Krümmung  ist  unveränderlich,  die  Curve  selbst  also 
ein  Kreis ,  —  übereinstimmend  mit  dem  bereits  In 
%.  323.  Gefundenen. 

►  f  327. 

Stalt  der  drei  Gleichungen  (A)  können  auch  die 
zwei  |/'i  und  (<■)  als  die  Gleichungen  der  elastischen 
Linie  im  Itaume  angesehen  werden.     Kennt  man  daher 

n.  «9 


•   ' 
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eine  Linie ,  welche  diesen  zwei  Gleichungen  Genüge 
leistet,  so  wird  sie  eine  elastische  seyn  und  die  Axe 
de*  x  zu  ihrer  Axe  haben. 

So  wird  unter  anderen  hierher  die  oylindrisohe 
Spirale  oder  die  Schraubenlinie  gehören,  und  die  Axe 
des  Cylinders  wird  die  Axe  der  Curve  seyn.  Denn 
erstens  ist  der  Abstand  jedes  Punktes  dieser  Spirale 
Ton  der  Axe  von  gleicher  Grösse,  desgleichen  auch 
die  Krümmung  constant,  und  hiermit  wird  die  Glei- 
chung (6)  erfüllt.  Da  ferner  eine  oylindrisohe  Spirale 
'  von  dem  Endpunkte  eines  auf  der  Axe  normal  stehen- 
den Radius  beschrieben  wird,,  wenn  derselbe  um  die 
Axe  gedreht  und  zugleich  längs  der  Axe  fortgerückt 
wird,  so  dass  seine  Fortrüokung  der  gleichseitigen 
Drehung  immer  proportional  ist,  so  geschieht  auch  der 
durch  die  Gleichung  (e)  am 


Ist  eine  Spirale  ihrer  Form  und  Grosse  nach  ge- 
geben und  sollen  die  zu  ihrer  Erhaltung  nöthigen  Kräfte 
gefunden  werden,  oder  soll  umgekehrt  aus  den  Kräfc 
ten  die  Form  und  Grösse  der  Spirale  bestimmt  werden, 
so  hat  man  nur  die  Gleichungen  (A)  der  elastisches 
Linie  mit  denen  der  Spirale  in  Verbindung  zu  setzet. 
Sey  zu  dem  Ende  a  der  Halbmesser  des  Cylinders  der 
Spirale  oder  die  Länge  des  vorhin  gedachten  Radi» 
Vector  und  b  der  Weg,  um  welchen  derselbe  an  der 
Axe  während  einer  ganzen  Umdrehung  fortrückt.  Wirf 
nun  diese  Axe  zur  Axe  der  x  genommen,  und  ge- 
schieht bei  einem  Fortrücken  nach,  der  positiven  Seitt 
dieser  Axe  die  gleichzeitige  Drehung  in  dem  Sin»«, 
nach  welchem  die  Axe  der  x  mit  der  der  y  eiset 
Winkel  =90°,  nicht  =270%  macht,  so  sind  die  Glei- 
drangen  der  Spirale:  ' 
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2nx  .   2nx 

Hieraus  fliesst  daroh 


«*K=—  —rd**  d*=*^-  ***> 


folglich    d*=jdx,  wo  l=\/(ö*  +  4*'a») 

=  dem,   während  einer  ganzen  Umdrehung  des  Ra- 
dios, erzeugten  Theile  der  Spirale. 

<  Dnrch  noehmalige  Differentiation,  wobei  wir  dxy 
wie  bei  den  Gleiohungen  {J)>  eonstant  setzen ,  erhal- 
ten wir: 

Sabstitniren  wir  nun  diese  Wertbe  von  y  und  4 
und  ihren  Differentialen  in  den  3  Gleiehongen  (At)9  so 
giebt  die  erste  derselben: 

■»  =  —      J,      > 

jede  der  beiden  andern  aber  giebt: 

und  hiermit  sind  die  Relationen  zwischen  den  Kräften 

und  den  Parametern  der  Gurre  gefunden. 

Der  -hierbei  sieh  negativ  ergebende  Werth  von  es 

zeigt  an,  dass  der  Sinn  dieses  Moments  dem  Sinne, 

-nach  welohem  der  Winkel  der  Axe  der  x  mit  der  der 

y,  =  90°  ist,  also  auoh  dem  Sinne ,  nach  welohem  die 

Drehung  des  Radius  bei  einem  positiven  Fortrüoken  an 

der  Axe  der  x  geschieht,  entgegengesetzt  seyn  muss. 

Denken  wir  uns  daher  diese  Axe  etwa  vertical,  und 

windet  sioh  die  Spirale  nach  oben  zu  von  rechts  nach 

links  um  die  Axe,  und  wird  ihr  unterstes  Element  als 

19* 
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das  erste  betrachtet,  als  dasjenige  also,  mit  welchem 
die  *  einfache  .Kraft  A  und  die  Kräfte  des  Paares  in 
Verbindung  gesetzt  sind,  so  muss  die  mit  der  Axe  zu- 
sammenfallende Kraft  A  nach  oben,  und  der  Sinn  des 
horizontalen  Paares  Ton  der  Linken  nach  der  Rechten 
gerichtet  seyn. 

Aus  den  für  A  und  m  erhaltenen  Werthen  fliesst 
die  Proportion: 

— fn  :  A  =  2na2 :6. 

Sie  giebt  zu  erkennen,  dass,  wenn  man  die  in  der 
Axe  wirkende  Kraft  A  geometrisch  durch  den  vom 
Badius  a  während  einer  Umdrehung  längs  der  Axe 
zurückgelegten  Weg  b  ausdrückt,  das  Moment  m  des 
normal  auf  der  Axe  wirkenden  Paares  durch  das  Dop* 
pelte  der  auf  der  Axe  normalen  Basis  des  Cjlinders 
Vorgestellt  wird« 

Macht  man  die  Breite  des  Paares  =  a  und  setzt 
m:az=sBj  so  dass  +B  und  — B  die  Kräfte  des  Paa- 
res sind,  so  wird 

—  B :  A  =  2na  :  6=  }/((fy*  +  dx*)  :  dx. 

Man  kann  alsdann  dem  Paare  eine  solche  Lage 
geben ,  dass  seine  Kräfte  auf  einem  Radius  in  den 
zwei  Endpunkten  desselben  perpendicular  stehen,  da» 
also  die  eine  Kraft  +  B  irgend  einem  Elemente 
der  Curve  und  die  andere  — •  B  der  Axe,  also  auch 
der  Kraft  AJ  begegnet.  Zufolge  der  letztern  Proper» 
tion  werden  sich  dann  —  B  und  A  zu  einer  mit  den 
Elemente  parallelen  Kraft  zusammensetzen  lassen,  abo 
zu  einer  Kraft,  deren  Moment  in  Bezug  auf  das  Ele- 
ment null  ist  Da  nun  auch  die  dem  Elemente  begeg- 
nende Kraft  -f-  B  rücksichtlich  desselben  ein  Moniert 
=  0  hat,  so  erhellet  auf  diese  Weise  ganz  einfach, 
dass,  wie  wir  bereits  aus  $.  325.  b.  schliessen  können 
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das  Moment  der  Kräfte  A>  B,  —  B  in  Bezog  auf  je- 
des Element  der  Curve  =  0  ist. 

Um  endlieh  noeh  der  Spannung  der  Spirale  zu  ge- 
denken, so  ist  sie,  weil  fXds  =  j£,  fYfh  =  0  und 
/Zdi  =0  sind; 

also  von  einem  Punkte  der  Curve  zum  andern  eonstant 
und  wegen  des  negativen  Zeichens  keine  eigentliche 
Spannung,  sondern  eine  Pressung. 


f  328. 

Ehe  ich  die  Lehre  vom  Gleichgewichte  an  einem 
biegsamen  Faden  verlasse,  will  ich  noch  «ei- 
gen, wie  die  Sätze,  welche  in  der  Dynamik  <?as  Prin- 
cip  der  lebendigen  Kräfte  und  das  Prineip  der  klein- 
sten Wirkung  heissen  und  in  f.  &0&  auf  ^1M  Gleich- 
gewicht an  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  fiber- 
getragen wurden,  mit  gehöriger  Modifieation  auch  auf 
einen  elastisch  biegsamen  Faden  angewendet  werden 
können,  wobei  ich  mich  aber,  um  nicht  eine  allzulange 
Rechnung  herbeizuführen,  auf  den  Fall  beschränken 
werde,  wenn  der  Faden  und  die  auf  ihn  wirkenden 
Kräfte  in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

Für  diesen  Fall  ist  die  Gleichung  fiir's  Gleiebge- 
wioht: 

fdy/Xds  -  fdsfYd*  =  v  (f  319.), 
wo  p  das  Reciproke  des  Kriimmungsbalbmessers  r  be- 
deutet; die  Gleichung  für  die  Spannung  aber  ist: 
dxfXd$  +  dyfYd*=*—Td$  (f  318,  *.). 
Man  setze     (1]    d*=%ds,  <fy—r]ds>  dp=Qik> 
wo  daher  £*  +  >72=i  und  &ß +  *?</*; =0, 
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so  werden  die  beiden  Gleichungen,  nsohdem  man  ra- 
vor  die  entere  differentiirt  hat: 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  abermals  diffe- 
rentiirt, sie  dann  resp.  mit  g  und  tj  moltiplieirt  und 
hierauf  addirt: 

Xdx+  Y<fy=  —  dT  +  tQ  (^drj—fjdl). 
Es  ist  aber,  wenn  v»  wie  im  Vorigen,  den  Winkel 
der  Tangente  der  Corvo  mit  der  Aze  der    x    be- 
zeichnet: 

rai    Sdx  ~  008V/^f »  4y  =  bu*v*>  folglich 

'    I  g  =  oo»t//,       fj  sssinv  und  daher 

ferner  ist    [4]   ^=-1  (*.  319.)  =. -/,. 

Hiermit  wird:  Xdx  +  Tdy  =  —  dT—tpdp. 

Ist  demnach  Xdx  +  Tdy  das  vollständige  Di/" 
ferential  einer  Function  V  von  x  und  y,  V  dieselbe 
Function  der  Coordinaten  des  Punktes  (x\  y")  der  Ftv 
deneurve ,  T1  die  Spannung  und  p  das  Reciproke  des 
Krümmungshalbmessers  daselbst,  so  kommt,  wennmsn 
letztere  Gleichung  vom  Punkte  (x\  y*)  bis  zum  Punkte 
(xy  y)  der  Curve  integrirt: 

I.  F—  F'+T—  T"  +  i*(p*— p'*)  =  % 
und  man  kann  folglich,  wenn  man  die  Function  V} 
für  irgend  zwei  Funkte  der  Fadeneurve  die  Cssr- 
dinaten  und  die  Krümmungshalbmesser ,  und  in  dsm 
einen  Funkte  die  Spannung  kennt,  die  Spannung 
in  dem  anderen  ohne  Weiteres  berechnen. 


f 
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Dies  ist  der  erste  der  hier  zu  beweisenden  Sätze. 
Um  den  zweiten  zu  entwickeln,  w  picher  dem  Prinoip 
der  kleinsten  Wirkung  entspricht,  denke  man  sich  in 
der  Ebene  des  Fadens  von  einem  beliebigen  Punkte 
Mt  der  Ebene  bis  zu  einem  andern  beliebigen  M2  iiL 
gend  eine  Curve  gezogen.  Unter  der  abermaligen  Vor- 
aussetzung, dass  Xdx  +  Ydy  das  Differential  einer 
gegebenen  Function  V  von  x  und  y  ist,  werde  für  je- 
den Punkt  (x9  y)  dieser  Curve  mit  Hülfe  ihres  Krüm- 
mungshalbmessers i  :  p  in  (x,  y)  der  Werth  von  T 
nach  der  Gleichung  I.,  in  welcher  man  die  auf  den 
Punkt  (*',  yO  des  Fadens  sich  beziehenden  V,  T\  p' 
als  gegebene  Constanten  ansehe,  berechnet,  und  damit 
das  Integral  fTds  von  Mx  bis  M%  gebildet  Man 
lasse  nun  die  Curve  sich  um  ein  unendlich  Weniges 
ändern  und  untersuche  die  Aendenmg  ifTd*f  welohe 
dadurch  das  Integral  erfährt« 

Nach  L  ist  6T=*  —  3F—9ptp 

=  —  Xdx—  Y»y—p»p  (vgl.  f  305.) 
undjkher  d  (Tds)  =  dT.ds+  Tids 

es  —  Xdtdx—  YdiSy—ipdsip 
+  T&ttx+Tijdiy  (ebenda*.). 

Hiervon  das  Integral  von  M%  bis  M2  genommen, 
giebt,  weü  fd  (Td$)  =  t/Td$  ist,  die  gesuchte  Aen- 
denmg. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  die  zu  varürende  Curve  sey 
der  im  Gleichgewichte  befindliche  elastische  v  Faden 
selbst,  also  Mt  und  M%  zwei  Punkte  desselben.  Für 
den  Faden  haben  Xd*  und  Yd$  die  aus  [2]  durch  Dif- 
ferentiation sich  ergebenden  Wertbe,  und  es  wird  da* 
mit 

d(Td$)  ca  d(TS—*w)  •  '*  +  J(Tii+  «pS)  .  Sy 
—  tpd*3p  +  T&ßx  +  Ttidiy 
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*=d{T&x)+d(Tniy)  +  ia, 
wo  fl  sa—  d{ßrj)  ix  +  d{Q$)  Sy—pdsSp 

=-  Jfatx)  +  d{tfiy)  +  V, 
wo  Vsstqtiidx — $idy — pdsSp. 
Nach  den  Formeln  [3]  ist  aber 
qM!* — £<tay=8ini//  J(cost//  <&) — oost//  J(sinv  A) 
a« dsmiy\  folglich  nach  [1]  und  [4] 
Vzsz  —  dpSy  +  dydp  =z  —  dipty)  +  i(pdy) 
—  _  d{pixp)  —  i[p*ds). 
Hiermit  wird,  wenn  man 

TS— ifij=Fund  Ihj  +  m^^sO  setzt: 
*(7W»)  =  d(Fix)  +  d(Oiy)  —  «fy>*V)— «*(>>'  *)> 
und  wenn  man  vom  Punkte  üf  t  'bis  zum  Punkte  Jf, 
der  Fadeneurve  integrirt  und  den  Werth  tob 

Fix  +  Giy—ipiv 
in  Jüiy  s=ij[l  nnd  in  üfa,  =Jf2  setzt: 

if(Tds+tp*ds)  =  Jlt— Jft. 
Werde  nun  angenommen ,  dass  bei  der  Variation 
des  Stücks  JUt  M%  der  Fadeneurve  die  Punkte  Mx 
und  M%  ihre  Oerter  unverändert  behalten,  und  da« 
daher  ix  und  Sy  für  jeden  der  beiden  Punkte  null  sind. 
Werde  ferner  gesetzt,  dass  die  variirte  Curve  mit  der 
ursprünglichen  in  Mt  und  M7  einerlei  Tangenten  habe, 
so  ist  auch  iyj9  als  die  Variation  des  Winkels  der  Tan- 
gente mit  der  Axe  der  x9  an  beiden  Orten  nulL  Hier- 
mit werden  die  Grössen  Ax  und  A% ,  welche  von  den 
Werthen  der  Variationen  ix,  Sy  und  i%p  in  Mx  und 
M2  abhängen,  gleichfalls  null,  und  die  zuletzt  erhal- 
tene Gleichung  reducirt  sich  auf 

II.    i/{Tds  +  ip2ds)  =  09  d.  h. 
Sind  Kräfte  (JT,   Y)  an  einem  elastisch  biegsa- 
men Faden  im  Oleichgewichte ,  und  ist  Xdx  +  Yd/ 
das  vollständige  Differential  einer  Function  V  vsm 
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x  und  y,  so  ist  es  unter  allen  Cureen,  welche  von 
einem  beliebigen  Punkte  Ml  des  Fudern  bis  zu  einem 
beliebigen  andern  M9  desselben  gezogen  werden  und 
in  Mx  und  M2  den  Faden  zugleich  berühren ,  die 
zwischen  Mt  und  M7  enthaltene  Fadencurve  selbst, 
/ür  welche  das  von  Ml  bis  M2  ausgedehnte  Integral 

»einen  grauten  oder  kleimten  Werth  hat.  Dabei 
üt  T  mit  Hülfe  der  Gleichung 

xu  berechnen,  wo  V,  T'  und  r  die  irgend  einem 
Punkte  der  Fadencurve  zugehörigen  JVerthe  der 
Function  F,  der  Spannung  und  des  Krummssngs* 
halbmessers  bedeuten. 

f.  329. 

Zusätze,    a.  Sind  X  und    Y  null,   wirken  also 
auf  den  Faden  keine  Kräfte,  sondern  sind  bloss  das 
erste  and  letzte  Element  in   gegebenen  Lagen   befe- 
stigt, so  ist  V  oonstant,  also  V=  V9  and 
T—T'+i*(p*—P'*)=0,  d.  h. 

Bei  der  elastischen  Linie  (f.  320.)  ist  der  Un- 
terschied der  Spannungen  in  irgend  zwei  Punkten 
dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  Reciproken  der 
Krümmungshalbmesser  in  den  beiden  Punkten  pro- 
portional. 

b.  Sabatituirt  man  den  aas  letzterer  Gleiobang  sioh 
ergebenden  Werth  von   T  in  dem  Integrale,  welches 
ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  so  wird  dasselbe 
=  AT'  +  it{p*+p'*))ds=Cl+iifp*ds, 
wo  C  =s  der  oonstanten  Grösse  3P'  +  +y  *,  and  /= 
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der  Länge  der  von  üft  bis  M±  gezogenen X/orve.  Wird 
folglich  noch  die  Bedingung  hinzugefügt,  das*  /  oon- 
stant,  dass  also  alle  von  Ml  bis  M2  gezogenen  Cur- 
ven  von  gleicher  Länge  seyn  sollen,  so  wird  fp*dt 
selbst  ein  Minimum,  —  nicht  ein  Maximum,  weil  hier 
das  Integral  mit  der  Länge  der  Curve  offenbar  übte 
jede  Grenze  hinaus  wachsen  kann.  —  Wir  gelangen 
hiermit  zu  dem  merkwürdigen  schon  von  Daniel  Ber- 
noulli  *)  entdeckten  Satze: 

Unier  allen  Linien  van  gleicher  Länge ,  welch* 
van  einem  gegebenen  Punkte  xu  einem,  andern  ge- 
gebenen gezagen  werden  und  in  diesen  Punkten  von 
Geraden,  die  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind,  be- 
rührt werden,  ist  es  die  elastische  Linie,  für  welche 
das  van  dem  einen  xum  andern  Punkte  ausgedehnte 
Integral  des  durch  das  Quadrat. des  Krümmungs- 
halbmessers dividirten  Limenelements  seinen  klein- 
sten  Werth  hat. 

c.  In  den  bisherigen  Untersuchungen  über  den  ela- 
stisch biegsamen  Faden  ist  in  Uebereinstimmnng  mit 
Allen,  welche  über  diesen  Gegenstand  geschrieben  ha- 
ben, das  Moment  der  Elasticität  u  an  jeder  Stelle  des 
Fadens  der  Krümmung  daselbst  proportional  gesellt 
worden,  indem  dieses  nicht  allein  die  einfachste,  son- 
dern auch  eine  mit  der  Erfahrung  gut  harmonirende 
Hypothese  ist  (f.  319.).    Ohne  die  Erfahrung  nähern 


•)  Siehe  den  Eingang  zu  der  bereits  in  $.  323.  rnngefthrtei 
Euler'schen  Abhandlung  de  ourris  elastici*.  Ealer  berichtet  <b- 
selbst,  wie  Bernonlli  ihm  mitgetheüt  habe,  das*  er  die 
in  einem  elastischen  Bleche  (lamina)  enthaltene  Krau  in  dem 
eben  Ausdrucke  f(ds  :  rs)  zusammenfassen  könne,  nnd  dass  Aesff 
Ausdruck,  welchen  er  die  vis  potentialis  des  Bleches  nennt,  fir  an 
elastische  Linie  ein  Minimum  seyn  müsse« 
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befragen,  kann  man  bloss  behaupten,  dass  das  Moment 
u  eine  Function  der  Krümmung  ist,  und  zwar  eine  sot 
ehe,  die  mit  der  Krümmung  zugleich  wächst  und  ab- 
nimmt ^nd  dnroh  Null  in  das  Entgegengesetzte  über- 
geht. Denn  unter  der  Annahme,  dass  alle  Elemente 
des  Fadens  von  gleicher  Länge  sind,  kann  das  Mo- 
ment u  des  von  den  Riehtungen  zweier  nächstfolgen- 
den Elemente  gebildeten  Winkels  di//  von  diesem  Win- 
kel allein  abhängig  seyn ;  und  da  u  eine  endliche  Grösse, 
ds  aber  oonstant  gesetzt  worden  ist,  so  muss  u  eine 
Function  von  dxpidu,  d.  u  von  der  Krümmung,  seyn. 
Dass  aber  u  mit  der  Krümmung  zugleich  ab-  und  zu* 
nehmen  muss  u,  s,  w«,  folgt  aus  der  Natur  der  Sache 
selbst« 

Ich  mache  diese .  Bemerkung  hier  um  deswillen, 
weil,  wie  ich  noch  hinzufügen  will,  die  im  vor«  §.  an- 
gestellte Rechnung  auoh  unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Moment  u  überhaupt  eine  Function  der  Krümmung, 
also  von  r  oder  von  />,=  i  :  r,  ist,  gefuhrt  werden 
kann. 

In  der  That  stelle  P  irgend  eine  gegebene  Func- 
tion von  p  vor,  und  sey  dem  gemäss  die  allgemeinere 
Gleichung  für  das  Gleichgewicht  am  elastischen  Faden: 

*fdyfXd$  -  fdx/Yd*  =  P. 

Alsdann  werden,  wenn  man  dP=ndp  setzt,  die 
Gleichungen  [2]: 

•        fXd$=—  TS+üfth 
fYds  =  —Tv—n<>S. 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  auf  die  oben  an- 
gezeigte Weise  und  setzt  füpdpsszQ^  und  den  Werth, 
welchen  Q  (Bat  x  =  jf  und  y=y  erlangt,  =#,  so 
erhalt  man  statt  der  Gleichung  L: 

r—  r  +  t—  t  +  a-o* =<k 
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und  man  kann  daher  auch  jetzt  noch  die  Spannung  T 
schon  doroh  die  Fanotioq  V  und  durch  den  Krümmungs- 
halbmesser, von  welchem  Q  eine  gegebene  Function 
ist  9  .bestimmen. 

Eine  weitere  analoge  Durchführung  der  Rechnung 
giebt  mit  der  Bemerkung,  dass  6Q  =  Tipip  und  iP 
=  Itip  ist: 

und  man  gelangt  damit  zu  dem  Integrale 

ATds  +  W), 
welohes  unter  den  nämlichen  Voraussetzungen,  welohe 

im  vor.  §•  gemacht  wurden,  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum seyn  muss. 

Gleichgewicht  an  eine«  elastisch  drehbaren  Fades. 

f     330. 

Eine  krumme  Linie  im  Räume  können  wir  ihrer 
Grösse  und  Form  nach  als  gegeben  ansehen,  wenn  die 
Längen  ihrer  Elemente,  die  Winkel  je  zweier  nächst- 
folgenden Elemente  und  die  Winkel»  welche  die  Ebe- 
nen von  je  zwei  nächstfolgenden  der  erstem  Wickel 
mit  einander  machen,  gegeben  sind.  Von  diesen  drei, 
zur  Bestimmung  einer  Linie  von  doppelter  Krümmung 
dienenden  Arten  von  Grössen  setzten  wir  in  diesem 
Kapitel  zuerst  alle  drei  veränderlich  und  liefeen  durch 
die  Veränderung  der  Längen  der  «Elemente  elastische 
Kräfte  entstehen  (f.  313—315.).  Wir  setzten  zweitem 
die  Längen  der  Elemente  constant,  und  nur  die  beides 
Arten  von  Winkeln  veränderlich,  und  liessen  durch 
die  Aenderung  der  Winkel  der  ersten  Art  elastische 
Kräfte  erzeugt  werden  (f  316—$.  329.). 
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Auf  diesem  Wege  fortgebend,  wolle«  wir  nun  drit- 
tens iimi  letztens  die  Längen  der  Elemente  sowohl, 
als  die  Winkel  der  ersten  Art,  eonstant  und  nur  die 
der  zweiten  Art  als  veränderlich  annehmen  und  durch 
ihre  Veränderung  elastische  Kräfte  hervorgehen  lassen. 
So  wie  wir  aber  bei  der  zuletzt  geführten  Untersuchung 
der  Einfachheit  willen  die  Winkel  der  ersten  Art  beim 
anfänglichen  Zustande  der  Linie  sammtlich  null  setz- 
ten und  damit  die  Linie  eine  Gerade  sevn  Hessen,  so 
wollen  wir  auch  jetzt,  so  lange  auf  die  Linie  noch  keine 
Kräfte  wirken,  die  Winkel  der  zweiten  Art  null  an- 
nehmen und  somit  eine  Curie  von  einfacher  Krüm- 
mung voraussetzen. 

Sind  demnach  .£,  jtf,  X3  O  irgend  vier  zunächst 
auf  einander  folgende  Punkte  der  Curve,  also  liMt 
M.\,  NO  drei  nächstfolgende  Elemente  derselben  tmd 
IjMX)  JUiVO  zwei  nächstfolgende  Winkel  der  ersten 
Art,  so  sollen  die  ursprünglich  zusammenfallenden  Ebe- 
nen derselben,  wenn  sie,  durch  äussere  Kräfte  gtali. 
thigt,  an  ihrem  gemeinschaft liehen  Elemente  .V.V  ei- 
nen  Winkel  (der  zweiten  Art)  mit  einander  machen, 
durch  elastisohe  Kräfte  zur  Wiedervereiuignng  getrie- 
ben werden.  Entfernt  man  die  äussern  Kräfte  und 
soll  nichtsdestoweniger  der  Ebenenwinkel  unverändert 
erhalten  werden,  so  kann  dieses  dadurch  gesohehen, 
dass  man  irgend  zwei  Punkte,  etwa  L  und  O,  der  ei- 
nen und  andern  Ebene,  von  denen  keiner  in  dem  ge- 
meinschaftlichen Elemente  .V.V  liegt,  durch  eine  steife 
gerade  Linie  LO  von  unveränderlicher  Länge  mit  ein- 
ander verbindet;  denn  hierdurch  werden  die  beiden  Ebe- 
nen in  eino  unveränderliche  Lage  gegen  einander  ge- 
bracht. Den  elastischen  Kräften  halten  daher  die  Pres. 
sungen  der  Linie  Ut  das  Gleichgewicht,  und  mau  kann 


» 

I 


m  ■* 
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sioh  folglich  die  elastischen  Kräfte  ab  zwei  einander 
gleiche,  nach  den  Riohtungen  LO  und  OL  auf  die 
Ebenen  LMN  und  JKfiVO  wirkende,  Kräfte  vorstellen, 
'  und  eben  so  als  zwei  nach  UO*  und  0X'  gerichtete 
Kräfte,  wenn  IS  und  0"  irgend  zwei  andere  Punkte  ia 
den  Ebenen  LMN  und  MNO  sind«  Heissen  nun  f 
and  — /*  die  beiden  erstem  und  //  und  —  ff  die  beiden 
letztern  Kräfte,  so  müssen  nach  demselben  Schlosse, 
wie  in  %.  316.,  wenn  das  Elenfent  MN  unbeweglich 
angenommen  wird,  die  Kräfte  p  und  />',  welche  nach 
den  Riohtungen  LO  und  L'O'  auf  die  am  MN  dreh- 
bare Ebene  LMN  wirken,  gleiohwirkend  seyn;  esmös- 
sen  folglioh  die  Momente  von  p  nnd  p  in  Bezog  auf 
MN9  als  Axe,  einander  gleich  seyn**  Die  gemeinschaft- 
liche Grösse  dieser  Momente  wollen  wir  das  Moment 
der  Elastioität  des  Ebenenwinkels  LMN*  MNO  nen- 
nen nnd,  wenn  die  Länge  der  Axe  =  i  ist,  mit 
mit  v  bezeichnen.  Kennt  man  dieses  Moment,  so 
kann  man  für  jede  gegebene  Richtung  der  Kraft  f 
oder  p'  die  Intensität  der  letztern  finden«  Denn  das 
Moment  einer  ihrer  Grösse  nnd  Richtung  nach  durch 
LO  ausgedrückten  Kraft  in  Bezug  auf  die  Linie  MN, 
als  Axe,  ist  gleich  dem  Sechsfachen  der  Pyramide 
MNLO  (§.  59.)  =  LMNO  (f.  63.  1.),  nnd  daher 
/  nach  §.  91.  das  Moment  einer  nach  LO  gerichtetes 

Kraft  p  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welohe  die  Riohtnig 
MN  und  eine  Länge  =1  haU 

6. LMNO       -  ,  ,.  .  LO.  MN 

v=  LO.MNp>  fol8^h^  =  6 .LMNO  •  * 

Eben  so,  wie  bei  dem  Linienwinkel  in  §«316.,  ist  dem- 
nach auch  hier  mit  dem  Momente  der  Elastioität  d* 
>  Wirkung  derselben  vollkommen  bestimmt. 

Was  zuletzt  nooh  die  Grösse  des  Moments  *  «► 
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Jangt,  so  ist  wohl  aneh  hier  die  naturgemässeste  Hy- 
pothese ,  dasselbe  bei  einem  gleichförmig  elastischen 
Faden,  sobald  die  Elemente  desselben  einander  gleich 
angenommen  werden,  dem  mehrgedaohten  Ebenenwin- 
kel proportional  z?  setzen,  also  überhaupt,  —  mag  ds 
constant  angenommen  werden,  oder  nioht  — 

ds 
tn  setzen,  wenn  dx  den  unendlich  kleinen  Ebenenwin- 
kel und  &  eine  von  der  Elastioität  des  Fadens  abhän- 
gige Constante  bezeichnet« 
\Veil  endlioh 

6 .  LMNO  =  2LMJV .  2Sl?°  .  BinLJUJV*  JUNO 

MJV 

M         LMN*        ,  -   --    ^--yw        v 

=  4 .  — ^-  dx=*LMßn.T , 

so   kann  naoh   derselben   Hypothese   das   Moment  v 

auch 

=  $.SLMNO.kLMN* 

gesetzt  werden.  Dabei  ist  #  eine  positive  Grösse,  weil 
das  Moment  &  mit  der  Pyramide  LMNO  einerlei  Zei- 
chen hat 

f.  331. 

»         

Dieses  vorausgeschickt,  gehen  wir  fetzt  zur  Ent- 
wiokelong  der  unser  Problem  in  Rechnung  setzenden 
Differentialgleichungen  über.  Hierbei  wollen  wir,  wie 
bei  der  vorigen  Untersuchung,  die  in  §•  281«  b.  aufge- 
stellten Gleiohungen  für  das  Gleichgewicht  eines  voll- 
kommen biegsamen  Fadens  zum  Grunde  legen.  Diese 
vollkommene  Biegsamkeit  wird  gegenwärtig  durch  die 
zwei  Bedingungen  beschränkt,  dass  die  im  vor.  f.  so- 
genannten Winkel  der  ersten  Art  unveränderlich  und 
dass  die  der  zweiten  Art  elastisoh  seyn   sollen,   und 
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wir  haben  desshalb  zu  den  in  jenen  Gleichungen  be» 
reite  vorkommenden  Kräften  nooh  zweierlei  ander« 
Kräfte  hinzuzufügen.  Damit  aber  diese  neuen  Kräfte, 
gleioh  den  bereits  vorkommenden,  den  Faden  selb* 
affieiren  und  somit  auf  eben  die  Art, .  wie  jene,  in  Rech- 
nung genommen  werden  können,  wollen  wir  die  Unver* 
änderlichkeit  der  Winkel  der  ersten  Art  uns  dadurch 
bewerkstelligt  denken,  dass  von  je  drei  nächstfolgen- 
den Punkten  des  Fadens,  wie  I*y  M9  JVy  der  erste 
mit  dem  dritten  duroh  eine  gerade  Linie  JLN  von  un- 
veränderlicher Länge  verbunden  ist.  Die  Elastidtät  der 
Winkel  der  zweiten  Art  oder  der  Ebenenwinkel  wollen 
wir,  den  vorangegangenen  Erläuterungen  gemäss,  all 
darin  bestehend  uns  vorstellen,  dass  auf  den  ersten 
und  vierten  von  je  vier  nächstfolgenden  Punkten,  wie 
Zr,  üf,  JV>  09  zwei  einander  gleiche  und  direct  entge- 
gengesetzte Kräfte  wirken.  Die  Kräfte,  welche  ge» 
genwärtig  am  Faden  sich  das  Gleichgewicht  halten 
sollen,  sind  demnach: 

1)  Die  äusseren  Kräfte  {Xd$y  Yds,  Zds),  welche 
auf  die  einzelnen  Elemente  LM,  MN9  NO>  ...  wirken, 
und  wohin  auch  die  endlichen  Kräfte  gehören,  die  an 
Anfang  und  Ende  des  Fadens  thätig  sind; 

2)  die  Pressungen,  welche  von  den  steifen  Gerades 
LN)  MO,...  auf  die  sie  begrenzenden  Punkte  dm 
Fadens  hervorgebracht  werden; 

3)  die  elastisohen  Kräfte,  deren  Richtungen  ■ 
L0>...  fallen. 

Den  allgemeinen  Gleichungen  in  f.  281.  zufolge 
ist  nun  zunächst  analytisch  auszudrücken,  dass  in  Bfr 
zug  auf  jede  der  drei  Axen,  welche  durch  irgend  eiaee 
Punkt  (#,  y,  x)  oder  M  des  Fadens  parallel  mit  des 
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gelegt  werden,  das  Moment  aller  je- 
ner vom  Anfangspunkte  A  bis  zum  Punkte  M  auf  den  * 
Fagen  wirkenden  Kräfte  null  ist  Auf  solche  Weis? 
erhalten  wir  drei  Gleichungen,  oder  vielmehr  nur  zwei, 
da  aus  je  zweien  derselben,  nachdem  sie  differentiirt 
worden,  die  dritte  folgt. 

Von  allen  auf  den  Faden  von  A  bis  M  wirkenden 
Pressungen  sind  aber  zwei  und  zwei  einander  gleich 
und  direct  entgegengesetzt,  die  zwei  ausgenommen, 
welche  die  Punkte  L  und  M  nach  den  Richtungen  LN 
und  MO  treiben,  indem  die  ihnen  entgegengesetzten 
auf  die  nicht  mehr  zum  Theil  AM  des  Fadens  gehö- 
rigen Punkte  N  und  !?  wi.  ken;  und  weil  die  nach  MO 
gerichtete  Pressung  jeder  durch  M  gelegten  Axe  be- 
gegnet, so  reducirt*sich  in  Bezug  auf  eine  solche  Axe 
das  Moment  aller  jener  Pressungen  auf  das  Moment 
der  nach  LN  gerichteten  Pressung  allein.  Wir  wollen 
die  Momente  dieser  Pressung  in  Bezug  auf  die  drei 
durch  M  mit  den  Axen  der  x,  y,  x  parallel  gelegten 
Axea  resp.  =  p9  f>  r  setzen. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  kommen,  wenn  K  der 
dem  L  nächstvorangehende  Punkt  ist,  die  Momente 
aller  elastischen  Kräfte  von  A  bis  M  auf  die  Momente 
der  zwei  auf  K  und  L  nach  MN  und  LO  gerichteten 
Kräfte  zurück.  Heissen  rüoksichtlioh  jener  drei  Axen 
die  Momente  der  erstem  dieser  zwei  Kräfte  :/J,  gvA, 
der  letztern:  f^  g,  A.  Alsdann  sind,  wenn  wir  noch 
die  Momente  der  äussern  Kräfte  von  A  bis  M  rüok- 
sichtlioh derselben  drei  Axen  kurz  mit  (-X),  (F),  (Z) 
bezeichnen,  die  vorhin  gedachten  drei  Gleichungen: 

(«)     /(  Y)  +  q  +g,  +*=  0, 

n.  20 
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und  es  ist  nur  noch  übrig,  ans  diesen  Gleichungen  die 
'  die  Werthe  von  p>  7,  r  bestimmende  Pressung  zu  et 
miniren.'  Die  zwei  Gleichungen,  welche  dadurch  her- 
vorgehen, findet  man  am  leichtesten,  wenn  man  Jens 
drei  addirt,  nachdem  man  sie  das  einemal  mit  den 
Cosinussen  £„  17,,  £  der  Winkel  multiplicirt  hat,  welche 
das  Element  LM  mit  den  Coordinatenaxen  macht,  und 
'  das  anderemal  mit  den  Cosinussen  £,  tjf  C  der  Winkel 
des  Elements  MN  mit  derselbe*  *Ir  ei  Axen.  ManV- 
hält  anf  diese  Weise: 

Denn  die  Aggregate  pt  +  q%  +  r£  und  fg,  +  gn, + K 
sind  nach  f.  90.  die  auf  LMf  als  Axe,  bezogenes 
Momente  der  nach  LN  gerichteten  Pressung  und  der 
elastischen  nach  LO  gerichteten  Kraft,  und  jedes  die- 
ser beiden  Momente  ist  null,  weil  die  Axe  LM  des 
Richtungen  der  Pressung  und  der  elastischen  Krsft 
in  Ly  begegne^  und  eben  so  erhellet,  dass  auch  /»Hfl 
+  r?  und  ffc  +  g,rj  +  h&>  als  die  Momente  der  Prei- 
sung nach  LN  und  der  elastischen  nach  KN 
ten  Kraft,  in  Bezug  auf  MN3  als  Axe,  null 

Von  den  zwei  Gleichungen  (6)  selbst  druckt  äi 
erste  aus,  dass  das  Moment  aller  auf  den  Faden  toi 
A  bis  L  (oder  M)  wirkenden  Kräfte  rucksichtlich  du 
Elements  LM,  als  Axe,  null  ist,  und  die  zweite,  da« 
das  Moment  aller  Kräfte  von  A  bis  M  (oder  N)  riet 
sichtlich  der  Axe  MN  null  ist.  Beide  Gleichung» 
drücken  daher  eines  und  dasselbe,  nur  in  Uezug~auf  st« 
verschiedene  Punkte  der  Curve,  aus,  und  da  die« 
zwei  Punkte  einander  unendlioh  nahe  liegen,  so  mo» 
■ich  die  eine  dieser  Gleichungen  durch  Differentiati* 
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der  andern  ergeben«  Durch  die  Elimination  der  Pres-  ' 
sung  ans  (a)  haben  wir  daher ,  genau  betraft  et,  nur 
Eine  Gleichung  erhalten;  auch  war  dieses  leicht  vor* 
auszusehen  y  da  von  den  drei  Gleichungen  (ä)>  nachdem 
sie  differentiirt  worden,  eine  jede  eine  Folge  der  bei- 
den andern  ist 

-^J§*  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig ,.  in  einer  der  bei- 
den Gleichungen  (6),  wozu  wir  die  zweite  wählen,  für 
die  darin  vorkommenden  Momente  ihre  uns  schon  be- 
kannten  Werthe  zu  substituiren.  Es.  ist  nämlich 
(X)=fdxfYd*-fdyfZds,  (F)  =  eto.  (§.381.«.) 
Ferner  ist  f£  +  gtj  +  «£  =  dem  Momente  v  der 
elastischen  nach  LO  gerichteten  Kraft  in  Bezug  auf 
eine  nach  MN  gerichtete  Axe, 

=  & .  SLMNO  i  iLMN*  (vor.  §.)• 
Aus  der  analytischen  Geometrie  weiqs  man  aber,  dass 

6LMN0  =  (dyd*x—dxd'y)  d*x±{dz<tx—dxd*%)d%y 

+  {dxd*y—dyd'x)d*x  •) 

tmd  ILMN*  =4(J*+Jl  +  J\Y  (§.  «4.) 
=(<fyrf**-*^y)a+(d^jr^^ 

Endlich  ist  £  =  i£r:  A,  etc.  und  es  wird  daher,  wenn 
man  noch  der  Einfacheit  willen  dx  umstant  annimmt, 
die  gesuchte  Gleichung  fürs  Gleiohgewisbt: 

dxf(dxfY<h-<tyftd*)  +  dyf(dxfZds—d*fXd*) 

+dxf(dyfXd—dx/Yd*) 
, .  dx(d*zd*y  —  d*ydlz) 

=       n{dxd*y-ifyd*xy-^*(d>y*+d*x*y 

Mit  dieser  Gleichung  ist  aber  noch  die  Bedingung 


r 


»)  Auch  kasn  dieser  Amdroek  leicht  ex»*  de»  in  f.  61.  durch 
Se  Coordtaatea  ihrer  Bei»  «ngediiifikten  Werthe  eis«  PyranKde 

hefstfetot  werde«. 

20# 


4 


808     ,  Zweiter  Theo.    Achtet  Kapitel. 

zu  verbinden,  dass  die  Curve  von  doppelter  Krümmung, 
zn  welcher  die  ebene  Gurre  gedreht  worden  *  in  jedem 
ihrer  Punkte  denselben  Krümmungshalbmesser  r  hat, 
als  die  ebene  Curve  in  dem  entsprechenden  Punkte; 
d.  h.  man  hatvzu  der  letztern  Gleichung  noch  die  zwi- 
schen r  und  s  bei  der  ebenen  Curve  statt  findende 
Gleichung,  als  eine  auch  bei  der  doppelt  gekrümmten 
geltend*,  hinzuzufügen.  Zu  dem  Ende  bestimme  man, 
wenn  y  =f{x)  die  Gleichung  der  ebenen  Curve  ist, 
aus  dieser  Gleichung  das-  Verhältnis»  ds  i  dx  und  r, 
als  Functionen  von  x.     Hiermit  findet  sich   auch  das 

Verhältniss  -j-  =  3-  :  3- ,   als  Function  von  x.    Man 

ds       dx     dx7 

eliminire  hierauf  x  aus  den  Wertben  von  r  unidr:dsy 
so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  r  und 
dr :  dty  in  welcher  nur  noch  für  d*>  r  und  dr  ihre  all- 
gemeinen, Werthe,  durch  die  ersten,  zweiten  und  dritten 
Differentiale  von  xy  y,  x  ausgedrückt,  zn  substituiren 
sind« 

Ist  z.  B.  die  gegebene  ^urve  ein  Kreis,  dessen 
Halbmesser  =:a,  so  hat  man  die  Bedingungsgleiehusg 

—  ds* 

~  |/  [{dzd*y — dyd2z)  2+...) * 

Durch  diese  zweite  Gleichung,  in  Verbindung  mit 
der  vorhin  entwickelten  Momentengleiohung,  ist  aber, 
sobald  noch  X,  F,  Z  gegebene  Functionen  von  x,jr,i 
sind,  die  Beschaffenheit  der  Gurve  bestimmt. 

f  332. 

Z ns ätze.  a.  Die  Herleitung  der  zwei  endlicbet 
Gleichungen  zwischen  xf  y,  %  aus  den  zwei  Differee» 
tialgleiohungen  des  vor.  \.  erfordert  12  Integration« 
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und  fuhrt  damit  12  willkührliohe  Constanten  herber. 
Denft  zuerst  hat  man  die  3  Integrale  fXd*y  fYds> 
fZds  mit  3  willkührlicben  (Tonstanten.  Hierzu  kom- 
men durch  Integration  der  3  Ausdrücke:  dz/Yd*— 
dy/Zdsy  etc.  3  neue  Coikstanten;  und  da  von  den  In- 
tegralen dieser  Ausdrücke,  nachdem  sie  resp.  mit  «£r, 
dyy  dz  multiplicirt  worden,  die  Summe  einem  Ausdrucke 
gleich  zu  setzen  ist,  welcher  Differentiale  der  lsten 
bis  3ten  Ordnung  enthält,  so  kommen  bei  vollständiger 
Integration  dieser  ersten  Differentialgleichung  noch  3 
neue  Constanten  hinzu.  Diese  9  Gonstanten  werden 
aber  durch  Integration  der  zweiten  Gleichung,  welche 
von  der  3ten  Ordnung  im  Allgemeinen  ist,  (nur  für  den 
Kreis  von  der  2ten)  nooh  um  3  vermehrt,  so  dass  die 
Anzahl  sämmtlioher  Constanten  auf  12  steigt. 

Sind  den&naoh  eine  ebene  Cijrve,  zwei  Punkte  Jl 
nnd  B>  in  derselben  und  die  Oerter  A  nnd  B  gegeben» 
welobe  diese  Punkte  im  Räume  einnehmen,  nachdem 
die  Curve  unter  dem  Einflüsse  äusserer  Kräfte  uud 
ihrer  eigenen  mit  der  zweiten  Krümmung  verbundenen 
Elasticität  eine  zweite  Krümmung  erhalten  hat,  sind 
ferner  in  dieses  zwei  Oertern  noch  die  Tangenten  und 
die  Krümmungsebenen  der  doppelt  gekrümmten  Curve 
gegeben,  so  ist  damit  letztere  Curve  selbst  vollkom- 
men bestimmt.  —  Denn  eben  so  gross,  als  die  Zahl 
(zwölf)  der  willkührlicben  Constanten,  ist  auch  die  Zahl 
der  Gleichungen,  welobe  zwischen  den  Constanten  in 
den  zwei  Gleichungen  der  Curve  erfüllt  sejn  müssen, 
wenn  diese  die  eben  aufgestellten  Bedingungen  erfül- 
len soll. 

In  der  That  giebt  die  Bedingung,  dass  die  Curve 
durch  den  Punkt  A  gehen  soll,  2  Gleichungen,  die 
bestimmte  Richtung  ihrer  Tangente  in  A  führt  iu  einer 


v*- 
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3teo  und  4ten  Gleichung  (§.  3%.  <*.)>  d*e  bestimmli 
Lage  der  diese  Tangente  enthaltenden  Krämmima» 
ebene  zu  einer  5ten  Gleichung,  und  die  Bedingimg, 
dass  der  Punkt  A  der  doppelt  gekrümmten  Corte  ur- 
sprünglich der  Punkt  A'  der  ebpnen  Curve  gewesen 
dass  also  erstcre  Curve  in  A  und  letztere  in  A  einaa- 
der  gleiche  Krümmungshalbmesser  haben ,  leitet  xo  ei- 
ner  6ten  Gleichung.  Auf  gleiche  Art  ergeben  sich  aach 
für  den  Punkt  B  und  für  die  Tangente,  die  Krüa- 
mungsebene  und  den  Krümmungshalbmesser  daselbst 
6  Gleichungen.  Man  hat  daher  in  Allem  12  Gleichu- 
gen  zwischen  den  12  Constanten  und  kann  damit  letz- 
tere vollkommen  bestimmen. 

Statt  der  einen  der  zwei  Gleichungen  für  die  Kriua» 
mungshalbmesser  in  A  und  B  kann  auch  die  Gleichung 
gesetzt  werden,  welche  ausdrückt,  dass  die  Lange  der 
doppelt  gekrümmten  Curve  von  A  bis  B  eben  so  gross, 
als  die  der  ursprünglichen,  einfach  gekrümmten  von 
A'  bis  B  ist. 

In  dem  besondern  Falle,  wenn  die  nrsprunglies« 
Curve  ein  Kreis  ist,  hat  man  von  diesen  zwei  Glei- 
chungen für  den  einen  Krümmungshalbmesser  und  die 
Länge  von  A  bis  B  nur  die  letztere  beizubehalten,  da 
der  alsdann  constante  Krümmungshalbmesser  in  der 
zweiten  Differentialgleichung  selbst  mit  vorkömmt.  Die 
Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  reducirt  sich  daher 
in  diesem  Falle  auf  11.  Von  der  andern  Seite  ist  dann, 
wie  gehörig,  auch  die  Zahl  der  'durch  Integration  est- 
stehenden Constanten  um  Eins  geringer,  als  im  allge- 
meinen Falle,  da  beim  Kreise  die  zweite  Differential- 
gleichung sich  nur  bis  zur  zweiten  Ordnung  erhebt. 

b.  Wird  die  Curve  in  einem  Punkte  M  unterbri- 
ch en,   und  soll  nichtsdestoweniger   das   Gleichgewicht 
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fortdauern,  so  genügt  es  hier  nicht,  wie  in  §.  318.  e.  und 
£•  325.  6.y  blosi  das  letzte  Element  LM  fest  zu  ma- 
chen, sondern  es  müssen ,  nm  die  zwei  duroh  die  Un- 
terbrechung in  M  verloren  gehenden,  nach  JKN  nnd 
LtO  gerichteten,  elastischen  Kräfte  zu  ersetzen,  die 
zwei  letzten  Elemente  KL  und  LMy  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  letzte  Tangente  nnd  die  letzte  Krüm- 
mungsebene,  unbeweglich  gemacht  werden.. 

♦•833. 

Ziehen  w  xom  Sehloaae  noch  den  einfachsten  Fall 

> 

in  Betracht,  wenn  K9  F,  £  null  sind,  und  daher  nur 
durch  Kräfte,  welche  am  Anfang  und  Ende  des  Fadens 
angebracht  sind,  die  zweite  Krümmung  desselben  er- 
zeugt wird.  Die  Kräfte  am  Anfange,  d.  b.  die  endli- 
ehen Kräfte,  welche  auf  Punkte  wirken,  die  mit  den 
beiden  ersten  Elementen  in  unveränderlicher  Verbin- 
dung stehen,  seyen,  wie  in  §.  326.,  auf  eine  einfache 
Kraft  A  und  ein  Paar  reduoirt,  dessen  Moment  =  my 
und  dessen  Ebene  anf  A  normal  stehe;  auch  werde, 
wie  dort,  die  Richtung  von  A  zur  Axe  der  x  genom- 
men. Die  Momente  dieser  Kräfte  in  Bezug  anf  drei 
Axen,  die  man  durch  den  Punkt  (x>  y,  x)  parallel  mit 
den  Axen  der  x9  y,  *  gelegt  hat,   sind  alsdann: 

(X)  =  m,  {Y)  =  -Az,  (Z)  =  Ay, 


und  die  erste  Differentialgleichung  der  Curve  wird  da- 
mit: 

mdx  +  A(ydx  —  xtfy)  =  —  vds  =— Sdfc. 

Wir  ersehen  hieraus  unter  andern,  dassf  wenn  auf 
den  Anfang  des  Fadens  Uoss  ein  Kräftepaar  wirkt, 
die  zweite  Krümmung;  =  d% :  ds,  in  jedem  Punkte 
preportional  mit  dx  :  ds>  d.  i.  mit  dem  Cosinus  des 
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Winkels  ist,  den  die  Tangente  der  Corvo  mit  der  Are 
der  x  macht ,  also  mit  dem  Sinus  des  Winkels^  den 
die  Tangente  mit  der  Ebene  des  Paares  macht,  dats 
folglich  an  den  Stellen  der.  Curye,  wo  ihre  Tangente 
mit  der  Ebene  des  Paares  parallel  läuft,  die  zweite 
Krümmung  verschwindet,  und  an  den  Stellen  am  gross- 
ten  ist ,  wo  die  Tangente  auf  der  Ebene  des  Paares 
normal  steht. 

Zusatz.  Ist  die  Gestalt  des  Fadens,  auf  welchen 
nur  am  Anfang  und  Ende  Kräfte  wirken,  ursprünglich 
kreisförmig,  so  kann  seine  na#hherige  Gestalt  noch  die 
einer  cylindrisohen  Spirale  sejn,  deren  Axe,  wenn  die 
Kräfte  am  Anfange,  wie  vorhin,  auf  eine  einfache  Kraft 
A  und  ein  auf  der  Richtung  von  A  normales  Paar 
reducirt  worden,  mit  der  Richtung  von  A  zusam- 
menfällt. Denn  erstens  hat  diese  Spirale  eben  es, 
wie  ein  Kreis,  einen  constanten  Krümmungshalbmes- 
ser ,  der  hier  dem  des  ursprunglichen  Kreises  gJLtkk 
seyn  muss;  und  zweitens  wird  auch  der  Momentenglei- 
chung  durch  die  Gleichungen  einer  oylindrischea  Spi- 
rale, deren  Axe  die  Axe  der  x  ist,  Geniige  geleistet 
Diese  Gleichungen  sind  nämlioh  ($.  327.),  wenn  a  den 
Halbmesser  des  Cjlinders  der  Spirale  und  6  die  Weite 
ihrer  Gänge  bedeutet,  und  wenn  man  der  Kurze  willen 
2n:  &=  A  setzt: 

y  =  aoosAx9  %  =  asin^r. 

Die  Differentiation  dieser  Gleiohnngen  giebt  unter 
der  Annahme,  dass  dx  constant  ist: 

dy   =  —  hxdx    ,  dx    =  +  Aydx> 
d7y  =  —A*ydx*y  d*x  =  —A*xdx*, 
d*y  =  +  h*xdx*9  d*x  =  —h*ydx*i 

folglich      ds2  =  (1 +A  2aa)  dx* ,  und  wenn  su 
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ydz — zdy=t1  dyd9x—dzd2y=f, 
d2yd'x—d2xd*y=t"  und  d2y2+d*x2=u  setzt: 
t  =  ha2d*,  t'=hla2dx%,  i'—h*a2dx\  u=h*a2dx\ 

Die  Momentengleicbung  aber,  welobe  sich  mit  den 
jetzt  angenommenen  Zeichen  also  schreiben  lässt: 

wird  dadurch  m  +  Aha2  = -. —  .. —  =- — _. 

}/t+A2o*  l  ' 

wo  /  die  Länge  eines  Ganges  der  Spirale  ausdrückt 
($.  327.)-  Diese  Gleichung  enthält  nun  bloss  Con- 
stanten und  giebt  eben  damit  zu  erkennen,  dass  unter 
den  vorausgesetzten  Umständen  der  Faden  die  Spiral- 
form annehmen  kann.  Hiernaoh  sind  wir  berechtigt  zu 
sohliessen : 

Wird,  wie  die*  immer  moglieh  ist,  ein  elastisch 
drehbarer  und  ursprünglich  kreisförmiger  Faden 
in  die  Gestalt  einer  eylindrischen  Spirale  gebracht, 
und  werden  die  zwei  ersten ,  so  wie  die  zwei  letzten 
Elemente  des  Fadens  in  der  dadurch  erhaltenen  Lage 
unbeweglich  gemacht,  so  wird  der  daxwischen  be- 
griffene Faden  von  selbst  in  der  Spiralform  ver- 
harren. 

Nooh  kann  man  bemerken,  dass  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Spirale,  also  auch  der  Halbmesser  des 
ursprünglichen  Kreises, 

r  =  <fc»  _1+A»aa  _  JP_  igt 


ll. 
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Druckfehler  und  Verbesserungen. 

Seite  31  Zeile    1  v.  o.  lies  :x  die  ihn  treffende. 

—  32  ■  -       6  t.  a.  vor  «äcä  setze  ein  Komma. 

—  45  —      3v,  o.  lies :  und  hiernach 

—  59      -     8  ▼.  o.  lies:  AF9  AF',  A'F',... 

>;  —  101  —    12  ▼.  u.  lies:  unbekannten  Richtungen 

—  139  —     4  v.  u.  An  das  Ende  der  Zeile  aetze  ein  Komma. 

—  159  —     8  t.  n.  ▼ertilge:  auch 

—  185  —  -  9  ▼.  p.  liea :  wo 

—  212  —      5  v.  o.  yertilge:  +  (1 :  *). 

—  221  —      9  u.  10  ▼■  o.  statt:  geben,  liea:  getrieben. 

—  230  —      5t.q.  ftatt:/rdl  HtMifXdt. 
-*  249  —      1  ▼.  o.  liea;  eine  positive  eooatante  Gross  ist. 

—  284  —      7  n.  6  ▼.  o.  lies :  aal  den  Faden  keine  aassera  KrStie 


Druck  von  J.  B.  Hirschfeld. 
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